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                                                        Введение 

В теории краевых задач аналитических функций возникает необходимость представления 

матрицы-функции G  (порядка (n n× )) определенной на некотором замкнутом спрямляемом 

контуре Γ , разбивающий расширенную комплексную плоскость C  на области +Ω  (Э 0) и 

−Ω   (Э ∞ ), в виде 

                                                 1( ) ( ) ( ) ( )G t G t t G t−
− += Λ       ( )t∈Γ                                    (0.1) 

где предполагается, что элементы матриц-функций G+ , 1G−
+ , G− , 1G−

−  принадлежат 

соответственно классам Смирнова ( )pE +Ω , ( )qE +Ω ,  ( )pE −Ω , ( )qE −Ω  (1 p< < ∞ , 

( 1)
pq p= − ),  1( ) , , nt diag t tκκ⎡ ⎤Λ = ⎣ ⎦… ,  а  1 2 nκ κ κ≤ ≤ ≤" - целые числа. 

 Такого типа представление принято называть факторизацией (или факторизацией 

Винера-Хопфа) матрицы-функции G  в пространстве pL  относительно контура Γ . Числа iκ  

( 1, ,i n= … ) называют частными индексами матрицы-функции G .  

 Задача факторизации матрицы функции тесно связана с проблемой нахождения явных 

решений векторной краевой задачи Римана. В терминах факторизации (0.1) выписываются 

условия разрешимости и общий вид решения вышеуказанной задачи, а через частные 

индексы выражаются  дефектные числа задачи (т.е. размерность линеала решений 

однородной задачи и коразмерность замыкания образа). 

Значение задачи факторизации матрицы-функции не исчерпывается только ее ролью в 

теории краевой задачи Римана и родственных ей теорий сингулярных интегральных 

операторов, теории интегральных и дискретных операторов Винера-Хопфа. К матричной 

задаче факторизации приводят также различные уравнения типа свертки (см., например, [1]- 

[4]). Задача факторизации, естественным образом, возникает  в теории случайных процессов 

(см., например, [5], [6] ) в теоретической физике (см., например, [7]-[9]), в ряде прикладных 

задач механики (см., например, [10]-[17]).  
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Идея факторизации заложена еще в ранних работах Племеля [18], Карлемана [19], Винера-

Хопфа [20]. Первые результаты завершающего характера были получены в работах Ф.Д. 

Гахова [21-23], Н.И. Мусхелишвили, Н.П. Векуа [24-26], И.Ц. Гоxберга, М.Г.Крейна  [27, 28]. 

В этих работах впервые введены понятия частных индексов, получены необходимые и 

достаточные условия факторизуемости  гельдеровскиx матриц-функций и матриц-функций 

из алгебры Винера, выведены явные формулы для факторов в скалярном случае ( 1n = ). 

В соответствии с внутренней логикой развития теории сингулярных интегральных 

операторов, операторов Винера-Хопфа и спецификой конкретных прикладных задач, 

дальнейшие усилия были направлены на изучение факторизации для более общих классов 

матриц-функций. Отказ от условия гельдеровости привел к необходимости рассмотрения 

задачи Римана в постановке И.И. Привалова, и, тем самым, к формированию понятия  

факторизации в классах pL . Существенное влияние на дальнейшее развитие теории 

факторизации сыграли работы И.Б. Симоненко [29]-[31] относящиеся к факторизации 

произвольной ограниченной измеримой матрицы-функции. Критерии факторизуемости 

различных подклассов матриц-функций (кусочно-гельдеровых, непрерывных, кусочно-

непрерывных, локально-секторальных, кусочно-квазинепрерывных и т.д.) получены в 

работах Б.В. Хведелидзе, Г.Ф. Манджавадзе [32, 33], Симоненко [34], И.Ц. Гохберга, Н.Я. 

Крупника [35, 36], Р.Г. Дугласа [37], Д.Е. Сарасона [38, 39], Г. Хайнига, Б. Зильбермана [40], 

И.М. Сптковского [41], А.Н. Сагинашвили [42] и многиx другиx a второв.Современное 

состояние теории задачи факторизации в достаточно полной форме изложено в [25],[43]-[48]. 

Задача эффективного построения факторизации и вычисления частных индексов, – более или 

менее в общей ситуации, – остается нерешенной по настоящее время.  Как известно, в 

скалярном случае ( 1n = ) явная факторизация может быть построена с помощью интегралов 

Коши. Перенос этих явных формул на матричный случай ( 1n > ) возможен только для весьма 

узкого класса матриц-функций (см. Г.Н. Чебoтaрeв [49]). Другие эффективные методы 

факторизации (т.е. методы восстанавливающие факторы с помощью конечного числа 

алгебраических операций и вычислений интегралов) известны лишь для частных классов 

матриц-функций (см., например, [50]- [56], [23], [18], [59]-[67]). 
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 Наиболее полное исследование в этом плане проведена для мероморфных матриц-

функций (см.[68]- [69], [50], [23],  [44]). Критерий факторизуемости для мероморфных 

матриц-функций представимых интегралом типа Коши получены И.М. Спитковским ([68], 

[44]). Эффективная факторизация предложенная в [44] для таких матриц-функций, основана 

на методе “отщепления нулей” Ф.Д. Гахова [23]. 

 И.Ц. Гохбергом, Л. Лерером, Л. Родманом ([70]- [71]) получены явные формулы для 

частных индексов полиномиальных матриц-функций. Явная факторизация для мероморфных 

в +Ω  и непрерывных в +Ω м.-ф. построена В.М. Адуковым [72], а для матриц-функций из 

класса ( )E ±
∞ Ω  А.Г.Камаляном [73]. Несмотря на различие методов, результаты всех этих 

работ формулируются в терминах степенных моментов (относительно контура) матрицы-

функции являющей обратной к факторизуемой. 

Как известно необxодимым и достаточным условием факторизуемости непрерывной 

матрицы-функции является ее невырожденность.Между тем в приложенияx часто возникает 

необxодимость исследования задачи Римана с вырожденным коэффициентом либо 

соответствующиx интегральныx операторов с вырожденным символом.Различные методы 

исследования такиx задач предложены  в работаx Ф.Д.Гаxова, Н.П.Векуа, Б.В.Xведелидзе, 

Г.Н.Чеботарева,Н.Е.Товмасяна,Н.Б.Енгибаряна[58], и др. авторов (более подробно см[57]). 

Аппарат факторизации Винера-Хопфа становится непригодным для исследования векторной 

задачи Римана, когда одно или оба из дефектных чисел бесконечны. По этой причине 

возникает желание видоизменения определения факторизации, таким образом, чтобы 

оставаясь эффективным инструментом исследования задачи Римана, оно охватывало и 

случай бесконечных дефектных чисел. Такое общее определение предложено И.М. 

Спитковским в работах [74], [75], где подробно исследуются свойства обобщенной 

факторизации и ее связь с задачей Римана.Другой подход предложен А.Г. Камаляном в 

работах [76], [77]. Этот подход основан на переосмыслении понятия частных индексов. 

Основываясь на некоторых алгебраических свойствах теплицевых операторов  с символами 

jt G− , понятие (не обязательно конечных) частных индексов вводится для произвольной 

матрицы-функции G  принимающей почти всюду на контуре конечные значения. В случае 
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конечных частных индексов матрица-функция G  естественным образом допускает 

представление (01), где ( )pG E ±
± ∈ Ω  (1 p≤ ≤ ∞ ), 1G−

±  аналитична в ±Ω , и для любой точки 

контура 0z ∈Γ  и любого постоянного вектора nV C∈ , либо вектор-функция 

1
0( ) ( ) ( )z z z G z Vϕ −

+= −  не принадлежит ( )pE +Ω  либо вектор-функция Gϕ  не 

представляется в виде суммы  вектор-функций из классов ( )pE +Ω  и ( )pE −Ω . Такой тип 

факторизации предложено называть индексной факторизацией (см. [77]).В отличии от [75] 

индексная факторизация допускает лишь конечную индексацию, но не предполагает 

принадлежность 1G±  классу 1( )L Γ и не исключает случаи 1p =  и p = ∞ .  

 Индексная факторизация является естественным обобщением стандартной 

факторизации Винера-Хопфа в том смысле, что, если матрица-функция допускает 

факторизацию Винера-Хопфа, то ее индексная факторизация существует и одновременно 

является факторизацией Винера-Хопфа. Класс матриц-функций ,допускающих индексную 

факторизацию существенно шире класса матриц-функций допускающих факторизацию 

Винера-Хопфа.В связи с этим возникает необходимость в определении условий индексной 

факторизуемости, в построении эффективных методов индексной факторизации и в 

исследовании задачи Римана (в общей постановке) в терминах индексной факторизации.  

Настоящая диссертация посвящена исследованию этих вопросов в случае мероморфных в 

±Ω  матриц-функций. 

Цель работы  

1. Описание классов матриц-функций мероморфных   во внутренней либо во внешней 

области  контура, допускающих индексную факторизацию. 

2. Приведение явных формул для частных индексов и суммарного индекса  матриц-функций 

из указанных классов. 

3. Построение индексной факторизаций матриц-функций из указанного класса путем 

решения конечного числа явно выписываемых систем линейных алгебраических уравнений. 

4.Исследование задачи Римана в терминах индексной факторизации. 
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 Метод исследования. Применены методы теории функций и функционального анализа. 

Используется техника сингулярных интегральных оператров с ядром Коши. 

 Научная новизна. Все результаты работы являются новыми. 

 Практическая и теоретическая ценность. 

Работа  носит теоретический характер и посвящена задаче факторизации мероморфных 

матриц-функций в более общей постановке, чем факторизация Винера-Xопфа.Приведены 

приложения в теории векторной задачи Римана.Полученные результаты могут быть 

применены в различных прикладных задачах, сводящихся к задаче факторизации 

мероморфных матриц-функций.   

Содержание работы 

Введем некоторые понятия и обозначения, используемые на протяжении всего текста.  

 Пусть ( 0,1,..., )j j mΩ =   односвязные ограниченные области комплексной плоскости C , 

такие что 0 , 0 ( , 1,..., )j j i i j mΩ ⊂Ω Ω ∩Ω = = а  границы ( 0,..., )j j j mΓ = ∂Ω =  являются 

замкнутыми жордановыми спрямляемыми кривыми. Предполагается, что контур 
0

m

j
j=

Γ = Γ∪  

ориентирован таким образом, что при ее обходе, внутренняя область 0
1

\
m

j
j

+

=

Ω = Ω Ω∪
  

остается слева, внешняя область \C− +Ω = Ω  справа.  

Пусть (0 )pE p± < ≤ ∞  классы Смирнова областей ±Ω  (см.[78]-[81] а также [44]), 
0

pE − класс 

функций из pE −  исчезающих на бесконечности, а pL±
0

( )pL− множество функций из pL ( ( )pL= Γ )  

совпадающих почти всюду на Γ  с угловыми предельными значениями некоторой функции 

из pE ±  (
0

pE− ).Пусть  R   множество рациональных функций, а  0R -множество рациональных 

функций с полюсами вне контура Γ .  

Множество мероморфных в +Ω ( )−Ω  функций ϕ  для каждого из   которых        существует 
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ненулевой многочлен q+  (существуют ненулевой многочлен q−  и целое число ( 0)k k ≥  такое 

(такие), что ( )( ) pq t Lϕ +
+ ∈  (

0

( )( )k
pt q t Lϕ− −

− ∈ )  будем обозначать через ( )p pM M+ −� � . Мы также 

будем пользоваться следующими обозначениями:  

                                             
0.

:p p pL L+ −= +L ,   
.

0:p pM L R± ±= + ,
0

: p
p

M M± ±

>

=∪ . 

Oператоры проектирующие прямую сумму pL   на 
0

( )p pL L+ −  вдоль 
0

( )p pL L− +   обозначим через P± .  

Под правой факторизаций Винера-Хопфа (далее WH(r,  p) –факторизация) матриц-функции 

(далее м.-ф.) G в пространстве )1( ∞<< pLp  относительно контура Г (см[44]) будем 

понимать представление вида (0.1), где, 1 ( ) , ( /( 1))n n
qG L q p p− ± ×

± ∈ = − ( )n n
pG L± ×

± ∈     

1 2( ) [ , ,..., ]nt diag t t tκκ κΛ =  

1( , ... , , 1,..., ).n it Z i nκ κ κ∈Γ ≤ ≤ ∈ =  

Пусть, G  м.-ф. порядка nn× ,элементы которой почти всюду на контуре Г принимают 

конечные комплексные значения, +
pD (G)- пространство всех вектор-функций (далее в.-ф.)  

,)( n
pL+

+ ∈ϕ (1 )p≤ ≤ ∞  таких, что ,n
pGϕ+ ∈L  −

pD (G)- пространство всех в.-ф. ,)( n
pL−

− ∈ϕ  для 

которых существует n
pϕ∈L  такое, что  ϕϕ G=−  . 

 Через ατ  ( )Cα ∈  и ατ ′  ( /{0})Cα ∈  обозначим операторы сдвига действующие на функцию 

(соответственно на в.-ф. и м.-ф.) f  по формулам ),()())(( tfttf ατα −=  1 1
0( ) ( ) .α ατ α τ τ− −′ = −  В 

частности предполагается, что 1
0( ) .τ τ −

∞′ =  

Пусть ( )pT G -оператор Теплица (1 p≤ ≤ ∞ ) с областью определения +
pD (G) ,действующий по 

формуле 

                                                    ( ) ( )pT G P Gϕ ϕ+ + +=  .                  

 Обозначим через , ( )( )p jN G j Z∈  ядра опрератора 0( )j
pT Gτ − . Множество  

                                  , , 0 ,
ˆ ( ) : ( ) ( )p j p j p jN G N G N Gτ= +  

  является  подпространством  , 1( )p jN G+ . Определим числа    
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                              , 1 ,
ˆ( , ) : dim ( ) ( )p p j p jG j N G N Gμ += ,        ˆ( ) : ( , )p

j Z
n G G jμ

∈

=∑ . 

Как известно(см. [76])  ˆ( )n G n≤ . 

В случае ˆ( )n G n=  будем говорить, что м.-ф. G допускает конечную ( , )r p+ -индексацию. 

Пусть  

                                1 1 2{ ,..., ,} { ; ( , ) 0}, ... ( )s p sj G j s Nη η μ η η η= > < < ∈  и ( , )j pn G jμ= .  

Числа 

                           
1 1 1 2 1 2 1 ˆ1 1 1 2 ... 1 ( )... , ... ,..., ...

sn n n n n n n n G sκ κ η κ κ η κ κ η
−+ + + + += = = = = = = = =                  

будем называть ( , )r p+ -частными индексами м.-ф. G.  

Скажем, что м.-ф. G допускает ( , )r p+ -индексную факторизацию(далее ( , )I r p+ −  

факторизацию) (см. [77]), если G допускает представление (01) , а факторы  G± и Λ  

удовлетворяют следующим условиям:  

(a) G± ( ) ;n n
pL± ×∈   

(б) для любых , , 0,nz V C V+∈Ω ∈ ≠  в.-ф. 1( )z G Vτ −
+  не принадлежит ( )pD G+ ;  

(в) для любых , , 0nz V C V−∈Ω ∈ ≠  в.-ф. 1( )z G Vτ −
−′  не принадлежит ( )pD G− ; 

 (г) 1 2( ) [ , ,..., ]nt diag t t tκκ κΛ = , где nκκκ ≤≤ ...21  целые числа. 

Пусть  zφ  ( )z Г∈  является  семейством диагональных м.-ф., диагональные элементы которой 

равны либо единице, либо линейной функции l(t)= t-z. 

Диссертационная работа состоит из введения, треx глав,заключения и списка цитированной 

литературы,включающего 85 наименований. 

Первая глава  диссертации состоит из треx параграфов. 

В §1  приведены необxодимые нам сведения относительно ( , )I r p+ − факторизации и ее связь 

с WH(r, p) –факторизацией. В §2 изучается связь между ( , ),I r p+  WH(r, p) факторизациями 

матриц-функций G и gG. 

Теорема1.2.2 Пусть 1 p≤ ≤ ∞  и g R∈ . Тогда м.-ф. G и gG допускают ( , )r p+  -конечную 

индексацию одновременно. Если  
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1 1

( ) ( ) ( )( , ; ; 1,..., ; 1,..., ; , )
s l

i j i j i j
i j

g z z z Г i s j l s l Nα β α β α β
= =

= − − ∈ ≠ = = ∈∏ ∏           

 а представления 1( ) ( ) ( ) ( ),G t G t t G t−
− += Λ  1( ) ( ) ( ) ( ) ( )g t G t G t t G t−

− += Λ
� ��

 являются ),( pr+ - 

индексными факторизациями м.-ф. G и gG, то существуют м.-ф. 

, ( 1,... ; 1,..., )
i i i i

F F i s j lα α β βφ φ∈ ∈ = = и существуют полиномиальные матрицы 

, , ( 1,..., ; 1,..., )
i j

Q Q Q i s j lα β = = ( detQ, det ,det ( 1,..., ; 1,..., )
i j

Q Q i s j lα β = =   отличные от нуля   

постоянные) такие, что 

 
1 1 1 1

1 1... ... ,
s s l l

G G Q F Q F Q F Q F Qα α α α β β β β
− −

+ +=
�

              

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1... ... ... ...
l s s s

G G Q F Q F Q F Q F Qβ β α α α α α α β β β βτ τ τ τ− − − − −
− −= Λ Λ
� �

  . 

Теорема 1.2.3 Пусть 1 p< < ∞  и g R∈ . Тогд если м.-ф. G и gG одновременно допускают 

WH(r, p) факторизацию относительно контура Г, то 1
0.g R± ∈  

В §3 исследуется векторная краевая задача Римана в пространстве  pL (1 )p< < ∞  с 

матричным коэффициентом G ,транспонированное   которой допускает 

( , )I r q+ ( ( 1)q p p= − ) факторизацию: 

                   
1( ) ( ) ( ) ( )TG t G t t G t−

− += Λ                                                   (0.2). 

Для вектор-функции  h  ,определенной почти всюду на контуре   Γ , требуется найти вектор-

функции ( )n
pEϕ +

+ ∈  ,
0

( )n
pEϕ −

− ∈  (1 p< < ∞ ) граничные значения которыx почти всюду на  Γ  

удовлетворяют условию:     

                ( ) ( ) ( )t G t tϕ ϕ+ −+ = ( )h t                                                       (0.3). 

Для м.-ф. TG  допускающую  ( , )I r q+  ( ( 1)q p p= − )факторизацию (0.2) важную роль играет 

следующий класс полиномиальныx в.-ф.   

 
0

1 1 1( ) { ;( ) ( ) , ( ) ( ) }T n T n
p pG g G g L G g L− + − − −

+ −Φ = ∈ Λ ∈  ( 1 2( ) [ , ,..., ]nt diag κ κ κΛ = ) где, g  векторный 

многочлен, j- ая компонента которого является многочленом степени не выше  1jκ −  при   

0jκ > ,и тождественно равна нуля при 0jκ ≤ ( 1,...,j n= ).                    
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 Теорема1.3.2 Пусть (0.2)  является ( , )I r q+  факторизацией м.-ф. TG .Тогда неоднородная 

задача Римана (0.3) разрешима тогда и только тогда, когда  1( )T nG h+ ∈ L и существует  

векторный многочлен  Ρ удовлетворяющий следующим условиям: 

а) j-ая компонента в.-ф.   Ρ  является многочленом степени не выше 1jκ −  если   0jκ > ,и 

тождественно равна нулю при 0jκ ≤ , 

б) 1 1( ) ( ) ( ) ( )T T T n
pG G P G h L− − +

+ + + ++ ∈Ρ ,    

 в) 
0

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )T T T n
pG G P G h L− − − − −

− − − +− Λ + Λ ∈Ρ   . 

Если задача (0.3) разрешима и  Ρ  удовлетворяет условию а), б), в) то все решение (0.3) 

допускает представления: 

                                      1 1 1( ) ( ) ( ) ( )T T T TG g G G P G hϕ − − −
+ + + + + += + +Ρ                                            (0.4)         

                                  1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )T T T TG g G G P G hϕ − − − − − −
− − − − − += − Λ − Λ + ΛΡ                              (0.5)     

где  ( )g G∈Φ .Обратно,если ( )g G∈Φ ,а  ϕ+ , ϕ−  допускают представление (0.4), (0.5)  то  

пара 

(ϕ+ ,ϕ− ) является решением задачи (0.3).   

Заметим что в частности число линейно независимыx решениий однородной задачи 

(h=0)совпадает с   dim ( )GΦ  (теорема 1.3.1).  

 Глава II посвящена исследованию ( , )I r p+ −факторизации матриц-функций мероморфныx во 

внутренней области контура.  Глава состоит из четыреx параграфов.  

М.-Ф. B ,  мероморфную в области  +Ω  и имеющую почти всюду на Γ  угловые граничные 

значения,назовем р-допустимым в +Ω (1 )p≤ ≤ ∞ ,если существует ненулевой многочлен g 

такой, что из условия ( )pDϕ +
+ ∈ B  следует 1( )ng Lϕ +

+ ∈B .Обозначим множество р-допустимых 

в +Ω  м.-ф.  через    ( )p
+ΩMF . Подмножество ( )p

+ΩMF  состоящих из аналитических м.-ф. в 

+Ω  будем обозначать через  ( )p
+ΩF .    
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В §1 исследуется задача существования ( , )I r p+ − факторизации для матриц-функций из 

класса ( )p
+ΩMF (1 )p≤ ≤ ∞ . 

Теорема2.1.1 Пусть ( )p
+∈ ΩB MF (1 )p≤ ≤ ∞ . Для того, чтобы B   допускала ( , )I r p+ -

факторизацию, необходимо и достаточно, чтобы ( )1
pM

×− +∈ � n n
B . 

В §2 получены явные формулы для ( , )r p+ ‐частныx индексов матриц-функции 

( )p
+∈ ΩFB ,удовлетворяющиx условию ( )1

pM
×− +∈

n n
B (1 )p≤ ≤ ∞ . 

Ниже для матрицы-функции  1( )n nG L ×∈ примем следующее обозначение         

11 ( )
2

k
kG t G t dt

iπ
− −

Γ

< > = ∫   ( k Z∈ ). 

Ïóñòü   1 ( )n n
pM− + ×∈B è 1( ) 0P −

− ≠B .  Íàèìåíüøåå натуральное ÷èñëî rν , äëÿ êîòîðîãî 

ñóùåñòâóþò ìàòðèöû  ( ) ( )
0 1,...,

r

r r n nQ Q Cν
×

− ∈ ,óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì              

                                               
1

1 1 ( )
( ) ( )

0

0
r

r

r
m m k k

k

Q
ν

ν

−
− −

− + − +
=

< > + < > =∑B B               (m N∈ ) 

 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1( )rν
−B . Íàèìåíüøåå натуральное ÷èñëî lν , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò 

ìàòðèöû  ( ) ( )
0 1,...,

l

r r n nQ Q Cν
×

− ∈ ,óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì  

                                              
1

1 ( ) 1
( ) ( )

0

0
l

l

l
m k m k

k

Q
ν

ν

−
− −

− + − +
=

< > + < > =∑B B               (m N∈ )                                 

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1( )lν
−B . Â ñëó÷àå, êîãäà 1( ) 0P −

− =B  áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 

1 1( ) ( ) 0r lν ν− −= =B B . 

 Для 1
1( )n nM− + ×∈B  через ( )s s N+ ∈H будем обозначать ганкелеву матрицу: 

1 1 1

1 1 1
1 2

1 1 1
2 3 1

1 1 1
( ) ( ) 1 ( ) 1

...

...

...
l l l

s

s
s

sν ν ν− − −

− − −
− − −

− − −
− − − −+

− − −
− − − − − +

⎡ ⎤< > < > < >
⎢ ⎥< > < > < >⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
< > < > < >⎢ ⎥⎣ ⎦

# # # #
H

B B B

B B B
B B B

B B B

 

Числа ( , 0)sh s Z s+ ∈ ≥  определим следующим образом: s sh rang+ += H   при 0s > и 0 0.h+ =  
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Теорема.2.2.1.  Пусть ( )p
+∈ ΩB F  и ( )pM

×+∈
n n-1B (1 )p≤ ≤ ∞ . Тогда ( , )r p+  частные 

индексы м.-ф. B  могут быть определены по формулам 

iκ =card{ ( )1 ; 1, 2,...,j j rj n h h i j v+ +
−+ − < = -1B }  1,..., ,i n=  

если ( )1 0rv − ≠B  и 1 ... 0nκ κ= = = , если ( ) 0rv =-1B . 

В §3 приводится  конструкция ( , )I r p+ -факторизации матрицы-функции 

( )p
+∈ ΩFB удовлетворяющей условию ( )1

pM
×− +∈

n n
B (1 )p≤ ≤ ∞ .Для вектора 

1 2( , ... )T T T ns
sV v v v C= ∈

  1( ,..., , )n
sv v C s N∈ ∈ определим векторы ( )11 2, n s

s sV V Cω ω +∈ и 

полиномиальный вектор sVΨ  следующими равенствами: 1
1 2( , ... ,0)T T T T

s sV v v vω = , 

                       2
1 2(0, , ... , )T T T T

s sV V v v vω = =            1

1

s j
s j

j
V v z −

=
∑Ψ =  . 

Пусть 0 1Kerθ += H  и  ( )s s Nθ ∈  некоторое прямое дополнение 

1 2
s s s sKer Kerω ω+ ++H H в 1sKer +

+H . 

Теорема.2.3.1 Пусть ( )p
+∈ ΩB F , ( )1 n n

pM
×− +∈B , ( )1 0lv − >B  и 1 sη η< <" (1 )p≤ ≤ ∞  все 

возможные значения ( )1 ,n r pκ κ +≤ ≤ −"  частных индексов м.-ф. B . Пусть { },1 ,,...,
i i inX Xη η  

базисы пространств  ( )1,...,
i

i sηθ = ,а в.-ф. ( ), 1,..., ; 1,...,
i j iU i s j nη = = , определены следующим 

образом 

1
, 1 ,i i ij jU Xη η η

−
+= ΨB   ( )1,..., , 1,..., .ii s j n= =  

Тогда, если 
1 1 1 2,1,..., , , ,1..., ,s sn nU U U Uη η η η+ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦B , 1( ) ,..., nt diag t tκκ⎡ ⎤Λ = ⎣ ⎦ , 1−

− += ΛB BB , то 

представление 

= Λ -1
- +B B B  

является ( ),I r p+  -факторизацией м.-ф. B . В случае ( )1 0lv − =B , представление 

                                                            ( ) 11
n nI I

−−=B B  
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 является  представление ( ),I r p+  факторизацией м.-ф. B ( nI единичная матрица).
 

В §4 приводятся некоторые обобщения.В частности доказываются, что результаты  §2,3 

легко обобщаются на случае матриц-функции   ( )p
+∈ ΩB MF , ( )1 n n

pM
×− +∈B (1 )p≤ ≤ ∞ .В 

случае ( )p
+∈ ΩB MF , ( )1 n n

pM
×− +∈ �B  факторизация может быть восстановлена по сxеме §2 

гл.I. 

Приводится также формула для наxождения суммарного индекса. 

Теорема.2.4.1  Пусть ( )p
+∈ ΩB MF  и ( )1 n n

pM
×− +∈B (1 )p≤ ≤ ∞ . Тогда ( ),r p+

 суммарный 

индекс м.-ф.  B  равен разности количества нулей и полюсов функции detB  в области +Ω  с 

учетом их кратностей. 

В конце параграфа приводится уточнение теоремы1.3.2 для матриц-функции из класса 

( )p
+ΩMF . 

Глава III посвящена исследованию ( , )I r p+ −факторизации матриц-функций мероморфныx во 

внешней области контура.  Глава состоит из пяти параграфов.  

Для м.-ф. A  определенной на контуре Γ   через 
0

( )(1 )pD A p− ≤ ≤ ∞  будем обозначать 

пространство всех в.-ф. 
0

( )n
pLϕ −

− ∈  таких, что 1
nAϕ− ∈L . Тогда мероморфную в −Ω м.-ф. A  и 

имеющую почти всюду на  Γ  угловые граничные значения назовем p-допустимым в −Ω , 

если существуют ненулевой многочлен g и число ( 0)k Z k∈ ≥  такие, что из условия 

0

( )pD Aϕ −
− ∈  следует, что 

0

0 1( )k ngA Lτ ϕ− −
− ∈ . Обозначим множество p-допустимых в −Ω  м.-ф.  

через ( )p
−ΩMF . 

Подмножество ( )p
−ΩMF  состоящих из аналитических м.-ф. в −Ω , обозначим через ( )p

−ΩF . 

В §1 исследуется задача существования ( , )I r p+ − факторизации для матриц-функций 

удовлетворяющей условию: 1 ( )pA− −∈ ΩMF (1 )p≤ ≤ ∞ . 



15 
 

Теорема.3.1.1 Пусть 1 ( )pA− −∈ ΩMF (1 )p≤ ≤ ∞ . Для того, чтобы м.-ф. A  допускало 

( ),I r p+  факторизацию необходимо и достаточно, чтобы ( )n n
pA M

×−∈ � . 

В §2 изучаются некоторые свойства ганкелева оператора 1 1( ) ( )PH A P Aϕ ϕ− − −
+=  (1 )p≤ ≤ ∞  с 

областью определения 
0

( )pD A−  . 

В §3 получены явные формулы для ( , )r p+ ‐частныx  индексов  матриц-функции 

удовлетворяющиx условию ( ) ( )1
1 1, ( )

n n n n
pA L A M

× ×− − − −∈ ∈ Ω ∩MF (1 )p≤ ≤ ∞ . 

Ïóñòü   1
1( )n nA M− − ×∈ è 1( ) 0P A−

+ ≠ . Íàèìåíüøåå ÷èñëî ν , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû  

( ) ( )
1 ,...,r r n nQ Q Cν

×∈ ,óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì  

                               1 1 ( )

1
0r

m m k k
k

A A Q
ν

ν ν
− −

+ + −
=

< > + < > =∑                                      m N∈                                  

áóäåì  îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1( )r Aν − .Аналогично, нàèìåíüøåå ÷èñëî ν , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò 

ìàòðèöû  ( ) ( )
1 ,...,l l n nQ Q Cν

×∈ ,óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì           

                                
1 ( ) 1

1
0l

m k m k
k

A Q A
ν

ν ν
− −

+ + −
=

< > + < > =∑                                    m N∈   

 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1( )l Aν − . Â ñëó÷àå, êîãäà 1( ) 0P A−
+ =  áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 

1 1( ) ( ) 0r lA Aν ν− −= = . 

Для 1
1( )n nA M− − ×∈  через s

−H  ( )s N− ∈ будем обозначать ганкелеву матрицу.  

1

1

1

1 1 1
1 2 ( )

1 1 1
2 3 ( ) 1

1 1 1
1 ( ) 1

...

...

...

r

r

r

A

A
s

s s s A

A A A

A A A

A A A

ν

ν

ν

−

−

−

− − −

− − −
− +

− − −
− − + − + −

⎡ ⎤< > < > < >
⎢ ⎥
< > < > < >⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥< > < > < >⎣ ⎦

# # # #
H  

Числo ( , 0)sh s Z s− ∈ ≤  определим следующим образом: s sh rang− −= H   при 0s < и 0 0h− = . 

Число sh−  очевидным образом зависит от матрицы 1A−  и контура интегрирования.Ниже во 

избежания двусмысленности мы это число будем обозначать также через 1( , )sh A− −Γ .  
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Теорема.3.3.1. Пусть ( ) ( )1
1 1, ( )

n n n n
pA L A M

× ×− − − −∈ ∈ Ω ∩MF . Тогда ( ),r p+  частные индексы 

м.-ф. A  в случае ( )1 0lv A− >  могут быть определены по формулам: 

                                                 ( ) ( ){ }1
1

1 , 1, ,0i j j ll A
v card j h h i j v Aκ −

− − −
−= − + − < = − + …  

( )1, ,i n= … . Если ( )1 0lv A− = , то 1 0nκ κ= = =" . 

В §4 предложенa сxема факторизации  в пространстве pL   (1 )p≤ ≤ ∞ для м.-ф. ( )n n
pA L

×−∈  

удовлетворяющиx условию ( )1
1 1( )

n n
A M

×− − −∈ Ω ∩MF (теорема 3.4.1).В более общей 

ситуации  ( )( )n n
pA M

×−∈ Γ , 1 ( )pA− −∈ ΩMF задача факторизации по контуру Γ  может быть 

сведена к факторизации по контуру окаймляющему Γ .  

 Пусть 
, 0,..., ,

1 min ( , )
2 i j

i j m i j
dε

= ≠
= Γ Γ  и { ;| | }U z C zε ε= ∈ < .Пусть ( ), 0, ,i i mε′Ω = …  односвязные области 

с границей , ,i iε ε′ ′Γ = ∂Ω  удовлетворяющие включениям: 0 ,0ε′Ω ⊂ Ω , ,0 0 Uε ε′Ω ⊂ Ω + , ,i iε′Ω ⊂ Ω , 

( ), 1, ,i i U i mε ε′Ω ⊂ Ω + = … . Будем предполагать, что ( ), 0, ,i i mε′Γ = …  являются замкнутыми 

жордановыми спрямляемыми кривыми и контур ,
0

m

j
j

ε ε
=

′ ′Γ = Γ∪  ориентирован таким образом, 

что при ее обходе внутренняя область 0, ,
1

\
m

j
j

ε ε ε
+

=

′ ′ ′Ω = Ω Ω∪  остается слева, а внешняя область 

\Cε ε
− +′ ′Ω = Ω  справа. 

Теорема.3.4.2. Пусть ( )( )n n
pA M

×−∈ Γ , 1 ( )pA− −∈ ΩMF , а целое неотрицательное число k  и 

многочлен q  нули которого лежат в −Ω , таковы, что ( )( )0
n nk

pqA Lτ
×− −∈ Γ . Тогда при 

достаточно малом 0ε >  м.-ф. 0
k qAτ −  допускает ( ),WH r p  факторизацию относительно 

контура ε′Γ . Если представление 1
0

k qA A Aτ − −
− += Λ� ��  является ( ),WH r p  факторизацией м.-ф. 

0
k qAτ −  относительно контура ε′Γ , то n nA R ×

+ ∈� . Если A A q+ += � , 0
kτΛ = Λ� , 1

0
kA qAAτ − −

− += Λ� � , 

то представление 1A A A−
− += Λ  является ( ),I r p+  факторизацией м.-ф. A  на контуре Γ . В 

частности ( ),r p+  частные индексы м.-ф. A  в случае ( )1 1
0 0k

lv q Aτ − − − >  могут быть 

вычислены по формулам 
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( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1
0 1 0 0, , , 1, ,k k k

i i j jv q A k card j h q A h q A i i nε εκ τ τ τ− − − − − − − − − − −
− ′ ′= − + + Γ − Γ < = …  

Если ( )1
0 0k

lv qAτ − − = , то 1 n kκ κ= = =" .  

В §5 приведена сxема восстановления факторизации p-допустимиx в  −Ω  м.-ф. A   в 

наиболее общем случае ( )n n
pA M

×−∈ � (1 )p< < ∞ .Приводится также формула для суммарного 

индекса в случае  ( )n n
pA M

×−∈ , 1 ( )pA− −∈ ΩMF (теорема3.5.1). 

 Основные результаты диссертации опубликованы в работаx[82-85]. 
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ГЛАВА I 

O НЕКОТОРЫX СВОЙСТВАX  ИНДЕКСНОЙ  ФАКТОРИЗАЦИИ 

                                              

§1  Предварительные сведения и некоторые следствия 

 

10 Пусть ( 0,1,..., )j j mΩ =   односвязные ограниченные области комплексной плоскости C , 

такие что 0 , 0 ( , 1,..., )j j i i j mΩ ⊂Ω Ω ∩Ω = = , а  границы ( 0,..., )j j j mΓ = ∂Ω =  являются 

замкнутыми жордановыми спрямляемыми кривыми. Предполагается, что контур 
0

m

j
j=

Γ = Γ∪  

ориентирован таким образом, что при ее обходе внутренняя область 0
1

\
m

j
j

+

=

Ω = Ω Ω∪
  

остается слева, а  внешняя область \C− +Ω = Ω  справа.  

Пусть (0 )pE p± < ≤ ∞  классы Смирнова областей ±Ω  (см.[78]-[81] а также [44]), 
0

pE − класс 

функций из pE−  исчезающих на бесконечности, а pL±
0

( )pL− множество функций из pL ( ( )pL= Γ )  

совпадающих почти всюду на Γ  с угловыми предельными значениями некоторой функции 

из pE±  (
0

pE− ). Скажем, Γ∈S  если все области , \ ( 0,... )j jC j mΩ Ω =  являются смирновскими 

(относительно определения смирновской области и достаточных условий Γ∈S .см [78]-[81] 

а также [44]) . Ниже, через R  будем обозначать множество рациональных функций, а через 

0R -множество рациональных функций с полюсами вне контура Γ . Множество 

мероморфных в +Ω ( )−Ω  функций ϕ  для каждого из которых существует ненулевой 

многочлен q+  (существуют ненулевой многочлен q−  и целое число ( 0)k k ≥  такое (такие), 

что ( )( ) pq t Lϕ +
+ ∈  (

0

( )( )k
pt q t Lϕ− −

− ∈ )  будем обозначать через ( )p pM M+ −� � . Мы также будем 

пользоваться следующими обозначениями:  
0.

:p p pL L+ −= +L ,   
.

0:p pM L R± ±= + ,
0

: p
p

M M± ±

>

=∪ . 
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Пространство вектор-столбцов порядка n  (матриц порядка n m× ) с элементами из линейного 

пространства X  будем обозначать через ( )n n mX X × , a операторы проектирующие прямую 

сумму pL   на 
0

( )p pL L+ −  вдоль 
0

( )p pL L− +  через P± . Действие проекторов ±P  в ( )n n m
p p

×L L  понимается 

покомпонентно.Вместо часто встречающихся слов матрица-функция и вектор-функция 

используются сокращения м.-ф. и в.-ф. соответственно. 

20     Под правой факторизаций Винера-Хопфа (далее WH(r, p) –факторизация) м.-ф. G в 

пространстве )1( ∞<< pLp  относительно контура Г (см[44]) будем понимать представление           

                                               1( ) ( ) ( ) ( )G t G t t G t−
− += Λ                              ( )t∈Γ  

где , ( )n n
pG L± ×

± ∈ , 1 21
1( ) , ( /( 1)) ( ) [ , ,..., ]( , 1,..., , ... )nn n

q i nG L q p p t diag t t t Z i nκκ κ κ κ κ− ± ×
± ∈ = − Λ = ∈ = ≤ .  

Числа nκκ ,...,1  будем называть WH(r, p) –частными индексами. 

 Задача  W H(r, p)-факторизации м.-ф.  G  играют важную роль в теории краевой задачи 

Римана.Задача Римана с коэффициентом G  состоит в определении пары аналитическиx в.-ф.  

0

( ) , ( )n n
p pE Eϕ ϕ+ −

+ −∈ ∈  граничные значения которыx, почти всюду на контуре  Γ  

удовлетворяют условию:  

                                     ( ) ( ) ( )t G t tϕ ϕ+ −+ = ( )h t                                                  (1.1.1) 

Решение  задачи Римана в терминаx факторизации Винера-Хопфа  приведено в 

[44](см.теорема3.3.1из [44]).Приведем этот результат. 

Теорема1.1.1 Пусть   1 p< < ∞ , TG   допускает   WH(r, q)  факторизацию ( ( 1)
pq p= − )    и 

представление                                            
1( ) ( ) ( ) ( )TG t G t t G t−

− += Λ  

является  этой факторизацией, где 1( ) , , nt diag t tκκ⎡ ⎤Λ = ⎣ ⎦… .Тогда, задача (1.1.1) разрешима 

тогда и только тогда ,когда 

 1) 1( ) ,T nG h+ ∈ L  1
0 ( ) ( ) ( )T T n

pG P G h Lϕ+ − +
+ + += ∈ ,

0
1 1

0 ( ) ( ) ( )T T n
pG P G h Lϕ− − − −

− − += Λ ∈ . 
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2)Если утверждение 1) имеет место, то все решения задачи  (1.1.1) допускают 

представления: 

                                        1
0 ( )TG gϕ ϕ+ −

+ += +  ,  1 1
0 ( )TG gϕ ϕ− − −

− −= − Λ    

 где  g  является многочленом степени не выше 1jκ −  ели   0jκ > ,и тождественно равна 

нулю при 0jκ ≤ . 

Для м.-ф. из класса ( ) ,n n
qM + × ( )n n

pM − ×  (1 p< < ∞  , ( 1)
pq p= − )  известны следующие 

критерии WH(r, p)-факторизуемости(см. [44]). 

Теорема1.1.2. Пусть   1 p< < ∞  , ( 1)
pq p= − .М.-ф. ( ) ( ( ) )n n n n

q pG M G M+ × − ×∈ ∈  допускает 

WH(r, p)  факторизацию тогда и только тогда,когда 1 1( ) ( ( ) )n n n n
p qG M G M− + × − − ×∈ ∈  .Если 

дополнительно Γ∈S   то м.-ф. 1( ) ( ( ) )n n n nG M G M+ × − − ×∈ ∈  допускает WH(r, p)  

факторизацию тогда и только тогда,когда    ( ) ( ( ) )n n n n
p qG L G L× ×∈ ∈   и         

1 1( ) ( ( ) )n n n n
q pG M G M− + × − − ×∈ ∈ . 

30В работе [77] введены понятия ( , )r p+ -частных индексов и ( , )r p+ индексной факторизации 

м.-ф.  G ( далее I ( , )r p+ факторизация (1 p≤ ≤ ∞ )).Приведем определения и свойства  этих 

понятий,а также некоторые следствия известныx резултатов. 

Пусть 1 p≤ ≤ ∞ , G  м.-ф. порядка nn× , элементы которой почти всюду на контуре Г 

принимают конечные комплексные значения, +
pD (G)- пространство всех в.-ф.  ,)( n

pL+
+ ∈ϕ  

таких, что ,n
pGϕ+ ∈L  −

pD (G)- пространство всех в.-ф. ,)( n
pL−

− ∈ϕ  для которых существует 

n
pϕ∈L  такое, что  ϕϕ G=−  . 

 Через ατ  ( )Cα ∈  и ατ ′  ( /{0})Cα ∈  обозначим операторы сдвига действующие на функцию 

(соответственно на в.-ф. и м.-ф.) f  по формулам ),()())(( tfttf ατα −=  1 1
0( ) ( ) .α ατ α τ τ− −′ = −  В 

частности предполагается, что 1
0( ) .τ τ −

∞′ =  

Пусть ( )pT G   оператор Теплица (1 p≤ ≤ ∞ ) с областью определения +
pD (G) действующий по 

формуле 
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                                                    ( ) ( )pT G P Gϕ ϕ+ + +=  .                  

 Обозначим через , ( )( )p jN G j Z∈  ядра опрератора 0( )j
pT Gτ − . Следуя [76] ,подпространство 

                                                     , , 0 ,
ˆ ( ) ( ) ( )p j p j p jN G N G N Gτ= +  

  будем называть ( , )p j + -наследственным подпространством, а его произвольное прямое 

дополнение , ( )p jM G в , 1( )p jN G+  ( , )p j + -индексным подпространством м.-ф. G. Определим 

числа    

                              ,( , ) : dim ( )p p jG j M Gμ = ,        ˆ( ) : ( , )p
j Z

n G G jμ
∈

=∑ . 

 В [76] доказана следующая теорема: 

 

Теорема1.1.3 За исключением,быть может конечного числа  j Z∈ ,все ( , )p j +  индексные 

подпространства являются нулевыми.Кроме того, для произвольного набора  ( , )p j +  

индексныx подпространств , ( )p jM G справедливо неравенство: ˆ( )n G n≤ . 

В случае ˆ( )n G n=  будем говорить, что м.-ф. G допускает конечную ( , )r p+ -индексацию. 

Пусть  

                                1 1 2{ ,..., ,} { ; ( , ) 0}, ... ( )s p sj G j s Nη η μ η η η= > < < ∈  и ( , )j pn G jμ= .  

Числа 

                           
1 1 1 2 1 2 1 ˆ1 1 1 2 ... 1 ( )... , ... ,..., ...

sn n n n n n n n G sκ κ η κ κ η κ κ η
−+ + + + += = = = = = = = =                  

будем называть ( , )r p+ -частными индексами м.-ф. G. Для каждой точки z +∈Ω  рассмотрим 

также подпространства  

                                    , ,( ; ) { ( ); ( )}p j p jN G z z N Gϕ ϕ= ∈  , , ,( ; ) { ( ); ( )}p j p jM G z z M Gϕ ϕ= ∈ . 

Если для некоторого j Z∈  

                                                       , ,dim ( ; ) max dim ( ; )p j p j
z

N G z N G z
++

∈Ω
<  

то  z +
+ ∈Ω  назовем   s-точкой м.-ф.G. В [76] доказана также следующая теорема: 

Теорема1.1.4.Для произвольного j Z∈  справедливы равенства: 
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                                         , , , 1( ; ) ( ; ) ( ; )p j p j p jN G z M G z N G z++ =�          ( )z +∈Ω   .  

     Для любого z +∈Ω имеет место равенство: 

                                                       , ,dim ( ; ) dim ( )p j p jM G z M G=  .  

Множество  s-точек в  
+Ω  не более чем счетно и не имеет предельныx точек в +Ω . Если 

одно из неравенств      

                                                , ,dim ( ; ) max dim ( ; )p j p j
z

N G z N G z
++

∈Ω
<                 ( j Z∈ ) 

имеет место при некотором j ,то оно справедливо при всеx j .  

Из этиx равенств следует,что число ,dim ( ; )p jN G z  одновременно для всеx 1j η≤   и почти для 

всеx z +∈Ω  является постоянным,которое обозначим через ( , )p Gμ −∞ . Из этиx равенств 

следует также(см.также [77]), что число ,dim ( ; )p jN G z  одновременно для всех sj η>  и почти 

для всех z +∈Ω ,равно  ˆ( , ) ( )p G n Gμ −∞ + а для остальных z  не превышает это число. Из 

равенства 

, ,dim ( ; ) dim ( )p j p jM G z M G=     ( z +∈Ω ). 

 следует также,следующие утверждение: 

Предложение1.1.1   Если , ( )( )p jM G j Zϕ ∈ ∈   и  ( ) 0( )z zϕ += ∈Ω  то 0=ϕ .             

 Определим  

ˆ( , ) : ( ) ( , )p pG n n G Gμ μ+∞ = − − −∞        . 

Из теоремы 1.1.4 в частности следуют  утверждения: 

 Предложение1.1.2 Число ( , )p Gμ −∞  равно нулю тогда и только тогда, когда существует 

j Z∈  такoе, что ,dim ( ; ) 0p jN G z =   ( z +∈Ω ).  

Предложение1.1.3 Число ( , )p Gμ +∞  равен нулю тогда и только тогда, когда существует 

j Z∈ и z +∈Ω такие, что ,dim ( ; )p jN G z n= . 

В работе [77] доказана, следующая теорема: 
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Теорема1.1.5 Пусть  для М.-ф. G порядка n n×  элементы которой почти всюду на контуре 

Γ  принимают конечные комплексные значения число ( , ) 0p Gμ −∞ = . 

Тогда для любой k Z∈  имеет место  равенство: 

                                                  ,dim ( ) ( ) ( , )p k p
j k

N G k j G jμ
<

= −∑ . 

Отсюда пользуясь стандартными рассуждениями(см.например [73 ]) нетрудно убедиться в 

справедливости следующего утверждения. 

 Предложение1.1.4 Пусть ( , ) 0p Gμ −∞ = , а 0η и 1sη +  произвольные целые числа, 

удовлетворяющие условиям 0 1 1 0 1, , ,s s sη η η η η η+ +≤ ≥ < тогда ( , )r p+ -частные индексы м.-ф. G  

удовлетворяют     равенствам: 

0 , , 1 0 1 ˆ{ | dim ( ) dim ( ) , 1,... }, 1,2,..., ( ).i p j p j scard j N G N G i j i n Gκ η η η− += + − < = + =            (1.1.2). 

40 Скажем, что м.-ф. G допускает ( , )r p+ -индексную факторизацию (см. [77 ]), если G 

допускает представление (01) , а факторы  G± и Λ  удовлетворяют следующим условиям:  

(a) G± ( ) ;n n
pL± ×∈   

(б) для любых , , 0,nz V C V+∈Ω ∈ ≠  в.-ф. 1( )z G Vτ −
+  не принадлежит ( )pD G+ ;  

(в) для любых , , 0nz V C V−∈Ω ∈ ≠  в.-ф. 1( )z G Vτ −
−′  не принадлежит ( )pD G− ; 

 (г) 1 2( ) [ , ,..., ]nt diag κ κ κΛ = , где nκκκ ≤≤ ...21  целые числа. 

Приведем ряд   утверждений  доказанныx в [76]-[77] в удобной нам  формулировке.  

 Теорема1.1.6  Пусть м.-ф. G допускает конечную ( , )r p+  индексацию,  

                                                1{ ,..., ,} { ; ( , ) 0}, ( )s pj G j s Nη η μ= > ∈  

 А 1 ... nκ κ≤ ≤ -ee ( , )r p+ -частные индексы. Тогда м.-ф. G допускает ( , )I r p+  факторизацию. 

Кроме того, если , ( )( 1,... )
kpM G k sη =  некоторые ( , )kp η + -индексные подпространства м.-ф. 

G, а столбцы м.-ф. G+′  являются базисом пространства 

                                                  
1, ,( ) .... ( )

sp pM G M Gη η+ +� �  

 то представление  

                                                          1( )G G G −
− +′ ′= Λ  
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 где 1( ) [ ,..., ]nt diag t tκκΛ = , 1G GG −
− +′ ′= Λ  является ( , )I r p+  факторизацией м.-ф. G. 

Теорема1.1.7  Пусть ( , ) 0p Gμ −∞ =  и представление  

                                                              1G G G −
− += Λ  

является ( , )I r p+  факторизацией м.-ф. G  с 1( ) [ ,..., ]nt diag t tκκΛ =  . Тогда м.-ф. G допускает 

конечную ( , )r p+ -индексацию с ( , )r p+  частными индексами равными 1,..., nκ κ . Если 

1{ ,..., ,} { ; ( , ) 0}, ( )s pj G j s Nη η μ= > ∈ ( , )( 1,..., )j p jn G j sμ η= =  и 

1 211 1 21 2 1,... , ,..., ,..., ,...,
sn n s snG G G G G G+ + + + + +  столбцы м.-ф. G+ , то 1{ ,..., }( 1,..., )

kk knspan G G k s+ + =  

является ( , )kp η + -индексным подпространством м.-ф. G. 

Теорема.1.1.8 Пусть 1( ) [ ,..., ]nt diag t tκκ
κΛ = , 1( ) [ ,..., ]nt diag t t χχ

χΛ = .Если 1,G G Gκ
−

− += Λ  и 

1( )G G Gχ
−

− +′ ′= Λ  две различные ( , )r p+  индексные факторизации м.-ф. G, то ,κ χΛ = Λ  и 

существует невырожденная полиномиальная м.-ф. , 1( )n
ij i jQ q ==  с 0ijq =  при j i< , 

deg ij j iq κ κ≤ −  при ij ≥  и такая, что ,G G Q+ +′ =  1.G G Qκ κ
−

− −′ = Λ Λ  

Теорема1.1.9Если м.-ф. G допускает WH (r, p ) факторизацию, то она имеет ( , )r p+  -

конечную индексацию, причем ее ( , )r p+  - частные индексы совпадают с ее WH(r, p) 

частными индексами, а ее WH(r, p) – факторизация является одновременно ( , )r p+  -

индексной факторизацией. Для таких м.-ф. любая ( , )r p+  -индексная факторизациая 

является WH(r, p) - факторизацией. 

Предложение1.1.5 Если м.-ф. G обладает тем свойством, что из условий n
pϕ∈L  и 0Gϕ =  

следует, что 0ϕ = , то условие (в) ( , )I r p+  факторизации выполняется и для z∈Γ . 

  

§2   О влиянии простейшиx сомножителей на индексную факторизацию матрицы-функции 

10 Xорошо известно,что непрерывная м.-ф.   G  допускает  WH(r,p) 

(1 )p< < ∞ факторизацию тогда и только тогда когда  det ( ) 0G t ≠  ( )t∈Γ .Отсюда в чатности 

следует, что Gατ  ( )α ∈Γ уже не допускает WH(r, p)- факторизацию.В этом параграфе мы 
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докажем,что в отличии от факторизации Винера-Xопфа, индексная факторизация 

инвариантна относительно операторов сдвига  1
ατ
± ( )α ∈Γ  .Основной целью этого параграфа 

является  восстановление ( , )I r p+ (1 )p≤ ≤ ∞  факторизации  м.-ф. 1Gατ
±  ( )α ∈Γ  по ( , )I r p+  

факторизации м.-ф. G . Попутно докажем что для любого  1
n nG L ×∈  м.-ф. G и Gατ не могут 

одновременно допускать WH(r, p) -факторизацию (1 )p< < ∞ . 

Введем некоторые понятия необxодимые для дальнешего. 

Пространства , , , ,, ( )p j p jK K j Zα α
± ± ∈

�
(α ∈Γ  ) (1 )p≤ ≤ ∞ определим следующим образом: 

                                   
1

, , ,( ) { ( ); ( ) },n
p j p j pK G N G Lα αϕ τ ϕ+ − += ∈ ∈            

1
, , ,( ) { ( ); }n

p j p j pK G N G Gα αϕ τ ϕ− −= ∈ ∈L   

                                   
1

, , ,( ) { ( ); ( ) },n
p j p j pK G N G Lα αϕ τ ϕ+ − += ∈ ∈
� �

 
      

1
, , ,( ) { ( ); }n

p j p j pK G N G Gα αϕ τ ϕ− −= ∈ ∈
� �

L   

 Поскольку  

                                                  , , 1( ) ( )p j p jN G N G+⊂
�

 

то   

                                                , , , , 1( ) ( )p j p jK G K Gα α
± ±

+⊂
�

.   

Заметим, что любое прямое дополнение , , ( )p jK Gα
±�    в , , 1( )p jK Gα

±
+   имеет лишь нулевое 

пересечение с , ( ).p jN G
�

 Действительно, пусть  

                                  , , 1 , ,( ) ( )p j p j jK G K G Fα α
+ + +

+ = +
�

�   ( , , 1 , ,( ) ( )p j p j jK G K G Fα α
− − −

+ = +
�

� )    

и  

                                           , ,p j jN Fαϕ + +∈ ∩
�

             ( , ,p j jN Fαϕ − −∈ ∩
�

). 

Тогда очевидно, что  

1 ( )n
pLατ ϕ− +∈ ( 1 n

pGατ ϕ− ∈L ), 

т.е. 

                                , , ( )p jK Gαϕ +∈
�

( , , ( )).p jK Gαϕ −∈
�

 

Отсюда следует,что   0ϕ = . И потому любое прямое дополнение , , ( )p jK Gα
±�   в  пространстве 

, , 1( )p jK Gα
±

+  имеет лишь нулевое пересечение с , ( ).p jN G
�
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Условимся +),( jp -  индексное подпространство м.-ф. G содержащее некоторое прямое 

дополнение , , ( )p jK Gα
±�  в , , 1( )p jK Gα

±
+  называть +),( jp - индексным подпространством типа 

( )α±   . Подпространство , , ( )p jM Gα±
  типа ( )α±  допускает представление в виде прямой 

суммы  

1 2

, , , ,( ) ( )p j p jM G M Gα α± ±+� , 

где 
1

, , ( )p jM Gα±  являются прямым дополнением , , ( )p jK Gα
±�  в , , 1( )p jK Gα

±
+ ,а 

2

, , ( )p jM Gα±  являются 

прямым дополнением 
1

, ,, ( ) ( )p jp jN G M Gα±+
�

�  в , 1( )p jN G+ . Такого типа представления будем 

называть направленными. Для каждого z +∈Ω  подпространства , , ( ; )
k

p jM G zα± ( 1,2)k =  

пространства nC  определим следующим образом:  

, , , ,( ; ) { ( ); ( )}
k k

p j p jM G z z M Gα αϕ ϕ± ±= ∈   . 

Заметим, что справедливы равенства: 

                       
1 2

, , , ,, , ( ; ) ( ; ) ( ; )p j p jp jM G z M G z M G zα αα + ++
= +�                                (1.2.1) 

                     
1 2

, , , ,, , ( ; ) ( ; ) ( ; ).p j p jp jM G z M G z M G zα αα − −−
= +�                                   (1.2.2). 

Действительно, если  

                                               
1 2

, , , ,( ; ) ( ; )p j p jy M G z M G zα α± ±∈ ∩   

то существуют  

                                                    , , ( )( 1,2)
k

p jk M G kαϕ ±∈ =   

такие что  

                                                        1 2( ) ( ) ,z z yϕ ϕ= =   

т.е.  

                                                     1 2( )( ) 0.zϕ ϕ− =    

В силу предложении1.1.1 следует  

                                                                     1 2.ϕ ϕ=   
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Поскольку  

                                             
1 2

, , , ,1 ( ) ( )p j p jM G M Gα αϕ ± ±∈ ∩  

 то                                                      021 == ϕϕ  

 т.е.  y=0. Последнее означает справедливость представление (1.2.1), (1.2.2). 

20 Перейдем к задаче описания индексныx подпространств м.-ф. 1Gατ
±  ( )α ∈Γ  посредством   

индексныx подпространств м.-ф. G .Предварительно докажем следующие две леммы.  

 

Лемма1.2.1Пусть 1 p≤ ≤ ∞ . Тогда для любого j Z∈ ,α ∈Γ имеют место соотношения: 

1) 
2 1

, , , , 1( ) ( ) {0},p j p jM G M Gα αατ − − +∩ =  

2) 
2 1

1
, , , , 1 , 1( ( ) ( )) ( ),p j p j p jM G M G N Gα αα ατ τ− −

−
+ ++ ⊂�  

3) 
2 1

1
, , , , 1 ,( ( ) ( )) ( ) {0}p j p j p jM G M G N Gα αα ατ τ− −

−
++ ∩ =

�
� . 

Доказательство.  Пусть  

                                           
2 1

, , , , 1( ) ( )p j p jM G M Gα ααϕ τ − − +∈ ∩   

легко видеть, что  

                                                     
2 2

, , , ,{ (0); ( )} ( ;0)}p j p jM G M Gα ααϕ ϕ τ − −∈ = .   

Следовательно  

                                               , , , , 1(0) ( ;0) ( ;0).p j p jM G M Gα αϕ
− − +∈ ∩   

В силу теоремы1.1.4  имеет (0) 0.ϕ =  Доказательство утверждение 1) следует из 

предложении1.1.1.  

Пусть 
2

, , ( ).p jM Gαϕ −+ ∈ Поскольку существует ( )n
pLϕ −

− ∈
D

 такая, что  

                                                      ( 1) 1
0

j Gα ατ τ τ ϕ ϕ− + −
+ −= ,  

то  

                                       
2

1
, , , 1( ) ( ).p j p jM G N Gαα ατ τ−

−
+⊂  
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 Пусть теперь 
1

, , 1( ).p jM Gαϕ − ++ ∈  Тогда существуют  

                                         ( ) , ( )n n
p pL Lϕ ψ− +

− +∈ ∈
D

 и ( )n
pLψ −

− ∈
D

  

такие что  

                                ( 1)
0

j Gτ ϕ ϕ− +
+ −=             и        ( 2) 1

0 .j G ατ τ ϕ ψ ψ− + −
+ + −= +                                   

Отсюда 

                                                        1
ατ ϕ ψ ψ−

− + −= +  

 т.е.  

                                                       .−−+ −= ψτϕψτ αα  

 Поскольку  ( )n
pLατ ψ +

+ ∈  а ( )n
pLαϕ τ ψ −

− −− ∈   то                                                         

                                                         cατ ψ + = , ( nc C∈ ). 

Cледовательно .0=+ψ  Последнее означает что  

                                              ( 1) 1 1
0 0 ( ) .j n

pG Lα ατ τ ϕ τ τ ϕ− + − − −
+ −= ∈

D

  

Утверждение 2) доказано. 

 Пусть  

            ,

2 1
1

, , , 1 ,( ( ) ( )) ( ).p j p j p jM G M G N Gα αα αϕ τ τ− −

−
+∈ + ∩

�
�    

Нетрудно заметить, что 

 

              , 0 , , ,( ) ( ) ( ) ( )p j p j p j p jN G N G N G N Gβτ τ+ = +                                    (1.2.3)                             

для произвольного .Cβ ∈  Тогда, существуют   1
1 2 ,, ( )p jN Gαϕ ϕ τ −∈    и    

1 2

, , 1 , ,1 2( ), ( )p j p jM G M Gα αψ ψ− −+∈ ∈  

 такие, что  

                                                  .2121 ψτψϕτϕϕ αα +=+=  

В частности получаем  

                                               ).()()()( 0000 2211 αϕαψϕψ −+=  
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Поскольку  

1
, , 1( ) ( )p j p jN G N Gατ

−
+⊂   и  

2

, , , , , 1( ;0) ( ;0) ( ;0),p j p j p jM G M G N Gα α− − +⊂ ⊂  

 то правая часть последнего равенства принадлежит , 1( ;0),p jN G+  а левая часть принадлежит 

1

, , 1( ;0)p jM Gα− + , которая  в свою очередь лежит в пространстве  , , 1( ;0).p jM Gα− +  Из 

теоремы1.1.4  следует, что .)( 001 =ψ  В силу  предложении1.1.1.  последнее означает, что 

.01 =ψ  Таким образом  

                                                        1
1 2 2 ( ) .n

pLατ ϕ ψ ϕ− += − ∈  

 С другой стороны, поскольку 1
1 , ( )p jN Gαϕ τ −∈  то существует   в.-ф.  1 ( )n

pLϕ− −∈
D

 такая, что  

                                                        1
0 1 1 .jG ατ τ ϕ ϕ− − −=                                                                              

Отсюда следует, что 1
1 , ( ).p jN Gατ ϕ− ∈  В частности  

                                             1 1
1 1 ,( )(0) ( ) (0) ( ;0),p jN Gατ ϕ α ϕ− −= − ∈  

 и потому 1 ,(0) ( ;0)p jN Gϕ ∈ . Из условия 1
2 , ( )p jN Gαϕ τ −∈  следует, что существует в.-ф. 

2 ( )n
pLϕ− −∈
D

 такая, что  

                                       ( 1) 1
0 2 0 2

j G ατ ϕ τ τ ϕ− + − −=      и      1
2 .n

pGατ ϕ− ∈L   

Следовательно       2 , , 1( )p jK Gαϕ −
+∈  т.е.     

1

, ,2 , ( ) ( ).p jp jN G M Gαϕ −∈ +
�

�  

Из представления  

,212 ϕτϕψτ αα +=  

имеем  

),()()( 000 212 αϕϕαψ −=−  

 где                                

2

, ,2 (0) ( ;0),p jM Gαψ −∈  1 ,(0) ( ;0)p jN Gϕ ∈ , 

а                                
1

, ,2 ,(0) ( ;0) ( ;0).p jp jN G M Gαϕ −∈ +�                                    
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Из  теоремы1.1.4  и   равенства (1.2.2) имеем 002 =)(ψ . Но тогда в силу предложении1.1.1,            

02 =ψ  

и потому 0.ϕ =  Последнее утверждение доказывает справедливость утверждение 3).          

□ 

Лемма1.2.2.Пусть 1 p≤ ≤ ∞ . Тогда для любого j Z∈ ,α ∈Γ  имеют место соотношения: 

1) 
2 1

1
, , , , 1( ) ( ) {0},p j p jM G M Gα αατ+ +

−
+∩ =  

2) 
2 1

1
, , , , 1 , 2( ( ) ( )) ( ),p j p j p jM G M G N Gα αα ατ τ+ +

−
+ ++ ⊂�  

3) 
2 1

1
, , , , 1 , 1( ( ) ( )) ( ) {0}.p j p j p jM G M G N Gα αα ατ τ+ +

−
+ ++ ∩ =

�
�  

Доказательство. Пусть  

                                                  
2 1

1
, , , , 1( ) ( ).p j p jM G M Gα ααϕ τ+ +

−
+∈ ∩   

Легко видеть, что  

                              
1 1

1
, , 1 , , 1 , , 1{ (0); ( )} ( ;0) ( ;0)p j p j p jM G M G M Gα α ααϕ ϕ τ + + +

−
+ + +∈ = ⊂ . 

Следовательно  

                                         , , , , 1(0) ( ;0) ( ;0).p j p jM G M Gα αϕ
+ + +∈ ∩   

В силу  теоремы1.1.4   имеем .)( 00 =ϕ  Отсюда из предложении1.1.1 следует доказательство 

утверждения 1). 

Пусть 
2

, , ( ).p jM Gαϕ ++ ∈  Тогда существует в.-ф. ( )n
pLϕ −

− ∈
D

 такая, что  

                                              ( 1)
0

j Gτ ϕ ϕ− +
+ −=  

т.е. 

                                               ( 2) 1
0 0 .j Gα ατ τ ϕ τ τ ϕ− + −

+ −=  

 Следовательно 
2

, , , 2( ) ( ).p j p jM G N Gα ατ+ +⊂  Пусть теперь 
1

, , 1( ).p jM Gαϕ + ++ ∈ Тогда существует 

( ) ,n
pLϕ −

− ∈
D

 такая, что  

                                                         ( 2)
0

j Gτ ϕ ϕ− +
+ −=  
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т.е. 

                                                        ( 2) 1
0 .j Gα ατ τ τ ϕ ϕ− + −

+ −=  

 Поскольку 1 ( )n
pLατ ϕ− +

+ ∈ , то утверждение 2) доказано. 

Пусть теперь 

                                      
2 1

1
, , , , 1 , 1( ( ) ( )) ( ).p j p j p jM G M G N Gα αα αϕ τ τ+ +

−
+ +∈ + ∩

�
�   

Тогда, в силу равенства (1.2.3) существуют 1 2 , 1, ( )p jN Gαϕ ϕ τ+∈  и 

1 2

, , 1 , ,1 2( ), ( )p j p jM G M Gα αψ ψ+ ++∈ ∈  такие, что   

                                                     1
1 2 1 2.α αϕ ϕ τ ϕ τ ψ ψ−= + = +                                                      

 В частности, справедливо равенство  

                                        1
1 2 2 1(0) (0) (0) (0).α ψ ψ αϕ ϕ− = + −   

Поскольку  

                        , 1 , 1( ;0) ( ;0)p j p jN G N Gατ+ +⊂  и 
2

, , , , , 1( ;0) ( ;0) ( ;0),p j p j p jM G M G N Gα α+ + +⊂ ⊂  

то правая часть последнего равенства принадлежит , 1( ;0),p jN G+  а левая часть 

1

, , 1 , , 1( ;0) ( ;0).p j p jM G M Gα α+ +
+ +⊂  Из  теоремы1.1.4  следует,  что 1(0) 0.ψ =  

 В силу  предложении1.1.1 последнее означает, что .01 =ψ  Из условия 

, 1( )( 1,2)i p jN G iαϕ τ+∈ =  следует, что , 1( )( 1,2)i p jN G iατ ϕ +∈ =  т.е. , , 1( )( 1, 2).i p jK G iα ατ ϕ +
+∈ =  С 

другой стороны, поскольку  

                                                          221 ψϕτϕ α =+   

то  

                                                    ).()()( 000 221 ψαϕϕ =−   

Правая часть последнего равенства принадлежит  
2

, , ( ;0),p jM Gα+  а левая часть 

1

, ,, ( ;0) ( ;0).p jp jN G M Gα++�  В силу  теоремы1.1.4  и равенства  (1.2.1) это означает, что  

                                                                       .)( 002 =ψ   
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Но тогда из  предложении1.1.1 следует что 02 =ψ и следовательно    0ϕ = . Утверждение 3) 

доказано.                                                                                                                      □                                  

Следующая теорема дает описание ( , )r p+ - индексных подпространств м.-ф. 1Gατ
±  ( )α ∈Γ . 

Теорема 1.2.1 . Пусть , , ( )p jM Gα±
(1 )p≤ ≤ ∞  ( )j Z∈   ( , )p j + -индексные подпространства 

типа )( ±α  м.-ф. G, а 
1 2

, , , ,, , ( ) ( ) ( )p j p jp jM G M G M Gα αα ± ±±
= +�   их направленные представления. 

Тогда подпространства ,

2 1
1

, , , 1, , ( ) ( ) ( ),p j p jp jM G M G M Gα αα α ατ τ − −−

−
+= +� �  являются ( , )p j +  

индексными подпространствами м.-ф. 1 ,Gατ
−  а 

2 1
1

, , 1 , ,, , ( ) ( )p j p jp jM G M M Gα αα α ατ τ+ ++

−
−= +� �  

являются ( , )p j +  индексными подпространствами м.-ф. .Gατ  

Доказательство. В силу леммы1.2.1 существуют ( , )p j +  индексные подпространства 

1
, ( ),p jM Gατ

−  такие что  

                                               1 1
, , ,( ) ( )( )p j p jM G M G j Zα α ατ τ

−

− −⊂ ∈�                                         

т.е. 

                                               1 1
, , ,( ) ( ).p j p jj Z j Z

M G M Gα α ατ τ
−

− −

∈ ∈
+ ⊂ +�� �   

Отсюда, из  теоремы1.1.3 и определений  1
, , ( )p jM Gα ατ−

−� следует, что  

                                         dim 1 1
, ,( ( )) ( ) ( ).p jj Z

M G n G n Gα α ατ τ
−

− −

∈
+ = ≤� ���   

Пусть 1
, , ( )( )p jM G j Zα ατ+

− ∈  некоторые ( , )p j + -индексные подпространства типа )( +α  м.-ф. 

1 ,Gατ
−  

                                                
1 2

1 1 1
, , , ,, , ( ) ( ) ( )p j p jp jM G M G M Gα αα α α ατ τ τ

+

− − −
+ += +�                     

( )j Z∈ некоторые их направленные представления а  

                                              
2 1

1 1 1
, , 1 , ,, , ( ) ( ) ( )p j p jp jM G M G M Gα αα α α ατ τ τ+ ++

− − −
−= +� �                     ( )j Z∈ . 

  В силу леммы1.2.2 существуют ( , )p j +  индексные подпространства ( ),jM Gατ   ( )jM G  

такие, что  
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                                  , ( ) ( ),j jM G M Gα α ατ τ
+

⊂�  , , ,( ) ( )p j p jM G M Gα+
⊂�                              ( ).j Z∈                 

т.е 

                               , , ,( ) ( )p j p jj Z j Z
M G M Gα α ατ τ

+∈ ∈
+ ⊂ +�� �  и , , ,( ) ( ).p j p jj Z j Z

M G M Gα+∈ ∈
+ ⊂ +�� �   

Отсюда нетрудно, заметить, что  

                                           
,

1
,dim( ( )) ( ) ( ).p jj Z

M G n G n Gα ατ+

−

∈
+ = ≤� ���  

 Следовательно  

                                             1( ) ( ) ( ).n G n G n Gα ατ τ− = =� � �  

 Таким образом  

                                        , , ,( ) ( )p j p jj Z j Z
M G M Gα α ατ τ

+∈ ∈
+ = +�� �  

                                        1 1
, , ,( ) ( ).p j p jj Z j Z

M G M Gα α ατ τ
−

− −

∈ ∈
+ = +�� �  

 Последнее означает,  что    

                                                 , , ,( ) ( )p j p jM G M Gα α ατ τ
+

=�                                        ( )j Z∈    

                                                1 1
, , ,( ) ( )p j p jM G M Gα α ατ τ

−

− −=�                                        ( )j Z∈ .         □ 

 

30 Установим теперь связь между ( , )I r p+  индексными факторизациями м.-ф. G  и gG, где 

.g R∈  

Ниже через zφ  ( )z Г∈  будем обозначать семейство диагональных м.-ф. диагональные 

элементы которой равны либо единице, либо функции  t-z. 

Теорема1.2.2 Пусть 1 p≤ ≤ ∞  и g R∈  . Тогда м.-ф. G и gG допускают ( , )r p+  -конечную 

индексацию одновременно. Если  

1 1

( ) ( ) ( )( , ; ; 1,..., ; 1,..., ; , )
s l

i j i j i j
i j

g z z z Г i s j l s l Nα β α β α β
= =

= − − ∈ ≠ = = ∈∏ ∏           

 а представления 1( ) ( ) ( ) ( ),G t G t t G t−
− += Λ  1( ) ( ) ( ) ( ) ( )g t G t G t t G t−

− += Λ
� ��

 являются ),( pr+ - 

индексными факторизациями м.-ф. G и gG, то существуют м.-ф. 
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, ( 1,... ; 1,..., )
i i i i

F F i s j lα α β βφ φ∈ ∈ = = и существуют полиномиальные матрицы 

, , ( 1,..., ; 1,..., )
i j

Q Q Q i s j lα β = = ( detQ, det ,det ( 1,..., ; 1,..., )
i j

Q Q i s j lα β = =   отличные от нуля   

постоянные) такие, что 

 
1 1 1 1

1 1... ... ,
s s l l

G G Q F Q F Q F Q F Qα α α α β β β β
− −

+ +=
�

              

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1... ... ... ...
l s s s

G G Q F Q F Q F Q F Qβ β α α α α α α β β β βτ τ τ τ− − − − −
− −= Λ Λ
� �

                            

Доказательство. Пусть G допускает конечную ),( pr+ - индексацию. Первое утверждение 

следует из теоремы 1.2.1. 

Пусть .Гα ∈  Посмотрим ),( pr+ - индексную факторизацию для м.-ф. .Gατ В силу 

теоремы1.2.1, если  

                                                    
1 2

, , , ,, , ( ) ( ) ( )p j p jp jM G M G M Gα αα + ++
= +�                                        

( )j Z∈  

 некоторые направленные представления то пространства  

                                                 
2 1

1
, 1 , ,, , ( ) ( ) ( )p j p jp jM G M G M Gα αα α ατ τ+ ++

−
−= +� �                                      

( )j Z∈                                                       

являются +),( jp -индексными подпространствами м.-ф. .Gατ  Пусть 1 2, ,..., nϕ ϕ ϕ  базис 

пространства  

                             , , ( ),p jj Z
M Gα+∈

+�  1 2[ , ,..., ]nG ϕ ϕ ϕ+ =�   а 1.G GG −
− += Λ� �   

Из теорем1.1.6 и 1.1.8  следует, что м.-ф. G обладает ),( pr+ - индексной факторизацией    

                                                             1( ) ( ) ( ) ( ),G t G t t G t−
− += Λ� �                                    

и что существует полиномиальная матрица (det 0)Q Q constα α = ≠  такая, что  

                                           ,G G Qα+ +=�  1.G G Qα
−

− −= Λ Λ�   

Пусть 1 2... nκ κ κ′ ′ ′≤ ≤  являются ),( pr+ -частными индексамы м.-ф. Gατ , 1 2[ , ,..., ],ndiagα κ κ κ′ ′ ′Λ =   

 а м.-ф. Fα  определяется таким образом: 

                                                1( ) [ ( ),..., ( )]nF t diag a t a tα =  
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 Где ( ) 1ia t = ,  если 
2

, , ( )( 1,..., )p ji j Z
M G i nαϕ +

∈
∈ + =�  и ( )ia t t α= − , если 

1

, , ( )( 1,..., ).p ji j Z
M G i nαϕ +

∈
∈ + =�

 
Из теоремы 1.2.1 следует ,что представление  

                                                            1( )G G Gα ατ −
− +′ ′= Λ  , 

где 1,G G Q Fα α
−

+ +′ =  1 1G G Q Fα α α ατ − −
− −′ = Λ Λ  является ),( pr+ - индексной факторизацией для м.-ф. 

.Gατ  Аналогичным образом может быть построена ),( pr+ - индексная факторизация для м.-

ф. 1 .Gατ
−  Применяя последовательно предложенную схему, получим конкретную 

),( pr+ индексную факторизацию.Пользуясь связью между двумя различными 

факторизациями, получим  

                              
1 1 1 1

1 1... ... ,
s s l l

G G Q F Q F Q F Q F Qα α α α β β β β
− −

+ +=
�

  

                              
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1... ... ... ...
l s s s

G G Q F Q F Q F Q F Qβ β α α α α α α β β β βτ τ τ τ− − − − −
− −= Λ Λ
� �

                          □ .               

 

Теорема 1.2.3 Пусть 1 p< < ∞ и .g R∈  Если м.-ф. G и gG одновременно допускают WH(r, 

p) факторизацию относительно контуре Г, то 1
0.g R± ∈  

Доказательство. Допустим, что м.-ф. G и gG одновременно допускают WH(r, p)- 

факторизацию: 

                                   1( ) ( ) ( ) ( ),G t G t t G t−
− += Λ           1( ) ( ) ( ) ( ) ( )g t G t G t t G t−

− += Λ
� ��

  ,    

где 

                     ( ) ,n n
pG L± ×

± ∈   1 ( ) ,n n
qG L− ± ×

± ∈   ( ) ,n n
pG L± ×

± ∈
�

 1 ( )n n
qG L− ± ×

± ∈
�

   ( /( 1))q p p= −  

 Без потери общности можем полагать, что нули и полюсы g находятся на контуре Г, т.е. g 

имеет вид :                

      
1 1

( ) ( ) ( )( , ; ; 1,..., ; 1,..., ; , )
s l

i j i j i j
i j

g z z z Г i s j l s l Nα β α β α β
= =

= − − ∈ ≠ = = ∈∏ ∏ ).  

Поскольку, WH(r, p) факторизация м.-ф. является ),( pr+  индексной факторизацией, то из 

теоремы1.2.2   WH(r, p) факторизации G и gG связаны соотношениями  

                                     
1 1 1 1

1 1... ... ,
s s l l

G G Q F Q F Q F Q F Qα α α α β β β β
− −

+ +=
�
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             1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1... ... ... ...
l s s s

G G Q F Q F Q F Q F Qβ β α α α α α α β β β βτ τ τ τ− − − − −
− −= Λ Λ
� �

                        (1.2.4) 

отсюда, из условий 

                         ( ) ,n n
pG L± ×

± ∈   1 ( ) ,n n
qG L− ± ×

± ∈   ( ) ,n n
pG L± ×

± ∈
�

 1 ( )n n
qG L− ± ×

± ∈
�

   ( /( 1))q p p= −   

получим, что                 

                                            1
1( ) ,n nG G L− ± ×

± ± ∈
�

  1 1
1( ) ( ) .n nG G L− − ± ×

± ± ∈
�

  

Поскольку м.-ф. 1 ,G G−
± ±

�
  1 1( )G G− −

± ±

�
 являются рациональными м.-ф, то, из полученных 

условий интегрируемости следует, что их элементы и соответственно их определители 

принадлежат R0. С другой стороны, из формулы (1.2.4) очевидным образом следует, что в 

каждой из точек , ( 1,..., ; 1,..., )i j i s j lα β = = один из функций 1det G G−
± ±

�
    1 1det( )G G− −

± ±

�
 имеет 

полюс. Полученное противоречие доказывает теорему                                              □.                            

                                             

                                                 §3   Краевая задача Римана                         

                  

10В этом параграфе рассматривается     краевая задача Римана с матричным коэффициентом  

G в пространстве  n
pL  (1 )p< < ∞   при предположении, что м.-ф.  TG  допускает   

( , )I r q+ ( ( 1)q p p= − ) факторизацию : 

                                           
1( ) ( ) ( ) ( )TG t G t t G t−

− += Λ                                                  (1.3.1). 

(где 1 2( ) [ , ,..., ]nt diag κ κ κΛ = ) . 

Далее важную роль играет следующий класс полиномиальныx в.-ф.                                                      

                                       
0

1 1 1( ) { ;( ) ( ) , ( ) ( ) }T n T n
p pG g G g L G g L− + − − −

+ −Φ = ∈ Λ ∈                (1.3.2) 

 где, g  векторный многочлен порядко n j- ая компонента которого является многочленом 

степени не выше  1jκ −  при   0jκ > , и тождественно равна нуля при 0jκ ≤ ( 1,...,j n= ).  

В случае когда   TG  допускает   WH(r,q) ( ( 1)q p p= − )  факторизацию, то ( )GΦ совпадает с 

множеством векторныx многочленов j- ая компонента которого является многочленом 

степени не выше  1jκ −  при   0jκ > ,и тождественно равна нуля при 0jκ ≤ ( 1,...,j n= ). В 
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случае  когда TG  допускает   ( , )I r q+   факторизацию , то структура ( )GΦ  зависит от 

поведения факторов G± . 

 Справедливы следующие теоремы. 

Теорема1.3.1 Пусть (1.3.1) является ( , )I r q+  (1 )q< < ∞  факторизацией м.-ф. TG . Тогда 

количество линейно независимыx решениий однородной задачи  

                                                           Gϕ ϕ+ −+ =0                                                        (1.3.3) 

совпадает с   dim ( )GΦ . Любое решение    (1.3.3) допускает представление: 1( ) ,TG gϕ −
+ +=  

1 1( )TG gϕ − −
− −= − Λ  где ( )g G∈Φ . 

Доказательство.Пусть    (ψ+ ,ψ− )  является нетривиальным решением задачи (1.3.3),        т.е.  

                                                                       0Gψ ψ+ −+ = . 

Отсюда следует, что  

                                                                
1( ) 0TG Gψ ψ−

+ − + −+ Λ = .  

Следовательно 1( ) 0T TG Gψ ψ−
+ + − −+ Λ =  и потому  ( )T TG Gψ ψ+ + − −= −Λ .Поскольку   TG± ( )n n

qL± ×∈   ,  

( )n
pLψ +

+ ∈  и 
0

( )n
pLψ −

− ∈  то 1( )T nG Lψ +
+ + ∈   и  

0

1( )T nG Lψ −
− − ∈ .Таким образом   существует 

ненулевой многочлен  g , j-ая компонента которого является многочленом степени  не выше 

1jκ −  при   0jκ > ,и тождественно равна нулю при 0jκ ≤  такой что ( )TG gψ+ + =  и  

( )TG gψ− −−Λ = . Т.е. любое решение    (1.3.3) допускает представление: 1( ) ,TG gϕ −
+ +=  

1 1( )TG gϕ − −
− −= − Λ  ,  где ( )g G∈Φ . 

Пусть теперь существует ненулевой ( )g G∈Φ . Определим ψ+ и ψ−  равенствами: 

 
1( ) ,TG gψ −

+ += 1 1( )TG gψ − −
− −= − Λ . Очевидно что ( )n

pLψ +
+ ∈ ,

0

( )n
pLψ −

− ∈ . Нетрудно проверить, 

что (ψ+ , ψ− ) является  решением задачи (1.3.3).                             □ 

Теорема1.3.2 Пусть (1.3.1)  является ( , )I r q+  факторизацией м.-ф. TG .Тогда неоднородная 

задача Римана (1.1.1) разрешима тогда и только тогда, когда  1( )T nG h+ ∈ L и существует  

векторный многочлен  Ρ удовлетворяющий следующим условиям: 
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а) j-ая компонента в.-ф.   Ρ  является многочленом не выше степени 1jκ −  если   0jκ >  и 

тождественно равна нуля при 0jκ ≤ , 

b) 1 1( ) ( ) ( ) ( )T T T n
pG G P G h L− − +

+ + + ++ ∈Ρ ,    

 c) 
0

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )T T T n
pG G P G h L− − − − −

− − − +− Λ + Λ ∈Ρ   . 

Если задача (1.1.1) разрешима и  Ρ  удовлетворяет условию а), b), c) то все решение (1.1.1) 

допускает представления: 

                                      1 1 1( ) ( ) ( ) ( )T T T TG g G G P G hϕ − − −
+ + + + + += + +Ρ                             (1.3.4)                           

                                     1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )T T T TG g G G P G hϕ − − − − − −
− − − − − += − Λ − Λ + ΛΡ            (1.3.5)                          

где  ( )g G∈Φ . Обратно,если ( )g G∈Φ ,а  ϕ+ , ϕ−  допускают представление (1.3.4), (1.3.5) то  

пара(ϕ+ ,ϕ− ) является решением задачи (1.1.1).             

 Доказательство.Пусть (ϕ+ ,ϕ− )  является решением задачи (1.1.1). Отсюда следует,что  .  

1( )TG G hϕ ϕ−
+ − + −+ Λ =  и потому ( )T T TG G G hϕ ϕ+ + − − ++ Λ = . Поскольку TG± ( )n n

qL± ×∈ , ( )n
pLϕ +

+ ∈  и 

0

( )n
pLϕ −

− ∈ то   1( )T nG h+ ∈ L .С другой стороны из равенства  

                                            ( ) ( ) ( )T T T TG P G h G P G hϕ ϕ+ + + + − − − +− = −Λ + , 

следует, что   существует  векторной многочлен Ρ  , удовлетворяющий условию а), такой,что 

                                            ( ) ( )T TG P G hϕ+ + + +− =Ρ ,    ( )T TG P G hϕ− − − +−Λ + =Ρ  

т.е.                               

                            1 1( ) ( ) ( )T T TG G P G hϕ − −
+ + + + += +Ρ ,   1 1 1 1( ) ( ) ( )T T TG G P G hϕ − − − −

− − − − += − Λ + ΛΡ . 

Последнее означает выполнение условии b) и c). 

Пусть   (ψ+ , ψ− ) также является решением задачи (1.1.1).Тогда очевидно, что    

(ψ ϕ+ +− , )ψ ϕ− −− является решением задачи (1.3.3).Из теоремы1.3.1 следует существование 

в.-ф. ( )g G∈Φ . Таким образом любое решение задачи (1.1.1) допускает представление 

(1.3.4),   (1.3.5). Пусть теперь 1( )T nG h+ ∈ L  и существует  векторной многочлен Ρ ,  
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удовлетворяющий условию а), b), c).Определим ϕ+ ,ϕ−   с помощью (1.3.4) и (1.3.5).Очевидно, 

что ( )n
pLϕ +

+ ∈ ,
0

( )n
pLϕ −

− ∈  и пара (ϕ+ ,ϕ− ) удовлетворяет равенству (1.1.1).                            □ 

В следующиx главаx в случаяx мероморфныx коэффициентов приводится усиление этиx 

теорем. 
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ГЛАВА  II 

ФАКТОРИЗАЦИЯ  МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ МЕРОМОРФНЫX ВО ВНУТРЕННЕЙ ОБЛАСТИ  

КОНТУРА 

 

§ 1Критерий факторизуемости. 

 

01 М.-Ф. B   мероморфную в области  +Ω , имеющую почти всюду на Γ  угловые граничные 

значения, назовем р-допустимым в +Ω (1 )p≤ ≤ ∞ , если существует ненулевой многочлен g 

такой, что из условия ( )pDϕ +
+ ∈ B  следует 1( )ng Lϕ +

+ ∈B .Обозночим множество р-допустимых 

в +Ω м.-ф.  через ( )p
+ΩMF .  

В данной главе исследуется задача ( , )I r p+ − факторизации м.-ф. из класса 

( )(1 ).p p+Ω ≤ ≤ ∞MF Подмножество ( )p
+ΩMF  состоящих из аналитических м.-ф. в +Ω  

будем обозначать через  ( )p
+ΩF . Нетрудно заметить, что если ( )p

+∈ ΩB F , то из условия 

( )pDϕ +
+ ∈ B  следует, что 1( )nLϕ +

+ ∈B . Заметим также, что для принадлежности м.-ф. B  

классу ( )p
+ΩMF  достаточно выполнение одного из следующих двух условий (см. теоремы 

1.11 и 1.25 [44]): 

1) ( )n n
qM + ×∈ �B где ( 1)q p p= − в случае 1 p< < ∞ , q = ∞  при 1,p = и 1q =  при p = ∞ . 

2) Γ∈S и ( )n nM + ×∈B . 

Нетрудно заметить также, что из условий g R∈  и ( )pG +∈ ΩMF следует, что 

( )pgG +∈ ΩMF .  

2o. М.-ф. G мероморфную в области ±Ω  и имеющую почти всюду на Γ угловые граничные 

значения назовем  регулярной в ±Ω , если det G   тождественно не равен нулю в ±Ω . 

Пусть B  регулярная м.-ф.  в +Ω . Ганкелев оператор 1( )pH + −B  (1 )p≤ ≤ ∞  с областью 

определения 1( )pD+ −B  определим по формуле: 1 1( ) ( )pH P ϕ+ − −
−=B B .  
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Пусть 
1

0

{ ; , )}
s

k n
s k k

k

J y z y C z C
−

=

= ∈ ∈∑  для s N∈  и 
1

{ ; , )}k n
s k k

k s

J y z y C z C
−

=

= ∈ ∈∑  для s N− ∈ . 

Справедливы следующие утверждения. 

Предложение2.1.1 Пусть ( )p
+∈ ΩB F (1 )p≤ ≤ ∞  регулярная м.-ф в +Ω . Тогда 

, ( ) {0}p sN =B при 0s ≤ и 1 1
, ( ) ker( ( | )

sp s p JN H− + −=B B B при 0s > . 

Доказательство.Пусть , ( )p sNϕ+ ∈ B . С помощью стандартных рассуждений нетрудно 

убедиться, что 0ϕ+ =  при 0s ≤  и sJϕ+ ∈B  при 0s > . Поскольку 1( ) 0pH ϕ+ −
+ =B B , то 

1 1
, ( ) ker( ( | )

sp s p JN H− + −⊂B B B  ( 0s > ). 

Пусть 1ker( ( | )
sp JHϕ + −

+ ∈ B ( 0s > ) т.е. sJϕ+ ∈   и 1 ( )n
pLψ ϕ− +

+ += ∈B . Очевидно, что 

( )pDψ +
+ ∈ B  и 0 0( ) ( ) 0s s

pT Pτ ψ τ ϕ− −
+ + += =B .                                □ 

Предложение2.1.2 Если ( )p
+∈ ΩB MF (1 )p≤ ≤ ∞  и допускает ( , )I r p+  факторизацию, то 

det ±1B  имеет конечное число нулей в +Ω . 

Доказательство. Пусть представление += Λ -1
-B B B  является ( , )I r p+  факторизацией м.-ф. B . 

Поскольку det 0± ≠B  в ±Ω , то из теоремы единственности следует, что detB  отлична от 

нуля почти всюду на Γ . Из ( )p
+∈ ΩB MF  и k pe +

+ ∈B D (B)  ( 1, ,k n= … ), где 

[0, ,1, ,0]T
ke = … …  1, ,k n= …  базисные векторы в nC , следует, что существует ненулевой 

полином g  такой, что ( )1g L
×+

+ ∈
n n

BB . В.-ф. ( )pg M
×−

−Λ∈
n n

B  и может иметь полюс лишь в 

бесконечности. Поэтому из равенства g g+ = Λ-BB B следует, что ( ) ( )1 pg L M
× ×+ −

+ ∈ ∩
n n n n

BB . 

Последнее означает, что g +BB  является ненулевой полиномиальной матрицей.     □ 

Предложение 2.1.3  Пусть B  регулярная м.-ф. в +Ω и 1 p≤ ≤ ∞ . Тогда  

1) Если ( )p
+∈ ΩB MF , то 0p( )μ ∞ =B,- . 

2) Если ( )1-
pM +∈ �B , то 0p( )μ +∞ =B, . 
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Доказательство. Пусть ( )pϕ +
+ ∈D B . Поскольку м.-ф. ( )p

+∈ ΩB MF , то существует 

ненулевой многочлен g  такой, что ( )1g Lϕ +
+ ∈

n
B . Пусть degj g≤ − . Если ( ),p jNϕ+ ∈ B , то 

существует ( )
o

pLϕ −
− ∈  такое, что  

                                                      0g j gϕ τ ϕ+ −=B .  

Отсюда следует, что  

g 0ϕ+ =B , 

а в силу регулярности м.-ф. B , получим  

0ϕ+ = . 

 Таким образом ( ) { }, 0p jN =B  и 1) следует из предложениий1.1.2. 

Пусть ( )1
pM

×− +∈ � n n
B , тогда существует ненулевой полином q  такой, что ( )1

pL-q
×+∈

n n
B . 

Заметим, что 1 ( )k pq e− +∈B D B  ( 1, ,k n= … ). Если degj q> , то из равенства 

                                            -j 1 -j
0 0

-
k kqe qeτ τ=BB                         ( 1, ,k n= … )  

следует, что  

                                                            
1

, ( )-
k p jqe N∈B B . 

 В свою очередь из регулярности B  следует существование точки z +∈Ω  такой, что 

                                                                      ,dim ( )p jN ,z n=B .  

Утверждение 2) следует из предложений1.1.3.       □  

Доказанные предложения позволяют получить следующие критерий  

( , )I r p+ (1 )p≤ ≤ ∞ факторизации для м.-ф. из класса ( )p
+ΩMF . 

Теорема2.1.1 Пусть ( )p
+∈ ΩB MF (1 )p≤ ≤ ∞ . Для того, чтобы B   допускало ( , )I r p+  

факторизацию, необходимо и достаточно, чтобы ( )1
pM

×− +∈ � n n
B . 

Доказательство.  Пусть B  допускает ( , )I r p+  факторизацию, тогда  

1−
− += ΛB B B , 
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где ( )pL
×−

− ∈
n n

B , ( )pL
×+

+ ∈
n n

B , 1( ) ,..., nt diag t tκκ⎡ ⎤Λ = ⎣ ⎦  ( ), 1,...,i Z i nκ ∈ = . Тогда очевидно, 

что B  регулярная м.-ф. в +Ω . Поскольку существует ненулевой многочлен g такой, что 

                                                          ( )1g Lg
×+

+ −= Λ∈
n n

BB B                

то отсюда следует, что  

                                                            0R ×
− ∈

n nB . 

 Из представления  

( ) 11 −−
+ −= ΛB B B  

следует, что ( )pM
×+∈ � n n-1B .  

Обратное утверждение следует из предложений 2.1.3 и  теоремы1.1.6.      □ 

Следствие2.1.1 Если ( )p
+∈ ΩB MF , ( )pM

×+∈
n n-1B  и представление 1−

− +ΛB B  является 

( , )I r p+  факторизацией м.-ф. B , то м.-ф. 0R ×
− ∈

n nB  и  det ( ) 0z ≠-B  для z ∈  Г. 

Доказательство. Утверждения   0R ×
− ∈

n nB    содержится в доказательстве теоремы2.1.1. 

  Пусть  

                                                   det( )0 0z =-B  при некотором ∈0z Г. 

Поскольку м.-ф. ( )z-B  рациональная м.-ф., то существуют ненулевой вектор V nC∈  и 

рациональная в.-ф. ( )
o

n
pLψ −

− ∈  такие, что в достаточно малой окрестности точки 0z  имеет 

место представление  

( ) ( ) ( )0B z V z z zψ− −= − , 

отсюда  

( ) ( ) ( )
0

1 1 1
0 0

n

z pV zτ τ ψ
− − −

− −′ = − ∈B B B L , 

т.е.  

( ) ( )
0

1
z pVτ

− −
−′ ∈ BB D , 
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 что в силу предложения1.1.5 противоречит условию (в) ( ),I r p+  факторизации.       □   

                                           

§ 2   Формулы для частныx индексов 

 

01   Для функции (в.-ф. и м.-ф.) из класса  1L
 
введем следующее обозначение: 

                                              11 ( )
2

k
kf t f t dt

iπ
− −

Γ

< > = ∫                     k Z∈ .                    

Ïóñòü   1 ( )n n
pM− + ×∈B è 1( ) 0P −

− ≠B . Íåòðóäíî  çàìåòèòü,  ÷òî ìàòðèöà - ôóíêöèÿ 1( )P −
− B  

äîïóñêàåò  ïðåäñòàâëåíèå  

                                                                
1 1( ) ,r rP Q− −

− = ΡB  

ãäе rQ  ìàòðè÷íûй ïîëèíîì,  старшый  коэффициент которого равен единичной матрице ,nI  а 

rΡ  ìàòðè÷íûй ïîëèíîì   удовлетворяющий условий deg degr r rQ νΡ < = .Очевидно,что такого 

типа представления неоднозначны.Нетрудно заметить также, что возможность 

представления 1 1( ) ,r rP Q− −
− = ΡB  эквивалентна существованию матриц ( ) ( )

0 1,...,
r

r r n nQ Q Cν
×

− ∈  

удовлетворяющих, соотношениям                        

                                              
1

1 1 ( )
( ) ( )

0
0

r

r

r
m m k k

k
Q

ν

ν

−
− −

− + − +
=

< > + < > =∑B B   m N∈                 (2.2.1). 

Íàèìåíüøåå ÷èñëî rν , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû  

( ) ( )
0 1,...,

r

r r n nQ Q Cν
×

− ∈ ,óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (2.2.1) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1( )rν
−B . 

Àíàëîãè÷íî, íåòðóäíî  çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà - ôóíêöèÿ 1( )P −
− B  äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå  

                                                                     1 1( ) ,l lP Q− −
− = ΡB                     

ãäе lQ  ìàòðè÷íûй ïîëèíîì  старшый  коэффициент которого равен единичной матрице nI ,а 

rΡ  ìàòðè÷íûй ïîëèíîì,   удовлетворяющий условий deg degl l lQ νΡ < = . Заметим также, что 

возможность представления 1 1( ) l lP Q− −
− = ΡB  эквивалентна существованию матриц 

( ) ( )
0 1,...,

l

l l n nQ Q Cν
×

− ∈  , удовлетворяющих соотношениям  
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1

1 ( ) 1
( ) ( )

0

0
l

l

l
m k m k

k

Q
ν

ν

−
− −

− + − +
=

< > + < > =∑B B  m N∈                                      (2.2.2). 

Íàèìåíüøåå ÷èñëî lν , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû  ( ) ( )
0 1,...,

l

l l n nQ Q Cν
×

− ∈ ,óäîâëåòâîðÿþùèå 

ñîîòíîøåíèÿì (2.2.2) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1( )lν
−B . Â ñëó÷àå, êîãäà 1( ) 0P −

− =B  áóäåì 

ñ÷èòàòü ,÷òî 1 1( ) ( ) 0r lν ν− −= =B B . 

Для 1
1( )n nM− + ×∈B  через ( )s s N+ ∈H будем обозначать ганкелеву матрицу: 

  
1 1 1

1 1 1
1 2

1 1 1
2 3 1

1 1 1
( ) ( ) 1 ( ) 1

...

...

...
l l l

s

s
s

sν ν ν− − −

− − −
− − −

− − −
− − − −+

− − −
− − − − − +

⎡ ⎤< > < > < >
⎢ ⎥< > < > < >⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
< > < > < >⎢ ⎥⎣ ⎦

# # # #H

B B B

B B B
B B B

B B B
                      .

 

Числа ( , 0)sh s Z s+ ∈ ≥  определим следующим образом: s sh rang+ += H   при 0s > и 0 0.h+ =  

Учитывая (2.2.1), нетрудно заметить, что 1( )r
sh h

ν −
+ +=

B
 при 1( )rs ν −> B . 

20. Пусть s ненулевое целое число. Изоморфизм sΨ : n sC →  sJ  определим по формулам: 

1

0

s k
s k

k
y y z

−

=
Ψ = ∑  0 1[ ,,..., ] ;  ,( 0,..., 1)T T T n

s ky y y y C k s−= ∈ = − , s N∈  

1 k
s k

k s
y y z

−

=
Ψ = ∑  1[ ,,..., ] ;  ,( ,..., 1)T T T n

s ky y y y C k s−= ∈ = − , s N− ∈ . 

Справедливы следующие утверждения. 

Предложение2.2.1 Пусть ( )1
pM

×− + n n
B (1 )p≤ ≤ ∞ , s N∈  и ( )1 0rv − >B . Тогда в.-ф. ϕ  

принадлежит ( )1ker
s

p
J

H + −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B  тогда и только тогда, когда вектор 1
s ϕ
−Ψ  принадлежит 

ker s
+H . В частности справедливы равенства 

              dimker ( )1

s
p s

J
H ns h+ − +⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

B  .                                             (2.2.3) 

Доказательство. Пусть sJϕ∈ . Поскольку 

                                                  ( ) ( )1 1
p pH H Pϕ ϕ+ − + −

−=B B
 
, 

 то для достаточно больших  z  имеет место разложение 
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              ( )( )
1 1

0
( )

s
m

p m k k
m k

H z zϕ ϕ
− −

+
−

=−∞ =

= < > < >∑ ∑-1 -1B B                                        (2.2.4)  .                         

Нетрудно видеть, что если sJϕ∈ , то  ( )pMϕ
×+∈

n n-1B . Учитывая   (2.2.4)    получим,      что    

ϕ∈ker ( )1

s
p

J
H + −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

B  тогда и только тогда, когда вектор 1
0 1,...,

TT T
s sϕ ϕ ϕ−

−
⎡ ⎤Ψ = ⎣ ⎦  

удовлетворяет бесконечной системе уравнений 

                                     
1

0
0

s

m k k
k

ϕ
−

−
=

> =∑ -1< B    1, 2...m = − −  .                  (2.2.5)  

Поскольку существуют матрицы ( )l n n
iQ C ×∈  ( ( )0,1,..., 1li v= −B-1 ) удовлетворяющие (2.2.2), 

то для выполнения (2.2.5) необходимо и достаточно, чтобы вектор 1
s ϕ
−Ψ ∈  Ker +

sH . 

Формула (2.2.3) следует из очевидного равенства: 

                                                           dim ker ( )1

s
p

J
H + −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

B  =dim ker +
sH           □    

Приведем теперь явные формулы для ( ),r p+  -частных индексов м.-ф. B  в случае, 

когда ( )p
+∈ ΩB MF , ( )1 n n

pM
×− +∈B .  

Предложение2.2.2 Пусть         ( )p
+∈ ΩB MF

     
(1 )p≤ ≤ ∞     и допускает    ( , )I r p+  

факторизацию. Тогда м.-ф. B  имеет конечную ( , )r p+  индексацию. 

Доказательство. Из  определения ( , )I r p+ факторизуемости следует, регулярность м.-ф. B .В 

силу предложения 2.1.3, имеет место равенство: 0p( )μ ∞ =B,-  .Остается воспользоваться 

теоремой 1.1.7   .    □    

Теорема.2.2.1.  Пусть ( )p
+∈ ΩB F (1 )p≤ ≤ ∞  и ( )pM

×+∈
n n-1B .  Тогда м.-ф. B  имеет 

конечную ( , )r p+  индексацию .Кроме того ( , )r p+  частные индексы м.-ф. B  могут быть 

определены по формулам: 

                         iκ =card{ ( )1 ; 1,2,...,j j rj n h h i j v+ +
−+ − < = -1B }  1,..., ,i n=  

если ( )1 0rv − ≠B  и 1 ... 0nκ κ= = = , если ( ) 0rv =-1B . 
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Доказательство. Первое утверждение следует из  теоремы 2.1.1 и предложения 2.2.2 .   

Если  

                                                    ( ) 0rv =B-1 ,  

то доказательство очевидно. В противном случае доказательство следует из предложений  

2.1.1,  2.2.1  и из равенства (1.1.2) из предложениe1.1.4.                  □    

                                                     

§3Конструкция факторизации 

 

10.  Перейдем теперь к построению факторизации м.-ф. B  в случае, когда ( )p
+∈ ΩB F , 

( )1
pM

×− +∈
n n

B . 

Обозначим через ( )11 2, : n sns
s s C Cω ω +→  ( )s N∈  следующие матричные операторы: 

                1

0 0
0 0

0 0
0 0 0

n

n

s

n

I
I

I
ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

#
"
"

                         2

0 0 0
0 0

0 0

0 0

n

ns

n

I
I

I

ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"
"

#
"

 

Очевидно, что 1
i
s sKer Kerω +

+⊂+
sH H ( 1,2,i s N= ∈ ).  

Справедливо следующее предложение. 

Предложение2.3.1 Пусть ( )p
+∈ ΩB F , ( )pM

×+∈
n n-1B (1 )p≤ ≤ ∞ , ) 0lv >-1(B , 0 1Kerθ += H  и 

( )s s Nθ ∈  некоторое прямое дополнение 1 2
s s s sKer Kerω ω+ ++H H в 1sKer +

+H . Тогда 

                            ( ) 1 1 2
, 1

ˆ ( )p s s s s s sN Ker Kerω ω− + +
+= Ψ +B B H H   (s∈N)                   (2.3.1) 

а пространство 1
1 1:s s sM θ−
− −= ΨB  (s ∈N) является ( ), 1p s

+
−  индексным подпространством 

м.-ф.B , причем   

                                                        dim ( )1 1dims s s Nθ− −= ∈M . 

Доказательство. В силу предложения 2.1.1 и 2.2.1  

                                                         ( ) { }, 0p sN =B  
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при 0s ≤  и  

                                               1
, ( )p s s sN Ker− += ΨB B H  

при s>0. Равенство (2.3.1) следует из легко проверяемых равенств 

             1
1s s s s sKer Kerω+ +
+Ψ = ΨH H    и     2

0 1s s s s sKer Kerτ ω+ +
+Ψ = ΨH H  (s ∈  N).  

Поскольку 

                                                          ,0ˆ ( ) {0}pN =B , 

 то очевидно, что 0M  является ( ),0p
+

 индексным подпространством. 

Пусть  ( ) ( ).
ˆ 0p s sf N M s∈ ∩ >B .Тогда существуют векторы 1, 2 sy y Ker +∈ H  и sy θ∈  такие, 

что 

                                           1 1 1 2 1
1 1 1 2 1s s s s sf y y yω ω− − −
+ + += Ψ + Ψ = ΨB B B . 

Отсюда  

                                       
1 1 2

1 1 2( ) 0s s sy y yω ω−
+Ψ + − =B , 

 следовательно  

                                                  1 2
1 2s sy y yω ω+ = ,  

 т.е.  

                                                                  0y =   

и поэтому                                           

                                                               0f = . 

 С другой стороны  

( ) ( )1 1 1 2
, 1 1 1 1p s s s s s s s s sN Ker Ker Kerω ω θ− + − + +
+ + + +

⎡ ⎤= Ψ = Ψ + + =⎣ ⎦
�B B H B H H  

( )1 1 1 2 1
1 1 1 ,

ˆ .s s s s s s s s p s sKer Ker N Mω ω θ− + − + −
+ + += Ψ + Ψ + Ψ = +B H B H B B  

Равенство  

                                            ( ) ( ), 1 1dimp s sM s Nθ− −= ∈B   

очевидно.           □ 

Из  теоремы1.1.6 и  2.3.1 следует  следующая теорема . 
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Теорема.2.3.1 Пусть ( )p
+∈ ΩB F , ( )1 n n

pM
×− +∈B (1 )p≤ ≤ ∞ , ( )1 0lv − >B  и 1 sη η< <"  все 

возможные значения ( )1 ,n r pκ κ +≤ ≤ −"  частных индексов м.-ф. B . Пусть { },1 ,,...,
i i inX Xη η  

базисы пространств  ( )1,...,
i

i sηθ = , а в.-ф. ( ), 1,..., ; 1,...,
i j iU i s j nη = = , определены 

следующим образом 

                                        1

1
, ,i i ij jU Xη η η+

−= ΨB   ( )1,..., , 1,..., .ii s j n= =  

Тогда, если 
1 1 1 2,1,..., , , ,1..., ,s sn nU U U Uη η η η+ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦B , 1 ,..., ndiag t tκκ⎡ ⎤Λ = ⎣ ⎦ , 1−

− += ΛB BB , то 

представление 

                                                                  = Λ -1
- +B B B                   

является ( ),I r p+  факторизацией м.-ф. B . В случае ( )1 0lv − =B , представление 

                                                                          ( ) 11
n nI I

−−=B B                                                               

 является  ( ),I r p+  факторизацией м.-ф. B ( nI единичная матрица). 

§4 Некоторые обобщения
 

 

10 Пусть ( )p
+∈ ΩB MF и 1 ( )n n

pM− + ×∈B (1 )p≤ ≤ ∞ . Нетрудно заметить, что существует 

полином q  с нулями в +Ω , такой, что ( )pq +∈ ΩB F  и ( ) 1 ( )n n
pq M− + ×∈B . Теоремы 2.2.1 и 

2.3.1  позволяют строить ( ),I r p+  факторизацию м.-ф. qB . Если представление  

                                                               q = Λ� �� -1
- +B B B   

является ( ),I r p+  факторизацией м.-ф. qB , то легко видеть, что представление 

                                                       = Λ -1
- +B B B ,  

где  

         1
0
kqτ −

− = �
-B B  ( )degk q= , 0

kτ −Λ = Λ� , + += �B B  является ( ),I r p+  факторизацией м.-ф. B.  

В  частности его ( ),r p+  частные индексы в случае когда ( )1 1 0rv q− − >B  могут быть найдены 

по формулам: 
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( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1
1deg , , , 1,2,..., , 1,..., .i j j rq card j n h q h q i j v q i nκ + − − + − − − −
−= − + + Γ − Γ < = =B B B

 

В случае  

                                                         ( )1 1 0rv q− − =B   

имеем  

                                                          1 degn qκ κ= = = −" . 

Пусть  ( )p
+∈ ΩB MF  и ( )1 n n

pM
×− +∈ �B (1 )p≤ ≤ ∞ . Тогда существует полином 0q  нули 

которого расположены на контуре Γ , такой, что ( )1
0

n n
pq M

×− +∈B . Поскольку  

                                                                   10 ( )pq − +∈ ΩMFB ,  

то ( ),I r p+  факторизация м.-ф.  1
0q − B  может быть построена  способом предложенным в 

предыдущем параграфе.   ( ),I r p+  факторизация м.-ф.B  может быть восстановлена по 

( ),I r p+   факторизации м.-ф. 1
0q − B  методом предложенным в §2.Гл. I. 

 20Приведем простую формулу для нахождения ( ),r p+  суммарного индекса 1 nκ κ κ= + +"  

м.-ф.B . 

Теорема.2.4.1  Пусть ( )p
+∈ ΩB MF  и ( )1 n n

pM
×− +∈B (1 )p< < ∞ . Тогда ( ),r p+

 суммарный 

индекс м.-ф.  B  равен разности количества нулей и полюсов функции detB  в области +Ω  с 

учетом их кратностей. 

Доказательство.  Пусть  

                                                     ( )
, 0, ,

,
10 min
2 i j m

j i

i jdε
=
≠

< < Γ Γ
…

 

 
и  

                                                      { };U z C zε ε= ∈ < .  

Пусть ,i εΩ  ( )0, ,i m= …  односвязные области комплексной плоскости с границей , ,i iε εΓ = ∂Ω  и 

удовлетворяющие соотношениям:  
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                                        0, 0εΩ ⊂Ω , 0 0, Uε εΩ ⊂Ω + , , ,i iεΩ ⊂ Ω  ,i i Uε εΩ ⊂Ω +   ( )1, ,i m= … . 

 Будем предполагать, что ,i εΓ  являются замкнутыми жордановыми спрямляемыми кривыми 

и контур ,
0

m

j
j

ε ε
=

Γ = Γ∪  ориентирован таким образом, что при ее обходе внутренняя область 

0, ,
1

\
m

j
j

ε ε ε
+

=

Ω = Ω Ω∪  остается слева, а внешняя область \Cε ε
− +Ω = Ω  справа. 

Примеры таких областей могут быть построены с помощью функций осуществляемых 

конформное отображение областей 0 , \ iCΩ Ω  ( )1, ,i m= …  на единичный круг. Заметим, что 

при этом ,iεΓ  ( )1, ,i m= …  могут быть выбраны аналитическими. Очевидно, что при 

достаточно малом ,ε  м.-ф. B аналитична и обратима в некоторой области содержащей 

множество .\ ε
+ +Ω Ω Поскольку ( )1 M ε

± +
∞∈ ΓB , то в силу теоремы 2.6[44] м.-ф. B допускает 

( , )WH r p  факторизацию на εΓ . Пусть представление  

                                                                 1B B−
− += Λ �B   

является этой факторизацией и 1
0 0, , ndiag κκτ τ⎡ ⎤Λ = ⎣ ⎦… . В силу той же теоремы число 

                                                                1 nκ κ κ= + +"  

 равно разности между количеством нулей и полюсов detB  в ε
+Ω . М.-ф. 

1 n nB R± ×
− ∈ аналитичны в ε

−Ω  и непрерывны на εΓ . Следовательно 1B±
− аналитичны в −Ω и 

непрерывны на Γ . М.-ф. B+  на +Ω  определим равенством: 

                                                               1B B−
+ −= ΛB .  

Поскольку B+  совпадает на ε
+Ω  с B+

� , то в силу своего определения  

                                                          
( )( )n n

pB L
×+

+ ∈ Γ   

и удовлетворяет условию (б) определения ( , )I r p+ факторизации для z +∈Ω . Пусть z∈Γ  и 

существует nV C∈ , 0V ≠ , такой, что ( )( )1 n
z pB V Lτ − +

+ ∈ Γ . Поскольку  
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                                                      1 1
z zB V B Vτ τ− −

+ −= ΛB   

и  

                                                        ( )( )det 0B z−Λ ≠ ,  

то  

                                                     1 n
z pB Vτ −

−Λ ∈L   

и потoму  

                                                     1 ( )z pB V Dτ − +
+ ∉ B .  

Таким образом, м.-ф. B+  удовлетворяет условию (б) определения ( , )I r p+ факторизации и для 

z∈Γ . Отсюда следует, что представление  

1B B−
− += ΛB  

является ( , )I r p+ факторизации м.-ф. B  на контуре Γ . Доказательство теоремы следует из 

того, что detB  не имеет полюсов и нулей на множестве \ ε
+ +Ω Ω .                      □  

Теорема2.4.2  Пусть ( )T
qG +∈ ΩMF  и 1( ) ( )

n nT
qG M

×− +∈ � (1 , ( 1)p q p p< < ∞ = − .Тогда 

утверждения теоремы1.3.1 справедливы.Кроме того если  ( )T
qG +∈ ΩMF , 1( ) ( )

n nT
qG M

×− +∈  

то   
0

1 1( ) ( )T n
pG g L− − −

− Λ ∈ . 

Доказательство.Первое утверждение очевидным образом следует из теорем 2.1.1 и 1.3.1. 

Из следтвии 2.1.1 имеем что 0
T n nG R ×
− ∈  и ( )det 0TG z− ≠ , для z∈Γ .Отсюда следует что 

1
0( )T n nG R− ×

− ∈ , и потому 
0

1 1( ) ( )T n
pG g L− − −

− Λ ∈ ,что доказывает теоремы 2.4.2         □ 

Аналогичным образом доказывается следующая теорема. 

Теорема2.4.3 Пусть ( )T
qG +∈ ΩMF  и 1( ) ( )

n nT
qG M

×− +∈ � ( ( 1))q p p= − .Тогда справедливы  

утверждения  теоремы1.3.2. Кроме того если ( )T
qG +∈ ΩMF , 1( ) ( )

n nT
qG M

×− +∈ , то условие  

c)  теоремы1.3.2    выполняется автоматическим образом. 
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                                                                 ГЛАВА III 

ФАКТОРИЗАЦИЯ МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ ,МЕРОМОРФНЫX ВО ВНЕШНЕЙ  ОБЛАСТИ 

КОНТУРА. 

§1 Класс допустимыx мероморфныx в −Ω  матриц-функций.Критерий факторизуемости. 

 

 10Для м.-ф. A  определенный на контуре Γ   через 
0

( )(1 )pD A p− ≤ ≤ ∞  будем обозначать 

пространство всех в.-ф. 
0

( )n
pLϕ −

− ∈  таких, что 1
nAϕ− ∈L . Тогда мероморфную в −Ω м.-ф. A  и 

имеющую почти всюду на  Γ  угловые граничные значения назовем p-допустимым в −Ω , 

если существуют ненулевой многочлен g и число ( 0)k Z k∈ ≥  такие, что из условия 

0

( )pD Aϕ −
− ∈  следует, что 

0

0 1( )k ngA Lτ ϕ− −
− ∈ . Обозначим множество p-допустимых в −Ω  м.-ф.  

через ( )p
−ΩMF . 

В данной главе исследуется задача ( , )I r p+ факторизации из класса ( )p
−ΩMF (1 )p≤ ≤ ∞ . 

Подмножество ( )p
−ΩMF  состоящих из аналитических м.-ф. в −Ω , обозначим через 

( )p
−ΩF .Если ( )pA −∈ ΩF , и 

0

( )pD Aϕ −
− ∈ , то   

0

1( )nA Lϕ −
− ∈ . 

Заметим, что для принадлежности  м.-ф. A  классу ( )p
−ΩMF  достаточно выполнение одного 

из следующих двух условий (см. теоремы 1.11 и 1.25 .[44]): 

1) ( )n n
qA M − ×∈ � где ( 1)q p p= − в случае 1 p< < ∞  , q = ∞  при 1,p = и 1,q =  при .p = ∞  

2) Γ∈S и ( )n nA M − ×∈ . 

Нетрудно заметить также,что из условий g R∈  и ( )pG −∈ ΩMF следует, что 

( )pgG −∈ ΩMF . 

20Пусть  A  регулярная м.-ф. в −Ω . Ганкелев оператор 1( )PH A− − (1 )p≤ ≤ ∞ с областью 

определения 
0

1( )pD A− −  определим по формуле: 
1 1( ) ( )PH A P Aϕ ϕ− − −

+= . 
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Справедливо следующее утверждение. 

Предложение 3.1.1Пусть  ( )n n

pA L
×−∈ (1 )p≤ ≤ ∞ , 1

1( )A− −∈ ΩMF . Тогда 

                                       ( )
1

0
, 0 0

Im
( ) ker

j
p

j j
p j p n

H A
N A H I

τ
τ τ

− −

+− −

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

где ( )1
2

j j j− = − , ( )1
2

j j j+ = +  ( j Z∈ ), а nI  единичная матрица порядка n n× . 

Доказательство. 

 Пусть  

                                                                 , ( )p jN Aϕ+ ∈ . 

 Тогда сущестувует 
no

pLϕ −
−

⎛ ⎞
∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 такой, что  

0
j Aτ ϕ ϕ−

+ −= , 

т.е. 

( )1
0 0

nj j
pA Lτ ϕ τ ϕ

+ −− − +
− += ∈           . 

 Отсюда  

( ) ( )1 1
0 0 0

j j j
pP A H Aτ ϕ τ ϕ τ ϕ

− + +− − − −
+ + − −= = . 

С другой стороны  

( )( )0 0 0j j
p nH Iτ τ ϕ

− −+ −
+ = . 

Докажем обратное.  

Пусть  

                                                 ( ) 1
0

0
Im

ker
j

p

j
p n

H A
H I

τ
ϕ τ

−

+− −

+
+ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟∈
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Тогда существуют в.-ф. ( )
0

1
0
j

pD Aψ τ
+− −

− ∈ , 1( )
o

nLϕ −
− ∈  такие, что 

                                                                       1
0
j Aτ ψ ϕ ϕ
+ −

− + −= + .  



55 
 

Поскольку 1 ( )pA− −∈ ΩMF , то существует многочлен g  такой, что  

                                                ( ) ( )1
0 1 1

n njg g A g L Mϕ τ ψ ϕ
+ − + −

+ − −= − ∈ ∩ , 

 где полюсы в.-ф. gϕ+  находятся в бесконечности, т.е. gϕ+ является векторным многочленом 

и следовательно, 0
nRϕ+∈ .  

Поскольку  

                                                             0
nRϕ+∈ ,             ( )n n

pA L
×−∈ ,  

а правая часть равенства  

                                                               0 0
j jA Aτ ϕ ψ τ ϕ
+ +− −

+ − −= −   

аналитична в −Ω  и равна нулю в бесконечно удаленной точке, то 0

no
j

pA Lτ ϕ
+− −

+

⎛ ⎞
∈⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. С другой 

стороны ( )0
nj

pLτ ϕ
− +

+ ∈ . Кроме того   0
j n

pAτ ϕ
−

+ ∈L ,      т.е.       ( )0
j

pD Aτ ϕ
− +

+ ∈ . 

 Отсюда 

                                                  ( ) ( )0 0 0 0j j j
pT A P Aτ τ ϕ τ ϕ

− +− −
+ + += = .                 □ 

 

По аналогии с предложением 2.1.2.  нетрудно убедиться  в справедливости  следующего 

предложения. 

Предложение 3.1.2  Если м.-ф. A  допускает ( , )I r p+  факторизацию и 1 ( )pA− −∈ ΩMF , то 

1det A±  имеет конечное число нулей в −Ω .  

Справедливо также утверждение. 

Предложение 3.1.3  Пусть 1 p≤ ≤ ∞  .Тогда: 

1) Если ( )n n
pA M

×−∈ � , то ( ), 0.p Aμ +∞ =   

2) Если A  регулярная м.-ф. в −Ω  такая, что 1 ( )pA− −∈ ΩMF , то ( ), 0p Aμ −∞ = . 
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Доказательство.  Пусть ( )n n
pA M

×−∈ � . Тогда существуют ненулевой многочлен q  и число 

i Z=  ( )0i ≥ , такие, что 0

n no
i

pqA Lτ
×

− −⎛ ⎞
∈⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Нетрудно заметить, что ( )k pqe D A+∈  ( )1, ,k n= … . 

Если j i≥ , то из представления ( )0 1, ,j
kAqe k nτ − = …  следует, что ( ),k p jqe N A∈  ( )1, ,k n= … . 

Очевидно, что существует z +∈Ω , такое, что ( ),dim ,p jN A z n= . Таким образом утверждение 

1) следует из  предложений1.1.3. 

Пусть 1 ( )pA− −∈ ΩMF . Если ( )1
pD Aϕ − −

− ∈
o

, то существуют многочлен g  и число k Z∈  

( )0k ≥  такие, что 1
0

no
k

pgA Lτ ϕ− − −
−

⎛ ⎞
∈⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Пусть j k≤ −  и ( ),p jN Aϕ+ ∈ . Тогда существует 

no

pf L−−

⎛ ⎞
∈⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 такой, что 0 .j A fτ ϕ−
+ −= . Очевидно, что ( )1

o

pf D A− −
− ∈ . Поскольку 1

0
jg g A fϕ τ −

+ −=  

и j k≤ − ,то ( )
no n

p pg L Lϕ − +
+

⎛ ⎞
∈ ∩⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 т.е. 0ϕ+ = . Таким образом ( ) { }( ), 0p jN A j k= ≤ −  и 2) 

следует из  предложениий1.1.2.        □ 

Доказанные предложения позволяют получить следующие критерий  ( , )I r p+ факторизации 

для м.-ф. обратная которой принадлежит классу   ( )p
−ΩMF . 

Теорема.3.1.1 Пусть 1 ( )pA− −∈ ΩMF . Для того, чтобы м.-ф. A  допускала ( ),I r p+  

факторизацию необходимо и достаточно, чтобы ( )n n
pA M

×−∈ � . 

Доказательство. Пусть представление 1A A A−
− += Λ  является ( ),I r p+  факторизацией м.-ф. 

A . Так как 1 1
1
n nA A A− − ×

− += Λ ∈L , то в силу p- допустимости м.-ф. 1A−  в −Ω  существуют 

многочлен g  и число ( )0m Z m∈ ≥  такие, что 1
0 1

n no
mgA A Lτ

×
− − −

−

⎛ ⎞
∈⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Из равенства 

1gA A gA−
− +Λ =  следует, что ( ) ( )n n n n

p pgA L M
× ×+ −

+ ∈ ∩ , где м.-ф. gA+  может иметь полюс лишь 
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в бесконечности. Таким образом м.-ф. gA+  является полиномиальной матрицей. Отсюда 

следует  ( )n n
pA M

×−∈ � . 

Обратное утверждение следует из предложения 3.1.3 и теоремы1.1.6.         □ 

Следствие3.1.1 Если 1 ( ),pA− −∈ ΩMF ( )n n
pA M

×−∈ (1 )p≤ ≤ ∞  и представление 1A A A−
− += Λ  

является  ( ),I r p+  факторизацией м.-ф. A , то  м.-ф. 0
n nA R ×

+ ∈   и  ( )det 0A z+ ≠ , для z∈Γ . 

 Доказательство аналогично доказательству следствия 2.1.1.  . 

      

§2 О некоторыx свойстваx ганкелевыx операторов 

 

01 Ïóñòü   1
1( )n nA M− − ×∈ è 1( ) 0P A−

+ ≠ . Íåòðóäíî  çàìåòèòü,  ÷òî ìàòðèöà - ôóíêöèÿ 1( )P A−
+  

äîïóñêàåò  ïðåäñòàâëåíèå  

                                                                    1 1( ) ,r rP A Q− −
+ = Ρ  

ãäе rΡ , rQ  ìàòðè÷íû е ïîëèíîì ы удовлетворяющие соотношениям:  (0) ,r nQ I=   

deg deg ( )r rQ Nν νΡ ≤ ≤ ∈ .Очевидно,что такого типа представления неоднозначны. Нетрудно 

заметить, что возможность представления 1 1( ) r rP A Q− −
+ = Ρ  эквивалентна существованию 

матриц ( ) ( )
1 ,...,r r n nQ Q Cν

×∈  удовлетворяющих соотношениям :                       

                               1 1 ( )

1
0r

m m k k
k

A A Q
ν

ν ν
− −

+ + −
=

< > + < > =∑        ( m N∈ )                                   (3.2.1). 

Íàèìåíüøåå ÷èñëî ν , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû  ( ) ( )
1 ,...,r r n nQ Q Cν

×∈ ,óäîâëåòâîðÿþùèå 

ñîîòíîøåíèÿì (3.2.1) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1( )r Aν − . 

Àíàëîãè÷íî, íåòðóäíî  çàìåòèòü ÷òî ìàòðèöà - ôóíêöèÿ 1( )P A−
+  äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå  

                                                          1 1( ) ,l lP A Q− −
+ = Ρ              

гäе lΡ , rQ  ìàòðè÷íûe ïîëèíîì ы  удовлетворяющие соотношениям: (0) ,l nQ I=   

deg deg ( )l lQ Nν νΡ ≤ ≤ ∈ .Заметим также, что возможность представления 

                                                               1 1( ) l lP A Q− −
+ = Ρ   
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эквивалентно существованию матриц ( ) ( )
1 ,...,l l n nQ Q Cν

×∈  удовлетворяющих соотношениям  

                             
1

1 ( ) 1

0
0l

m k m k
k

A Q A
ν

ν ν

−
− −

+ + −
=

< > + < > =∑      (m N∈ )                          (3.2.2). 

Íàèìåíьøåå ÷èñëî ν , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû  ( ) ( )
1 ,...,l l n nQ Q Cν

×∈ ,óäîâëåòâîðÿþùèå 

ñîîòíîøåíèÿì (3.2.2) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1( )l Aν − . Â ñëó÷àå, êîãäà  

                                                                     
1( ) 0P A−

+ =  

 áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 1 1( ) ( ) 0r lA Aν ν− −= = . 

02 Предложение3.2.1 Ïóñòü 1
1 1( ) ( )n nA M− − − ×∈ Ω ∩MF , 1( )r r Aν ν −= , òîãäà äëÿ  rν ν≥  

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: 

                                              1 1
1 1Im ( ) Im( ( ) )

J
H A H A

ν−

− − − −=                                      (3.2.3) 

Ïðè rν ν< ðàâåíñòâî íå èìååò ìåñòî.  

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1( )V P A−
+= . Î÷åâèäíî,  ÷òî 0

n nV R ×∈ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç d  íàèìåíüøåå 

êðàòíîå  çíàìeíaòåë åé âñåõ  êî ìïîíåíòîâ  ìàòðèöû-ôó íêöèè V .Òîãäà 
1V
d

= Ρ , ãäå Ρ  

ìàòðè÷íûé ïîëèíîì. 

 Ïóñòü 0 max{deg ,deg }dν = Ρ . Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ 
0

1
1 ( )f D A− −∈  èìååò ìåñòî  

ïðåäñòàâëåíèå  

                                                      0
0( ) ( ) ( ) ( )f z r z z d z f zν−= +   ,                             

ãäå 
0

r J ν−∈ , à 
0

0 1( )nf L−∈ . Îòñþäà,  поскольку 1
1 1( ) ( )n nA M− − − ×∈ Ω ∩MF  то, ñëåäóåò, ÷òî   

01 1
1 1 0 1

1( ) ( ) ( ) ( )H A f H V f P r z f H A r
d

ν−− − − − −
+= = Ρ + Ρ = , 

ò.å. ðàâåíñòâî (3.2.3) ñïðàâåäëèâî ïðè 0ν ν= . 

Ïóñòü rν ν> , ( 1)
1 ( 1)[ ,..., , ]T T T T ny y y y C ν

ν ν
+

− − − += ∈  è ìàòðèöû nnrrr CQQQ ×∈)()(
2

)(
1 ,...,, ν  óäîâëåòâîðÿþò 

ñîîòíîøåíèÿì (3.2.1) Îïðåäåëèì 1 2[ , ,..., ]T T T T nh h h h C ν
ν− − −= ∈ ïî ôîðìóëå ( )

1 ( 1)
r

k k kh y Q yν ν+ + − += − , 

1, 2,...,k ν= − − − . Íåòðóäíî óáåäèòьñÿ, ÷òî  
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                                                1 1
1 ( 1) 1( ) ( )H A y H A hν ν
− − − −

− + −Ψ = Ψ .  

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî  

                                                 
( 1)

1 1
1 1Im( ( ) ) Im( ( ) )

J J
H A H A

ν ν− + −

− − − −= , 

 à ñëåäîâàòåëüíî è ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (3.2.3) ïðè rν ν≥ .  

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì Nν ∈ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (3.2.3). Ðàññìîòðèì âåêòîðû 

( ) ( 1)X [0,0,...,0, ]k T T n
ke C ν += ∈ , 1,2,..., ,k n=  ãäå [0,...,1,...0]T

ke =  áàçèñíûå âåêòîðû â nC . Â 

ñèëó ñäåëàííîãî äîïóùåíèÿ ñóùåñòâóþò âåêòîðû  

                    ( )
1 2[( ) , ( ) ,..., ( ) ]k k T k T k T T nq q q q C ν

ν− − −= ∈  ( 1,2,..., ,k n= ,  1, 2,..,k n
jq C j ν− ∈ = )  

òàêèå, ÷òî  

                                                  1 ( ) 1 ( )
1 1 ( 1)( ) ( ) Xk kH A q H Aν ν
− − − −

− − +Ψ = Ψ .  

Ðàçëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà â îêðåñòíîñòè 0z = , ïîëó÷èì 

                1 1 1 1 1 1
1 1 2 1

1 1
( ... ) ( ) ,k k k m m

m m m m k
m m

A q A q A q z A e zν ν ν

∞ ∞− − − − − −
− + − + − − +

= =
∑ ∑< > + < > + + < > = < >              

               1,2,...,k n= . 

Ñëåäîâàòåëüíî 

         1 1 1 1
1 1 2 1... ,  ,k k k

m k m m mA e A q A q A q m Nν ν ν
− − − −

+ − + − + − −< > =< > + < > + + < > ∈ 1,2,...,k n= .  

Îïðåäåëèì ( )  1, 2,...,r
kQ k ν= ðàâåíñòâàìè  

                                                   ( ) 1 2
1 1 1[ , ,..., ]r n

k k k kQ q q qν ν ν− − − − − −= − .  

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (3.2.3) è ïîòîìó rν ν≥ .                □ 

Ñëåäñòâèå3.2.1. Ïóñòü 1
1 1( ) ( )n nA M− − − ×∈ Ω ∩MF   1( )r r Aν ν −= ,     i N∈ .     Òîãäà 

                                                  
( )

1 1
1 0 1 0  Im ( ) Im( ( ) ).      

ir

i i

J
H A H A

ν
τ τ

− +

− − − −=  

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü  Ρ  èQ  ìàòðè÷íûå ïîëèíîìû òàêèå, ÷òî max{deg ,deg } rQ νΡ = è  

                                                                 1 1( )P A Q− −
+ = Ρ  . 

 Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî  

                          
11 1 1

0( )( ) [ ( ) ( ) ( )] ( )i i m i
m

m i
P A z z z A z Q z Q zτ

−− − + −
+

=−
∑= Ρ + < > .  
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Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî  

                                                                     1
0( ) .i

r rA iν τ ν− ≤ +   

Oñòàåòñÿ ïðèìåíèòü Предложение3.2.1.   

Замечание.3.2.1 Из Ñëåäñòâèя 3.2.1.  очевидным образом следует, что 

                                  
1( ( ) )

1 1
0 0 Im ( ) Im( ( ) )      

A ir

i i
p p J

H A H A
ν

τ τ
−− +

− − − −= . 

03 Для 1
1( )n nA M− − ×∈  через 1( , , )k s m A−

−H  ( ; , )k Z s m N∈ ∈ будем обозначать ганкелеву 

матрицу.  

                         

1 1 1
1 1

1 1 1
1 1 2 1

1 1 1
1 2

...

...
( , , )

...

k k k m

k k k k

k s k s k s m

A A A
A A A

s m A

A A A

− − −
+ + −

− − −
− + + +

−

− − −
+ − + + + −

⎡ ⎤< > < > < >
⎢ ⎥< > < > < >⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
< > < > < >⎢ ⎥⎣ ⎦

# # # #
H      

В частности через  s
−H ( )s N− ∈  будем обозначать следующюю блочно ганкелеву матрицу:             

                                                  1 1 1( , ( ), )s rs A Aν− − −
−= −HH

 

.

 

 

Числo ( , 0)sh s Z s− ∈ ≤  и пространство ( 0)jF j ≤  определим следующим образом: 

s sh rang− −= H   при 0s < и 0 0h− = , kerj sF −= H  при 0j < и 
1( )

0 .rn AF C ν −

= Из
 
(3.2.2), следует, 

что 1( )l
s A

h h
ν −

− −
−

=  когда  1( )ls Aν −< .Число sh−  очевидным образом зависит от матрицы 1A−  и 

контура интегрирования.Ниже во избежания двусмысленности мы это число будем 

обозначать также через 1( , )sh A− −Γ . 

Предложение3.2.2 Ïóñòü  1
1 1( ) ( )n nA M− − − ×∈ Ω ∩MF ,  1( )r r Aν ν −= ,  1( )l l Aν ν −= , 0j ≥ ( j∈Ζ ). 

Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî  

                                          1 1 1
1 0dim Im ( ) ( , , ) j j

l rH A rang j j Aτ ν ν− − − −
−= + +H . 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 
( )jr

q J
ν− +

∈  . Â îêðåñòíîñòè 0z =  èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå   

                                          
11 1

1 0
0 ( )

( ( ) )( )
r

j m
m k j k

m k j
H A q z z A q

ν
τ

∞ −− − −
− −

= =− +
∑ ∑= < > < >            .  

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî  1
1 0( ( ))jq ker H Aτ− −∈  òîãäà è òîëüêî ò îãäà êîãäà âåêòîð 

( )

1
jr
q

ν− +

−Ψ  

óäîâëåòâîðÿåò áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå óðàâíåíèé: 
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1 1

( )
0,

r
m k j k

k j
A q

ν

− −
− −

=− +
∑ < > < > =  0,1,2...m =   . 

Ïîñëåäíèå â ñèëó ðàâåíñòâ (3.2.2) èìåþò ìåñòî òoãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà  

( )

1 1 ( , , ).
jr

j
l rq ker i i W

ν
ν ν

− +

− −
−Ψ ∈ + +H  Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëü ñòâà îñò àåòñÿ ïðè ìåíèòü  

Ñëåäñòâèå3.2.1.                                                                    □ 

 Предложение3.2.3  Ïóñòü 1
1( )n nA M− − ×∈   1( )r r Aν ν −= ,  1( )l l Aν ν −= .  Òîãäà  

1) ×èñëà rν , lν  îòëè÷íû îò íóëÿ îäíîâðåìåííî. Åñëè 0l rν ν= = , òî 1 1( , , ) 0rang s m A−
− =H  äëÿ 

ëþáûõ ,s m∈Ν .                                 

2) Åñëè 0rν ≠ ,òî 1 1( , , )rang s m A−
− =H 1 1( , , )l rrang Aν ν −

−H äëÿ ëþá ûõ öåëûõ ,l rs mν ν≥ ≥  è  

1 1( , , )rang s m A−
− <H 1( , , )l rrang Wν ν−H åñëè âûïîëíåí о õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ  

,l rs mν ν< < ( ,s m∈Ν ). 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äîêàæå ì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Å ñëè   

,l rs mν ν≥ ≥ òî èç ñîñòíîøåíèé (3.2.1) è (3.2.2) ñëåäóåò, ÷òî    

                                               1 1( , , )rang s m A−
− =H 1 1( , , )l rrang Aν ν −

−H .  

Äîïóñòèì rm ν< è  1 1
0( , , )rang s m A−

− =H 1 1( , , )l rrang Aν ν −
−H .  ïðè íåêîòîðîì 0s ∈Ν . Â ñëó÷àå 

0 ls ν≥ èç ñîîòíîøåíèé (3.2.2) ñëåäóåò, ÷òî  

                                                        1 1
0( , , )rang s m A−

− =H 1 1( , , )lrang m Aν −
−H .  

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå 0 ls ν< . Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî 

                                                1 1( , 1, )l rrang Aν ν −
− − =H 1 1( , , )l rrang Aν ν −

−H .  

Èç òåîðåìû Êðîíåêåðà-Êàïåëëè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòðèö 1 2 1, ,...,
r

n nQ Q Q Cν
×

− ∈ , äëÿ  

êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà 

                    
1

1 1
1 1

1
0,  1, 2,...,

r

r rm m k k l
k

A A Q m
ν

ν ν ν
−

− −
+ − + − −

=
∑< > + < > = = .                     (3.2.4) 

Íî  èç ñîîòíàøåíèé (3.2.2) ñëåäóåò, ÷òî (3.2.4) ñïðàâåäë èâû òàêæå ïðè 1lm ν≥ + .Ïîñëåäíåå      

ïðîòèâîðå÷èò       îïðåäåëåíèþ rν .     Ñëó÷àé     ls ν<  

äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.                               □ 
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                                                 §3Формулы для частныx индексов. 

 

10 Имеет место следующее предложение. 

Предложение3.3.1 Пусть ( )1
1 1( )

n n
A M

×− − −∈ Ω ∩MF  и ( )1 0lv A− > . Тогда  

               ( ) ( ) ( )110 Im
dim ker

lp

j
p n jv AH A

H I h hτ −− −

+ − −
−

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, при  ( )0j j Z≤ ∈ (1 )p≤ ≤ ∞ . 

Доказательство. Пусть 0j <  и ( )1
rv A

f J −−
∈ .Нетрудно убедиться, что при достаточно малых 

z  справедливо равенство: (см.Предложение3.2.1.) 

( )( )( )
( )1

1
1 1

0 r

m
p km km k v A

H A f z z A f
−

∞ −
− − −

−
= =−

= ∑ ∑ . 

Следовательно 

( ) ( )( )( )
( )1

1 1
1 1

0
0 r

j
j m j

p n p km km k v A

H I H A f z z A fτ
−

− − −
+ − − + −

−
= =−

= ∑ ∑ . 

Учитывая  Замечание.3.2.1  получим, что 

                                   ( ) ( ) ( ) ( )11

1 1
0

Im
ker ;

rp

j
p n p jv AH A

H I H A f f Fτ −− −

+ − − −
−

⎛ ⎞ ⎧ ⎫= Ψ ∈⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎩ ⎭⎝ ⎠
. 

Пусть ( ) ( )1 0
r

j jv A
S F j−−

= Ψ < . Поскольку 

( ) ( ) ( )1

1
0 Im

Im ker ,
j p

j
p p nS H A

H A H Iτ
− −

− − +⎛ ⎞⎛ ⎞ = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,   ( ) ( )
( )1

1 1ker ker
j v Ar

p pS J
H A H A

−−

− − − −
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

то 

                 ( ) ( ) ( )
( )

1
1

1
0 Im

dim ker dim dim ker
p v Ar

j
p n j pH A J

H I S H Aτ
− −

−−

+ − −
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

         (3.3.1) 

Учитывая  

                                      ( )
( ) ( )1

1

1dim ker dim
l

v Ar

p v AJ
H A F −

−−

− −
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                    (3.3.2) 
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а также ( )1dim dimj j r jS F nv A h− −= = − , из (3.3.1) получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11

1
0

Im
dim ker dim

l lp

j
p n r j jv A v AH A

H I nv A h F h hτ − −− −

+ − − − −
− −

⎛ ⎞
= − − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

В случае 0j =  доказательство предложения следует из (3.3.2).                                             □ 

Приведем теперь явные формулы для ( ),r p+ -частных (1 )p≤ ≤ ∞ индексов м.-ф. A  в случае, 

когда ( ) ( )1
1 1, ( )

n n n n
pA L A M

× ×− − − −∈ ∈ Ω ∩MF . 

Предложение3.3.2 Пусть м.-ф. 1 ( )pA− −∈ ΩMF и допускает ( , )I r p+ факторизацию. Тогда 

м.-ф. A  имеет конечную ( , )r p+  индексацию. 

Доказательство.Поскольку м.-ф. A  регулярная м.-ф. в −Ω  то в силу предложении 3.1.3 

имеет место равенство: ( ), 0p Aμ −∞ = .  Остается воспользоваться теоремой 1.1.7     □ 

Теорема.3.3.1. Пусть ( ) ( )1
1 1, ( )

n n n n
pA L A M

× ×− − − −∈ ∈ Ω ∩MF (1 )p≤ ≤ ∞ . Тогда м.-ф. A  

имеет конечную ( , )r p+  индексацию. Кроме того  ( ),r p+  частные индексы м.-ф. A  в случае 

( )1 0lv A− >  могут быть определены по формулам: 

                                                 ( ) ( ){ }1
1

1 , 1, ,0i j j ll A
v card j h h i j v Aκ −

− − −
−= − + − < = − + …  

( )1, ,i n= … . Если ( )1 0lv A− = , то 1 0nκ κ= = =" . 

Доказательство.Поскольку  ( )1
1 1( )

n n
A M

×− − −∈ Ω ∩MF то очевидно , что 1 ( )pA− −∈ ΩMF . 

Первое утверждение теоремы следует из  теоремы3.1.1. и предложение3.3.2 .  

Доказательство теоремы в случае ( )1 0lv A− = , очевидно. Доказательство остальных 

утверждений теоремы следует из предложений 3.1.1, 3.3.1 и формулы (1.1.2) из предложения 

1.1.4.               □ 
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§ 4 Конструкция факторизации 

 

10Перейдем теперь к построению факторизации м.-ф. A  при 

условиях ( ) ( )1
1 1(1 ), ( )

n n n n
pA L p A M

× ×− − − −∈ ≤ ≤ ∞ ∈ Ω ∩MF .  

   Пусть ( )1 0rv A− > . Тогда, в силу предложений 3.1.1 и 3.1.3 имеем  

                                                          ( ) ( )1
, 0Im j

p j pN A H Aτ− −=   

при 0j =  и  

                                                ( ) ( )1
1

, 0( )
r

j
p j p jv A

N A H A Fτ −
− −

−
= Ψ   

при 0j < . Пусть ( )11 2, , ,
r

n n
v A

Q Q Q C−
×∈…  матрицы которые удовлетворяют соотношениям 

(3.2.1). Рассмотрим оператор ( ) ( )1 1

: r rnv A nv A
QK C C

− −

→  действующий следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 11 11 1
, ,...,

r r r r r r

TT T T

Q v A v A v A v A v A v A
K Q y Q y y Q y y− − − − − −− −

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

Y  

где ( ) ( )( )1
1

1 2 , , , 1, ,
r

T
T T T n

i rv A
y y y y y C i v A−

−⎡ ⎤ ∈ =⎢ ⎥⎣ ⎦
… …,= . Оператор QK  допускает матричное 

представление: 

                                           

( )
( )

1

1 1

1

0 0 0

0 0

0 0

r

r

v A

n v AQ

n

Q

I QK

I Q

−

− −

−⎛ ⎞
⎜ ⎟

−⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

"

"

#
"

 

Заметим, что ( )1 1Q j jK F F j+⊂ ≤ − . Нетрудно убедиться  , что при достаточно малых z  имеет 

место равенство:(см.Предложение3.2.1.) 

              ( ) ( ) ( )( )
1 1

1

1
1 1

0r r
r

m
p Q Qv A v Am km kk v A

H A K y z A K y− −
−

∞ −
− − −

− −−
= =−

Ψ = Ψ∑ ∑ . 

Используя соотношения (3.2.1), получим  
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                                 ( ) ( )
( )1

1
1 1

10 1

r

r

v A
m

p Q kv A m km k
H A K y z A y

−

−

∞
− − −

− + +
= =

Ψ = ∑ ∑  

Отсюда 

                ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1

0 1
r r

p Q pv A v A
H A K y H A y yτ − −

− − − − −
−− −

Ψ = Ψ −H                            (3.4.1). 

Поскольку  ( )1 2jF F j−⊂ ≤ − , то при  1j ≤ −   имеет место равенство 

               ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1

0
r r

p j p Q jv A v A
H A F H A K Fτ− −

− − − −
− −

Ψ = Ψ                                        (3.4.2). 

Пусть ( )1j jθ ≤ −  некоторое прямое дополнение j Q jF K F+  в 1jF + , а 0θ  некоторое прямое 

дополнение 1Im −
−H  в nC . 

Предложение3.4.1  Пусть ( )n n
pA L

×−∈ (1 )p≤ ≤ ∞ , ( )1
1 1( )

n n
A M

×− − −∈ Ω ∩MF  . Если 

( )1 0rv A− ≠  и 0j < , то пространства ( ) ( )1
1 1

, 0
r

j
p j p jv A

M H Aτ θ−
+ − −

−
= Ψ  являются ( ),p j

+
-

индексными подпространствами м.-ф. A , а если 0j = , то 0θ  является ( );0p
+

 индексным 

подпространством м.-ф. A . Кроме того, ( ),dim dim 0p j jM jθ= < . 

Доказательство. Пусть ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1

r r
p j Q j p jv A v A

f H A F K F H A θ− −
− − − −

− −
∈ Ψ + ∩ Ψ  и 0j < . 

Тогда существуют 1 2, jy y F∈  и jy θ∈  такие, что  

                                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1

1 2
r r

p p Qv A v A
f H A y H A y K y− −

− − − −
− −

= Ψ Ψ += , 

т.е.  

                                                    ( ) ( ) ( )( )1
1

1 2 0
r

p Qv A
H A y y K y−

− −
−

Ψ − + = ,  

Тогда, учитывая (3.2.2), нетрудно заметить, что ( )11 2
l

Q v A
y y K y F −−
− − ∈  и потому 

1 2Q jy y K y F− − ∈ . Отсюда получаем, что ( )j Q j jy F K F θ∈ + ∩ , т.е. 0y =  и потому 0f = . С 

другой стороны, в силу предложений 3.1.1. и 3.3.1. имеем 
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  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 1

, 1 0 1 0
r r

j j
p j p j p j Q jv A v A

N A H A F H A F K Fτ τ− −
+ − − + − −

+ +− −
= Ψ = Ψ + +                   

( ) ( )1
1 1

0
r

j
p jv A

H Aτ θ−
+ − −

−
+ Ψ ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 1 1 1
0 0

r r

j j
p Q j p jv A v A

H A K F H A Fτ τ− −
+ − − + − −

− −

⎛ ⎞= Ψ + Ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Поскольку в силу (3.4.2)  

                                                  ( ) ( ) ( )1
1 1

, 0
r

j
p j p Q jv A

N A H A K Fτ −
+ − −

−
= Ψ   

и  

                                                  ( ) ( ) ( )1
1 1

0 , 0
r

j
p j p jv A

N A H A Fτ τ −
+ − −

−
= Ψ ,  

то ( ), 0p jM j <  являются ( ),p j
+
-индексным подпространством м.-ф. A .  

Пусть 0j = . Нетрудно видеть, что ( ),1
n

pC N A⊂  и ( ) ( )0 ,0 ,1p pN A N Aτ ⊂ . С другой стороны  

( ) { }0 ,0 0n
pC N Aτ∩ = . Из равенства ( ) ( ) ( )( ),dim , ,p k p

j k
N A k j G j k j Zμ

<

= − ∈∑  (см. [77] ) 

имеем  

                                      ( ) ( ),1 1dim p nN A n κ κ κ κ= + = + +"   

и 

                                                ( ),0dim pN A κ= .  

Отсюда ( ) ( ) ( )1
,1 0 ,0 0 Imn n

p p pN A C N A C H Aτ τ − −= + = +� � . В силу (3.4.1), пространства 

( ) ( )1 1
0Im Imp pH A H Aτ− − − −+  и  ( ) ( ) ( )1

1
0 1

r
p Qv A

H A K y x yτ −
− − −

−−
Ψ + +H  ( где y x,  произвольные 

векторы из ( )1
rnv A

C
−

) совпадают. Взяв Qx K= − Y , получим 

( ) ( )1 1
1 0Im Im Imp pH A H Aτ− − − − −
− ⊂ +H , т.е.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
,0 0 ,0 0 1 0 ,0Im Im Imp p p p pN A N A H A H A N Aτ τ τ− − − − −

−+ = + = +�H . 

Из равенства ( ) ( )1
,1 0 Imn

p pN A C H Aτ − −= +�  следует, что ( ) ( ),1 ,0 0
ˆ

p pN A N A θ= +� . 

Пусть ( )0jy jθ∈ <  и ( ) ( )1
1 0

r
p v A

H A y−
− −

−
Ψ = . Тогда 0y = , т.е ,dim dimp j jM θ= .                  □ 

Из предложения 3.4.1. и теоремы1.1.6   следует следующая теорема. 
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Теорема.3.4.1 Пусть ( )n n
pA L

×−∈ , ( )1
1 1( )

n n
A M

×− − −∈ Ω ∩MF , ( )1 0rv A− ≠  и 1 sη η< <"  все 

возможные значения ( )1 ,n r pκ κ +≤ ≤ −"  частных индексов м.-ф. A . Пусть { },1, ,i i inη ηy ...y  

( )1, ,i s= …  базисы пространств 
iη

θ ( )1, ,i s= … , а в.-ф. ( ), 1, , ; 1, ,
i j iU i s j nη = =… …  определены 

следующим образом. ( ) ( )1
1 1

, 0 ,
i

i ir
j p jv A

U H Aη
η ητ −

+ − −
−

= Ψ y , если 0, 1, . ; 1, ,i ii s j nη < = =… … ; 

 и 0, 0,j jU = y  если 0sη = , 1, , sj n= … . 

 Тогда, если 
1 1 1 2,,1 , 1 ,, , , , ,

s sn nA U U U Uη η η η+
⎡ ⎤= ⎣ ⎦" " , ( ) 1 , ,t ding t tκ κ⎡ ⎤Λ = ⎣ ⎦" n , 1A AA −

− += Λ , то 

представление 1A A A−
− += Λ  является ( ),I r p+  факторизацией м.-ф. A . 

Если ( )1 0rv A− = , то представление n nA AI I=  является ( ),I r p+  факторизацией м.-ф. A  .  

20 . Рассмотрим теперь случай, когда ( )( ) 1, ( )
n n

p pA M A
×− − −∈ Γ ∈ ΩMF (1 )p< < ∞ . 

Пусть ( ), 0, ,i i mε′Ω = …  односвязные области с границей , ,i iε ε′ ′Γ = ∂Ω  удовлетворяющие 

включениям: 0 ,0ε′Ω ⊂ Ω , ,0 0 Uε ε′Ω ⊂ Ω + , ,i iε′Ω ⊂ Ω , ( ), 1, ,i i U i mε ε′Ω ⊂ Ω + = … . Будем 

предполагать, что ( ), 0, ,i i mε′Γ = …  являются замкнутыми жордановыми спрямляемыми 

кривыми и контур ,
0

m

j
j

ε ε
=

′ ′Γ = Γ∪  ориентирован таким образом, что при ее обходе внутренняя 

область 0, ,
1

\
m

j
j

ε ε ε
+

=

′ ′ ′Ω = Ω Ω∪  остается слева, а внешняя область \Cε ε
− +′ ′Ω = Ω  справа. 

Следующая теорема позволяет восстановить ( ),I r p+ (1 )p< < ∞  факторизацию м.-ф. A  на 

контуре Γ  по ее факторизации на контуре ε′Γ . 

Теорема.3.4.2. Пусть ( )( )n n
pA M

×−∈ Γ , 1 ( )pA− −∈ ΩMF , а целое неотрицательное число k  и 

многочлен q  нули которого лежат в −Ω , таковы, что ( )( )0
n nk

pqA Lτ
×− −∈ Γ . Тогда при 

достаточно малом 0ε >  м.-ф. 0
kqAτ −  допускает ( ),WH r p  факторизацию относительно 

контура ε′Γ . Если представление 1
0

k qA A Aτ − −
− += Λ� ��  является ( ),WH r p  факторизацией м.-ф. 
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0
kqAτ −  относительно контура ε′Γ , то n nA R ×

+ ∈� . Если A A q+ += � , 0
kτΛ = Λ� , 1

0
kA qAAτ − −

− += Λ� � , 

то представление 1A A A−
− += Λ  является ( ),I r p+  факторизацией м.-ф. A  на контуре Γ . В 

частности ( ),r p+  частные индексы м.-ф. A  в случае ( )1 1
0 0k

lv q Aτ − − − >  могут быть 

вычислены по формулам 

( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1 1
0 1 0 0, , , 1, ,k k k

i i j jv q A k card j h q A h q A i i nε εκ τ τ τ− − − − − − − − − − −
− ′ ′= − + + Γ − Γ < = …  

Если ( )1
0 0k

lv qAτ − − = , то 1 n kκ κ= = =" .  

Доказательство. Из условий ( )( )n n
pA M

×−∈ Γ , 1 ( )pA− −∈ ΩMF  следует, что число 0ε >  

может быть выбрано таким образом, что м.-ф. A  аналитична и det A  отлична от нуля в 

некоторой области, содержащей множество \ε
+ +′Ω Ω . Поскольку ( ) ( )

1
0

kqA M ετ
±− −

∞ ′∈ Γ , то из 

теоремы 2.7 [44] следует, что м.-ф. 0
kqAτ −  допускает ( ),WH r p  факторизацию относительно 

контура ε′Γ . В частности, из теоремы 1.1.9 эта факторизация одновременно является и 

( ),I r p+  факторизацией относительно контура ε′Γ . Утверждение относительно n nA R ×
+ ∈� , по 

существу, содержится в доказательстве теоремы 2.4.1. Непосредственной проверкой 

нетрудно убедиться, что факторы A±  и Λ  удовлетворяют условиям определения ( ),I r p+  

факторизации м.-ф. относительно контура Γ . Формулы для частных индексов следуют из 

теоремы  3.3.1 и равенства 0
kτΛ = Λ� .                  □ 

                                                

§5 Некоторые замечания 

 

10Пользуясь доказательством теоремы 3.4.2. и повторяя рассуждения доказательства 

теоремы  2.4.1 нетрудно убедиться в справедливости следующего утверждения. 

Теорема.3.5.1 Пусть ( )( )n n
pA M

×−∈ Γ , 1 ( )pA− −∈ ΩMF (1 )p< < ∞ . Тогда сумма ( ),r p+  

частных индексов м.-ф. A  совпадает с разницей количества полюсов и нулей функции det A  

в области −Ω  с учетом их кратности. 
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Замечание.3.5.1  Пусть ( )n n
pA M

×−∈ � , 1 ( )pA− −∈ ΩMF . В силу определения класса pM −� , 

существует полином 0q , нули которого расположены на контуре Γ  и ( )0
n n

pq A M
×−∈ . Тогда 

( ) 1
0 ( )pq A − −∈ ΩMF . Теоремы 3.4.1 и 3.4.2 позволяют строить ( ),I r p+  факторизацию м.-ф.  

0q A . ( ),I r p+ факторизация м.-ф. A  может быть восстановлена из ( ),I r p+  факторизации 

0q A  с помощью схемы предложенной в главе I §2. 

20Теоремы1.3.1 и 1.3.2 относительно   задачи Римана для м.-ф. 1( ) ( )T
pG − −∈ ΩMF  

(1 p< < ∞ ) можно сформулировать следующим образом. 

Теорема3.5.2  Пусть 1( ) ( )T
qG − −∈ ΩMF  и ( )

n nT
qG M

×−∈ � (1 , ( 1))p q p p< < ∞ = − .Тогда 

утверждение теоремы1.3.1 справедливо.Кроме того, если  1( ) ( )T
qG − −∈ ΩMF , ( )

n nT
qG M

×−∈  

то  1( ) ( )T n
pG g L− +

+ ∈  . 

Доказательство.Первое утверждение очевидным образом следует из теорем 3.1.1 и 1.3.1. 

Из следствии 3.1.1 имеем что 0
T n nG R ×
+ ∈  и ( )det 0TG z+ ≠ , для z∈Γ .Отсюда следует что 

1
0( )T n nG R− ×

+ ∈ ,и потому 1( ) ( )T n
pG g L− +

+ ∈ ,что доказывает теоремы 3.5.2.                                      □ 

Аналогичным образом доказывается следующая теорема. 

Теорема3.5.3 Пусть 1( ) ( )T
qG − −∈ ΩMF  и ( )

n nT
qG M

×−∈ � .Тогда справедливы  утверждение 

теоремы1.3.2. Кроме того, если 1( ) ( )T
qG − −∈ ΩMF , ( )

n nT
qG M

×−∈  , то условие  b)  

теоремы1.3.2    выполняется автоматическим образом. 
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Заключение 

 

В диссертационной работе получены следующие результзты: 

   

• Для произвольной рациональной функции g приводится сxема построения индексной 

факторизации матрицы-функции gG по индексной факторизации матрицы-функции G. 

 

• Векторная краевая задача Римана решена в терминаx индексной факторизации. 

 

• Введены классы ( )p
+ΩMF ( ( )p

−ΩMF ) (1 )p≤ ≤ ∞ мероморфныx матриц-функций во 

внутренней(внешней) области контура.Для матриц-функций из класса  ( )p
+ΩMF и матриц-

функций обратные к которым принадлежат ( )p
−ΩMF , получены необxодимые и 

достаточные условия существования индексной факторизуемости. 

 

• Получены явные формулы частныx индексов и суммарного индекса для  матриц-функций 

из указанныx классов. 

 

• Построена индексная факторизация  матриц-функций из указанныx классов. 
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