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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ãàðìîíè÷åñêèõ
è ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ â åäèíè÷íîì ïîëèêðóãå è øàðå èç ℂn, à òàêæå
â ïîëóïðîñòðàíñòâå è åäèíè÷íîì øàðå èç ℝn. Âñå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà,
êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû â íàñòîÿùåé ðàáîòå, â ïðèíöèïå âîçíèêëè è ðàçâèëèñü
èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè êëàññîâ Õàðäè Hp. Îñíîâîïîëîæíèêè ýòîé òåîðèè � Õàðäè
è Ô. Ðèññ â 1910-20-õ ãîäàõ çàìåòèëè, ÷òî åñëè f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â
åäèíè÷íîì êðóãå D, òî åå èíòåãðàëüíîå ñðåäíåå ïîðÿäêà p > 0 íà îêðóæíîñòè ∣z∣ = r

Mp(f ; r) =

(
1

2�

∫ �

−�
∣f(rei�)∣pd�

)1/p

, 0 ≤ r < 1, (1)

îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî ìàêñèìóì ìîäóëÿ

M∞(f ; r) = max
∣z∣=r
∣f(z)∣, 0 ≤ r < 1,

îíè âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè ïî r. Ô. Ðèññ ïðåäëîæèë ââåñòè êëàññ Hp àíàëèòè÷åñêèõ
â åäèíè÷íîì êðóãå D ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà (1) îãðàíè÷åíà. Îòíîñèòåëüíî
íîðìû

∥f∥Hp = sup
0<r<1

Mp(f ; r) (2)

êëàññû Hp ñòàíîâÿòñÿ áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè ïðè 1 ≤ p ≤ ∞ , à ïðè 0 < p < 1
êëàññû Hp ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ëèíåéíûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè îòíîñè-
òåëüíî èíâàðèàíòíîé ìåòðèêè ∥f − g∥Hp .

Îñíîâîïîëàãàþùèå ðàáîòû Õàðäè, Ëèòòëâóäà, Ô. Ðèññà, Ì. Ðèññà, Ñåã�å, Ñìèð-
íîâà, Ïðèâàëîâà, Áåðãìàíà, Íåâàíëèííû è èõ ïîñëåäîâàòåëåé âûÿâèëè òó âàæíóþ
ðîëü, êàêóþ èãðàþò êëàññû Õàðäè è èõ îáîáùåíèÿ â ðàçëè÷íûõ âîïðîñàõ ãàðìîíè÷å-
ñêîãî àíàëèçà, ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé, òåîðèè ñòåïåííûõ ðÿäîâ è ðÿäîâ Ôóðüå,
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ýêñòðåìàëüíûõ è àïïðîêñèìàöèîííûõ çàäà÷.

Â 1920-30-õ ãîäàõ â ðàáîòàõ Áåðãìàíà [48], Õàðäè, Ëèòòëâóäà, Ïýëè ([104]�[107],
[147], [148]), Çèãìóíäà [15] è äðóãèõ âîçíèêëè àíàëîãè è îáîáùåíèÿ êëàññîâ Õàð-
äè, â êîòîðûõ ðàâíîìåðíàÿ íîðìà â (2) çàìåíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé íîðìîé, îáû÷íî
ñ íåêîòîðûì âåñîì. Âîçíèêàþò ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà è ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàí-
íîé íîðìîé. Â Àðìåíèè èññëåäîâàíèå è ðàçâèòèå òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà è
äðóãèõ ñìåæíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ íà÷àëîñü ñ ðàáîò Ì.Ì. Äæðáàøÿíà (ñì.
[10], [11], [12]), êîòîðûé, â ÷àñòíîñòè, âûâåë èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Õàðäè ïîíèìàåòñÿ â øèðîêîì ñìûñëå
è îáúåäèíÿåò ðÿä äàëåêèõ äðóã îò äðóãà îáëàñòåé êëàññè÷åñêîãî è ñîâðåìåííîãî
àíàëèçà.
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Ãîâîðÿò, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ â êðóãå D ôóíêöèÿ f(z) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
H(p, q, �) (0 < p, q ≤ ∞, � > 0) ñî ñìåøàííîé íîðìîé, åñëè äëÿ f(z) êîíå÷íà
(êâàçè)íîðìà

∥f∥p,q,� =

(∫ 1

0

(1− r)�q−1M q
p (f ; r)dr

)1/q

, q <∞,

∥f∥p,∞,� = sup
0<r<1

(1− r)�Mp(f ; r).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå p = q êëàññû H(p, p, �) ñâîäÿòñÿ ê âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì Áåðã-
ìàíà, à ïðè q = ∞ ïîëó÷àþùèåñÿ êëàññû H(p,∞, �) íàçûâàþò âåñîâûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè Õàðäè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùèå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíê-
öèè, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ℎ(p, q, �).

Ïðîñòðàíñòâà H(p, q, �), ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé è èõ àíàëîãè â ìíîãîìåð-
íûõ îáëàñòÿõ ℂn è ℝn ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç îñíîâíûõ îáúåêòîâ èçó÷åíèÿ â íàñòîÿùåé
ðàáîòå.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ëåæèò â ðóñëå êëàññè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ òåîðèè ïðîñòðàíñòâ
Õàðäè è âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå îñíîâíûå òåìû:

1) íåðàâåíñòâà Ëèòòëâóäà�Ïýëè;
2) ëàêóíàðíûå ðÿäû â H(p, q, �) è ñìåæíûõ êëàññàõ;
3) èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ïðîåêöèè òèïà Áåðãìàíà â ℎ(p, q, �);
4) ìàêñèìàëüíûå òåîðåìû òèïà Õàðäè�Ëèòòëâóäà â êëàññàõ Áåðãìàíà ℎ(p, p, �);
5) èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû è ïðîèçâîäíûå â ℎ(p, q, �) è ñìåæíûõ êëàññàõ;
6) èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ãàðìîíè÷åñêîå ñîïðÿæåíèå â ℎ(p, q, �), âêëþ-

÷àÿ êëàññû ℎ(p, q, !) ñ ãîðàçäî áîëåå îáùèìè âåñàìè, ÷åì òðàäèöèîííûå ñòåïåííûå
âåñîâûå ôóíêöèè.

Âñå ýòè âîïðîñû ìû áóäåì èçó÷àòü íå òîëüêî â êëàññàõ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé
íîðìîé, íî â òîé èëè èíîé ñòåïåíè â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, êàê âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà
Õàðäè, Áåðãìàíà, Õàðäè�Ñîáîëåâà, Ëèïøèöà�Áåñîâà, Ëîðåíöà, Áëîõà, BMO.

Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåâîåííîå âðåìÿ âåñîìûé âêëàä â ðàçâèòèå óêàçàííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ âíåñëè Äæðáàøÿí, Ôëåòò, Òåéáëñîí, Ñòåéí, Ôîðåëëè, Ðóäèí, Õàâèíñîí,
Õàâèí, Äþðåí, Øèëäñ, Âèëüÿìñ, Ñòîëë è äðóãèå, ñì. èõ ðàáîòû â Áèáëèîãðàôèè. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ íåñêîëüêî ãðóïï ñïåöèàëèñòîâ â ìèðå àêòèâíî ðàáîòàþò â óêàçàí-
íûõ íàïðàâëåíèÿõ, îñîáåííî â Èñïàíèè, Ñåðáèè, ÑØÀ, Êèòàå, Þæíîé Êîðåå, Ãåð-
ìàíèè, Ðîññèè, Ôèíëÿíäèè. Îòìåòèì èìåíà íåêîòîðûõ àâòîðîâ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ
ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëèñü â íàñòîÿùåé ðàáîòå èëè î÷åíü áëèçêè ê òåìå íàñòîÿùåé
ðàáîòû: Áëàñêî, Îðòåãà, Ôàáðåãà, Ãèðåëà, Ïåëàåñ, Ïàâëîâè÷, Éåâòè÷, Ñòåâè÷, Êîéô-
ìàí, Ðîõáåðã, Áåàòðóñ, Áóðáåà, Ëþêèíã, Àêñëåð, Æó, Æàî, Øè, Ìèàî, Ðåí, Ëè, Áóè,
×îé, Êèì, Êâîí, Øïð�åññèã, Ãþðëåáåê, Áåðíøòåéí, Øèðîêîâ, Àëåêñàíäðîâ, Äüÿêî-
íîâ, Øàìîÿí, Àóëàñêàðè è äðóãèå.

Ïóñòü
Un = {z = (z1, . . . , zn) ∈ ℂn : ∣zj∣ < 1, 1 ≤ j ≤ n}

� åäèíè÷íûé ïîëèêðóã ïðîñòðàíñòâà ℂn, è

T n = {w = (w1, . . . , wn) ∈ ℂn : ∣wj∣ = 1, 1 ≤ j ≤ n}
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� n-ìåðíûé òîð (îñòîâ ïîëèêðóãà). Â ïîëèêðóãå Un áóäåì ðàññìàòðèâàòü n-ãàðìîíè-
÷åñêèå ôóíêöèè, ò.å. ôóíêöèè, ãàðìîíè÷åñêèå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé zj â îòäåëüíî-
ñòè.

Ïóñòü

In = [0, 1)n, � ∈ ℂn, r ∈ In, dr = dr1 ⋅ ⋅ ⋅ drn, r� = (r1�1, . . . , rn�n).

×åðåç ℤn+ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ m = (m1, . . . ,mn) ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè öåëûìè êîîðäèíàòàìè mj ∈ ℤ+. Ñ÷èòàÿ òàêæå, ÷òî q ∈ ℝ, � =
(�1, . . . , �n), ïîëîæèì

(1− r)� =
n∏
j=1

(1− rj)�j , r� =
n∏
j=1

r
�j
j , Γ(�) =

n∏
j=1

Γ(�j),

(
∂

∂r

)m
=

(
∂

∂r1

)m1

⋅ ⋅ ⋅
(

∂

∂rn

)mn
, �q + 1 = (�1q + 1, . . . , �nq + 1).

Äëÿ ôóíêöèè f(z) = f(rw), r ∈ In, w ∈ T n, çàäàííîé â Un, ââåäåì â ðàññìîò-
ðåíèå îïåðàòîð D� ≡ D�

r äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé r ∈ In:

D−�f(z) =
r�

Γ(�)

∫
In

(1− �)�−1f(�z)d�, D�f(z) =

(
∂

∂r

)m
D−(m−�)f(z),

D−�f(z) = r−�D−�f(z), D�f(z) = D�
{
r�f(z)

}
, z = rw ∈ Un,

ãäå �j > 0, m ∈ ℤn+, mj − 1 < �j ≤ mj, 1 ≤ j ≤ n.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℎ(Un) (è H(Un)) ìíîæåñòâî âñåõ n-ãàðìîíè÷åñêèõ (ñîîòâ. ãîëî-

ìîðôíûõ) ôóíêöèé â Un. Äëÿ èçìåðèìîé â Un ôóíêöèè f(z) = f(rw) åå èíòåãðàëü-
íûå ñðåäíèå çàïèøåì êàê

Mp(f ; r) =
∥∥f(r⋅)

∥∥
Lp(Tn;dmn)

, r = (r1, . . . , rn) ∈ In, 0 < p ≤ ∞,

ãäå In = [0, 1)n, dmn � ìåðà Ëåáåãà íà T n, íîðìèðîâàííàÿ òàê, ÷òîáû mn(T n) = 1.
Êëàññ n-ãàðìîíè÷åñêèõ (ãîëîìîðôíûõ) ôóíêöèé f(z), äëÿ êîòîðûõ

∥f∥ℎp = sup
r∈In

Mp(f ; r) < +∞,

åñòü îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâî Õàðäè ℎp (ñîîòâ. Hp).
Êâàçèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî L(p, q, �)

(
0 < p, q ≤ ∞, � = (�1, . . . , �n)

)
�

ýòî ìíîæåñòâî òåõ ôóíêöèé f(z), èçìåðèìûõ â ïîëèêðóãå Un, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà
êâàçèíîðìà

∥f∥p,q,� =

⎧⎨⎩

⎛⎝∫
In

n∏
j=1

(1− rj)�jq−1M q
p (f ; r)

n∏
j=1

drj

⎞⎠1/q

, 0 < q <∞,

ess sup
r∈In

n∏
j=1

(1− rj)�jMp(f ; r), q =∞.
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Åñëè äëÿ êàæäîãî j ∈ [1, n],

(1− r)�Mp(u; r) = o(1) ïðè rj → 1−,

òî ñêàæåì, ÷òî n-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u(z) ïðèíàäëåæèò ìàëîìó ïðîñòðàíñòâó
ℎ0(p,∞, �).

Îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâà L(p, q, �), ñîñòîÿùèå èç n-ãàðìîíè÷åñêèõ èëè ãîëî-
ìîðôíûõ ôóíêöèé,

ℎ(p, q, �) = ℎ(Un) ∩ L(p, q, �),

H(p, q, �) = H(Un) ∩ L(p, q, �),

H0(p,∞, �) = H(Un) ∩ ℎ0(p,∞, �).

Äëÿ p = q <∞ ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) è H(p, q, �) ñîâïàäàþò ñ èçâåñòíûìè âåñîâûìè
ïðîñòðàíñòâàìè Áåðãìàíà, à ïðè q =∞ ïîëó÷àåì âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Õàðäè.

Â Ãëàâå 1 ìû îáîáùàåì êëàññè÷åñêèå Lp�íåðàâåíñòâà Ëèòòëâóäà�Ïýëè

∥g(f)∥Lp ≈ ∥f∥Lp , 1 < p <∞, (3)

ãäå

g(f)(�) =

(∫ 1

0

(1− r)∣f ′(rei�)∣2dr
)1/2

, � ∈ (−�, �), (4)

f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â åäèíè÷íîì êðóãå D, ñì. [148], [15, Ãë. XIV].
Ëèòòëâóä [146, Ïðîáëåìà 28, ñ.43] âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå î ñïðàâåäëèâîñòè Lp-

íåðàâåíñòâ (3) äëÿ g-ôóíêöèè (4) â ñëó÷àå äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ è âûðàçèë
æåëàíèå îáîéòèñü áåç "ïëîñêèõ" êîìïëåêñíûõ ìåòîäîâ.

Äëÿ çàäàííîé â Un ôóíêöèè f(z) è ïàðàìåòðîâ �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 0 < q ≤ ∞
îïðåäåëèì g-ôóíêöèþ òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè:

gq,�(f)(w) =

⎧⎨⎩
(∫

In
(1− r)�q−1∣D�f(rw)∣qdr

)1/q

, 0 < q <∞,

ess sup
r∈In

(1− r)�∣D�f(rw)∣, q =∞.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè q = 2 è � = (1, 1, . . . , 1) ýòà ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóþò êëàñ-
ñè÷åñêîé g-ôóíêöèè (4).

Òåîðåìà 0.1. Ïóñòü �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 1 < p < ∞, 2 ≤ q < ∞, è u(z) � èíòåãðàë
Ïóàññîíà ôóíêöèè f ∈ Lp(T n). Òîãäà

∥gq,�(u)∥Lp ≤ C(p, q, �, n)∥f∥Lp .

Åñëè, ê òîìó æå, ôóíêöèÿ u(z) ãîëîìîðôíà â Un, òî äëÿ ëþáîãî p > 0 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

∥gq,�(u)∥Lp ≤ C(p, q, �, n)∥u∥Hp .

Òåîðåìà 0.2. Ïóñòü �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 1 < p < ∞, 0 < q ≤ 2, u(z) � n-
ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Un òàêàÿ, ÷òî gq,�(u) ∈ Lp(T n). Òîãäà u(z) ÿâëÿåòñÿ
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èíòåãðàëîì Ïóàññîíà ñâîåé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè f ∈ Lp(T n), ïðè÷åì èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

∥f∥Lp ≤ C(p, q, �, n)∥gq,�(u)∥Lp .

Ïðè n = 2, q = 2, � = (1, 1) Òåîðåìû 0.1 è 0.2 äàþò óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà
âîïðîñ Ëèòòëâóäà [146, Ïðîáëåìà 28, ñ.39,43]. Âàæíî, ÷òî íàøå äîêàçàòåëüñòâî ñâî-
áîäíî îò êîìïëåêñíûõ ìåòîäîâ è ìîæåò áûòü óñïåøíî ðàñïðîñòðàíåíî íà äðóãèå
ñëó÷àè. Â Ãëàâå 1 ïîëó÷åíû òàêæå äðóãèå ðàçíîâèäíîñòè Òåîðåì 0.1 è 0.2.

Â Ãëàâå 2 õàðàêòåðèçîâàíû ëàêóíàðíûå ñòåïåííûå ðÿäû â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â ïîëèêðóãå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {mk}∞k=0 íàçûâàåòñÿ ëàêóíàðíîé (ïî Àäà-
ìàðó), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ � > 1 òàêàÿ, ÷òî mk+1

mk
≥ � äëÿ âñåõ k = 0, 1, 2, . . . .

Ñîîòâåòñòâóþùèé ñòåïåííîé ðÿä íàçûâàåòñÿ ëàêóíàðíûì. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ïý-
ëè (ñì. [15, Ãë.5, Òåîð.8.20]) õàðàêòåðèçóåò ëàêóíàðíûå ðÿäû â ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè
è óòâåðæäàåò, ÷òî ãîëîìîðôíàÿ â Dôóíêöèÿ f(z), çàäàííàÿ ñõîäÿùèìñÿ ëàêóíàðíûì
ðÿäîì f(z) =

∑∞
k=0 akz

mk , ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè Hp äëÿ ëþáîãî p, 0 < p <∞,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {ak} ∈ ℓ2. Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû ýêâèâà-
ëåíòíû:

∥f∥Hp ≈

(
∞∑
k=0

∣∣ak∣∣2)1/2

.

Ìû ðàñïðîñòðàíèëè ðåçóëüòàò Ïýëè íà ñëó÷àé ïîëèêðóãà è çàòåì îáîáùèëè åãî, ïî-
ëó÷èâ õàðàêòåðèçàöèè áîëåå îáùèõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðôíûõ â ïîëèêðóãå
ôóíêöèé.

Òåîðåìà 0.3. Ïóñòü
{
mj,kj

}∞
kj=0

(j = 1, 2, . . . , n) � ïðîèçâîëüíûå ëàêóíàðíûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, è f(z) � ãîëîìîðôíàÿ â Un ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ñõîäÿùèìñÿ
ëàêóíàðíûì ðÿäîì

f(z) =
∑
k∈ℤn+

ak1...knz
m1,k1
1 ⋅ ⋅ ⋅ zmn,knn , z ∈ Un.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî p, 0 < p <∞, ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè Hp òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà {ak} ∈ ℓ2. Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñâóþùèå íîðìû ýêâèâàëåíòíû:

C1∥f∥Hp ≤

⎛⎝∑
k∈ℤn+

∣∣ak1...kn∣∣2
⎞⎠1/2

≤ C2∥f∥Hp ,

ãäå ïîñòîÿííûå C1, C2 > 0 íåçàâèñèìû îò f .

Òåîðåìà 0.4. Ïóñòü
{
mj,kj

}∞
kj=1

(j = 1, 2, . . . , n) � ïðîèçâîëüíûå ëàêóíàðíûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, � = (�1, . . . , �n), �j > 0, è f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â Un,
çàäàííàÿ ñõîäÿùèìñÿ ëàêóíàðíûì ðÿäîì

f(z) =
∑
k∈ℤn+

ak1...knz
m1,k1
1 ⋅ ⋅ ⋅ zmn,knn , z ∈ Un. (5)
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Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(a) f(z) ∈ H(∞,∞, �);

(b) f(z) ∈ H(p,∞, �) äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ (0,∞);

(c) f(z) ∈ H(p,∞, �) äëÿ âñåõ p ∈ (0,∞);

(d) sup
k∈ℤn+

∣ak∣
m�1

1,k1
⋅ ⋅ ⋅m�n

n,kn

< +∞.

Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû ýêâèâàëåíòíû:

∥f∥∞,∞,� ≈ ∥f∥p,∞,� ≈ sup
k∈ℤn+

∣ak∣
m�1

1,k1
⋅ ⋅ ⋅m�n

n,kn

.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò õàðàêòåðèñòèêó ëàêóíàðíûõ ðÿäîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ñî
ñìåøàííîé íîðìîé, êëàññàõ Áåñîâà è ðÿäà äðóãèõ.

Òåîðåìà 0.5. Ïóñòü
{
mj,kj

}∞
kj=0

(j = 1, 2, . . . , n) � ïðîèçâîëüíûå ëàêóíàðíûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, 0 < q < ∞, � = (�1, . . . , �n), �j > 0, � = (�1, . . . , �n), �j ∈ ℝ,
è f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â Un, çàäàííàÿ ñõîäÿùèìñÿ ëàêóíàðíûì ðÿäîì (5).
Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(a) D�f(z) ∈ H(∞, q, �);

(b) D�f(z) ∈ H(p, q, �) äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ (0,∞);

(c) D�f(z) ∈ H(p, q, �) äëÿ âñåõ p ∈ (0,∞);

(d)
∑
k∈ℤn+

∣∣ak1...kn∣∣q
m

(�1−�1)q
k1

⋅ ⋅ ⋅m(�n−�n)q
kn

< +∞.

Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû ýêâèâàëåíòíû:

∥D�f∥∞,q,� ≈ ∥D�f∥p,q,� ≈

⎛⎝∑
k∈ℤn+

∣∣ak1...kn∣∣q
m

(�1−�1)q
k1

⋅ ⋅ ⋅m(�n−�n)q
kn

⎞⎠1/q

.

Â Ãëàâå 3 ìû èññëåäóåì â îñíîâíîì îïåðàòîðû òèïà Áåðãìàíà è âîñïðîèçâî-
äÿùèå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì ïîëèêðóãå
Un ⊂ ℂn. Îãðàíè÷åííîñòü ïðîåêòîðîâ è äðóãèõ îïåðàòîðîâ òèïà Áåðãìàíà ïîëó÷åíà
â ïðîñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé è ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà.

Èçó÷àåòñÿ òàêæå íåîáû÷íîå ÿâëåíèå, ïðèñóùåå òîëüêî (n-)ãàðìîíè÷åñêèì êëàñ-
ñàì ℎ(p, q, �). Â îòëè÷èå îò ãîëîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ H(p, q, �), ïðè 0 < p < 1
ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) íå ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè ïðè íåêîòîðûõ ìóëüòèèíäåêñàõ
� = (�1, . . . , �n) ñ íåïîëîæèòåëüíûìè �j ≤ 0. Ïîëó÷åíû òî÷íûå óñëîâèÿ íà èíäåê-
ñû, ïðè êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè. ßäðî Ïóàññîíà
â ïîëèêðóãå

P (z) =
n∏
j=1

P (zj) =
n∏
j=1

1− ∣zj∣2

∣1− zj∣2

ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèìåðîì íåòðèâèàëüíîé ôóíêöèè èç ℎ(p, q, �) ñ �j ≤ 0.
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Äëÿ ïîëèêðóãà Un îïðåäåëèì ÿäðà P� òèïà Ïóàññîíà è "ñîïðÿæåííûå" ÿäðà Q�

òèïà Ïóàññîíà

P�(z, �) =
n∏
j=1

Γ(�j + 1)

[
Re

2

(1− zj �̄j)�j+1
− 1

]
, �j ≥ 0, z, � ∈ Un, (6)

Q�(z, �) =
n∏
j=1

Γ(�j + 1) Im
2

(1− zj �̄j)�j+1
�j ≥ 0, z, � ∈ Un. (7)

Ïðè �j = 0 ýòè ÿäðà ñâîäÿòñÿ ê îáû÷íûì ÿäðó è ñîïðÿæåííîìó ÿäðó Ïóàññîíà.
Áîëåå òîãî, ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü îïðåäåëåíèå ÿäåð P� è Q� íà îòðèöàòåëüíûå
�j < 0, ïîëàãàÿ P� = D�P0 è Q� = D�Q0 äëÿ âñåõ �j ∈ ℝ.

Äîêàçàíà âîñïðîèçâîäÿùàÿ èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà òèïà Ïóàññîíà�Áåðãìàíà â
ℎ(p, q, �).

Òåîðåìà 0.6. Ïóñòü �j > 0, u ∈ ℎ(p, q, �). Åñëè 0 < p, q ≤ ∞, �j > max{�j + 1/p−
1, �j}, ëèáî 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ 1, �j ≥ �j (1 ≤ j ≤ n), òî

u(z) =
1∏n

j=1 Γ(�j)

∫
Un

n∏
j=1

(1− ∣�j∣2)�j−1 P�(z, �)u(�) dm2n(�), z ∈ Un. (8)

ãäå P�(z, �) � ÿäðà òèïà Ïóàññîíà (6).
Ïðåäñòàâëåíèå (8) ïîðîæäàåò ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû òèïà Áåðãìàíà:

T�,�(f)(z) =
(1− ∣z∣2)�

Γ(� + �)

∫
Un

(1− ∣�∣2)�−1 P�+�(z, �) f(�) dm2n(�),

S�,�(f)(z) =
(1− ∣z∣2)�

Γ(� + �)

∫
Un

(1− ∣�∣2)�−1 ∣P�+�(z, �)∣ f(�) dm2n(�),

ãäå � = (�1, . . . , �n), � = (�1, . . . , �n). Òàêæå, ìû îïðåäåëèì ñõîæèå èíòåãðàëüíûå
îïåðàòîðû ñ "ñîïðÿæåííûì" ÿäðîì Q� òèïà Ïóàññîíà:

T̃�,�(f)(z) =
(1− ∣z∣2)�

Γ(� + �)

∫
Un

(1− ∣�∣2)�−1Q�+�(z, �) f(�) dm2n(�),

S̃�,�(f)(z) =
(1− ∣z∣2)�

Γ(� + �)

∫
Un

(1− ∣�∣2)�−1 ∣Q�+�(z, �)∣ f(�) dm2n(�).

Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè ýòèõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ
ñî ñìåøàííîé íîðìîé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà òèïà Ôîðåëëè�Ðóäèíà äàåò ÷àñòè÷íûé
îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà 0.7. (i) Ïóñòü 1 ≤ p, q ≤ ∞, �j > �j > −�j (1 ≤ j ≤ n). Òîãäà êàæäûé

èç îïåðàòîðîâ T�,�, T̃�,�, S�,�, S̃�,� íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî L(p, q, �) â
ñåáÿ. Áîëåå òîãî, îïåðàòîð T�,0 (�j = 0) ïðîåêòèðóåò L(p, q, �) íà ℎ(p, q, �).

(ii) Ïóñòü 1 ≤ p, q < ∞, �j, �j, �j ∈ ℝ. Òîãäà êàæäûé èç îïåðàòîðîâ T�,�, S�,�
îãðàíè÷åí â L(p, q, �) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè �j > �j > −�j (1 ≤ j ≤ n).

Äàëåå, âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷òî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðîñòðàíñòâà L(p, q, �) ñ îòðèöà-
òåëüíûìè �j ïðè îòîáðàæåíèÿõ T�,� è T̃�,� ? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáðàçîì ïðîñòðàíñòâà
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L(p, q, �) ñ �j ≤ 0 ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðîâ T�,0 è T̃�,0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Áåñîâà
ℎΛp,q

� n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z), çàäàííàÿ â Un, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó Áåñîâà Λp,q

� (0 < p, q ≤ ∞, �j ≥ 0), åñëè D�̃f(z) ∈ L(p, q, �̃ − �), ãäå �̃ =
(�̃1, . . . , �̃n), �̃j � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, ïðåâîñõîäÿùåå �j, è D� � îïåðàòîð èí-
òåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ.

Ïðîñòðàíñòâî Áåñîâà Λp,q
� ñíàáæåíî (êâàçè)íîðìîé ∥f∥Λp,q� = ∥D�̃f∥p,q,�̃−�.

Ïóñòü ℎΛp,q
� � ïîäïðîñòðàíñòâî Λp,q

� , ñîäåðæàùåå n-ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Äëÿ
ôóíêöèè f ∈ ℎΛp,q

� ìóëüòèèíäåêñ �̃ ìîæåò áûòü çàìåíåí íà ëþáîé ìóëüòèèíäåêñ
 = (1, . . . , n), j > �j, ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå íîðìû: ∥f∥ℎΛp,q� ≈
∥Df∥p,q,−�.

Òåîðåìà 0.8. Ïðè 1 ≤ p, q ≤ ∞, �j ≥ 0, �j > 0 (1 ≤ j ≤ n) îïåðàòîðû

T�,0 : L(p, q,−�) −→ ℎΛp,q
� , (9)

T̃�,0 : L(p, q,−�) −→ ℎΛp,q
� , (10)

îãðàíè÷åíû. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå (9) ñþðúåêòèâíî.
Äàëåå, êàê âûÿñíèë Ñòåéí [187], ïðîåêöèÿ Áåðãìàíà ñîõðàíÿåò êëàññû Ëèïøèöà â

åäèíè÷íîì øàðå èç ℂn èëè ℝn è â ñòðîãî ïñåâäîâûïóêëûõ îáëàñòÿõ èç ℂn (ñì. òàêæå
[142], [77]). Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ: âåðíî ëè ýòî ñâîéñòâî äëÿ áîëåå îáùèõ
ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà? Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû îáîáùàåì ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ íà
ïðîñòðàíñòâà Áåñîâà ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà òèïà Áåðãìàíà, êîòîðûé îãðàíè÷åííî
ïðîåêòèðóåò ïðîñòðàíñòâî Áåñîâà Λp,q

� íà åãî n-ãàðìîíè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ℎΛp,q
� .

Òåîðåìà 0.9. Ïðè 1 ≤ p, q ≤ ∞, �j > 0 (1 ≤ j ≤ n) îïåðàòîð òèïà Áåðãìàíà

Φ�̃(f)(z) =
1

Γ(�̃)

∫
Un

(1− ∣�∣2)�̃−1 P (z, �)D�̃f(�) dm2n(�),

íåïðåðûâíî ïðîåêòèðóåò Λp,q
� íà ℎΛp,q

� .
Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïðîåêöèîííûõ òåîðåì ìû íàõîäèì â Òåîðåìå 47 ñîïðÿæåí-

íûå ïðîñòðàíñòâà ê ℎ(p, q, �). Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû òàêæå â âåðõíåì
ïîëóïðîñòðàíñòâå èç ℝn+1.

Â Ãëàâå 4 ìû äîêàçûâàåì ìàêñèìàëüíûå òåîðåìû òèïà Õàðäè�Ëèòòëâóäà â âåñî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà íà åäèíè÷íîì øàðå èç ℝn è íà âåðõíåì ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå ℝn+1

+ . Ìàêñèìàëüíûå íåðàâåíñòâà Õàðäè è Ëèòòëâóäà ÿâëÿþòñÿ âàæíåéøèìè
èíñòðóìåíòàìè â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå, ñì. ìîíîãðàôèè [4], [15], [18], [23], [24].

Ïóñòü n ≥ 2 � öåëîå ÷èñëî, è B = Bn� îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð â n-ìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ℝn, è S = ∂B � åãî ãðàíèöà, åäèíè÷íàÿ ñôåðà. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ℎ(Bn,ℝ), ℎ(Bn,ℂ) ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà âåùåñòâåííîçíà÷íûõ è êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ â åäèíè÷íîì øàðå. Äëÿ âåùå-
ñòâåííîçíà÷íîé èëè âåêòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè f(x) = f(r�) â Bn (0 ≤ r < 1, � ∈ S),
åå èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Mp(f ; r) = ∥f(r⋅)∥Lp(S,d�), 0 ≤ r < 1, 0 < p ≤ ∞,
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ãäå d� � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Ëåáåãà íà ñôåðå S. Íîðìà Áåðãìàíà èçìåðèìîé ôóíê-
öèè â Bn îïðåäåëÿåòñÿ êàê

∥f∥p,� =

(∫
Bn

(1− ∣x∣)�∣f(x)∣pdVn(x)

)1/p

, 0 < p <∞, � > −1,

ãäå dVn � ìåðà Ëåáåãà íà øàðå Bn, íîðìèðîâàííàÿ òàê, ÷òîáû Vn(Bn) = 1. Â ïîëÿð-
íûõ êîîðäèíàòàõ èìååì dVn(x) = nrn−1drd�(�) ([42, ñ.6]). Îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ℎp� ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

ℎp� =
{
u ∈ ℎ(Bn,ℝ) èëè u ∈ ℎ(Bn,ℂ) : ∥u∥p,� < +∞

}
.

Îáùóþ òåîðèþ ãàðìîíè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà ìîæíî íàéòè â [42], [121], [153].

Òåîðåìà 0.10. Ïóñòü u(x) : Bn −→ ℝ � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ℎp� â åäèíè÷íîì øàðå Bn äëÿ íåêîòîðûõ � > −1
è 0 < p < 1. Òîãäà ðàäèàëüíûå ìàêñèìàëüíûå ôóíêöèè

u+(x) = sup
0<t<1

∣∣u(tx)
∣∣ = sup

0<�<r

∣∣u(��)
∣∣, x = r�,

g(x) = sup
0<t<1

∣∣∇u(y)∣y=tx

∣∣ = sup
0<�<r

∣∣(∇u)(��)
∣∣, x = r�,

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

∥u+∥p,� ≤ C(p, �, n)∥u∥p,�.

∥g∥p+�,� ≤ C(p, �, n)∥u∥p,�.
Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû òàêæå â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå èç ℝn+1.

Ýòè ìàêñèìàëüíûå òåîðåìû ïðèìåíÿþòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ îöåíîê èíòåãðàëîâ è
ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå ìàëîñòè ïàðàìåòðà 0 < p < 1 â ìàêñèìàëüíûõ òåîðåìàõ
èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ∣u∣p ïðè 0 < p < 1 óæå íå
ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, à åå èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå Mp(u; r), âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ìîíîòîííû ïî r. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âûÿâëÿåò öåííîñòü Òåîðåìû
0.10 äëÿ äîñòèæåíèÿ íàøèõ öåëåé â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

Ãëàâà 5 � îäíà èç îñíîâíûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Â Ðàçäåëàõ 5.1 è 5.2 ìû èçó÷à-
åì ñëåäóþùèé âîïðîñ: åñëè n-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u(z) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðîèçâîäíîé èëè ïåðâîîá-
ðàçíîé ýòîé ôóíêöèè. Çäåñü ìû âíîâü ïðèõîäèì ê î÷åíü íåïðèÿòíîìó îáñòîÿòåëü-
ñòâó, à èìåííî, ÷òî ôóíêöèÿ ∣u∣p (0 < p < 1) íå îáÿçàòåëüíî n-ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ,
à èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå Mp(u; r), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîíîòîííû ïî r. Ïåðåõîä îò
n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ê ãîëîìîðôíûì íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó n-ãàðìîíè÷åñêèå
ôóíêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé. Ïîýòîìó íàì íóæíà íåçàâèñèìàÿ òåîðèÿ n-ãàðìîíè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ℎ(p, q, �)
ñî ñìåøàííîé íîðìîé.

Áîëüøóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèé ñ (äðîáíûì) èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèåì â ïðî-
ñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå åäèíîé óïîðÿ-
äî÷åííîé òàáëèöû.

12



Òåîðåìà 0.11. Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞, � = (�1, . . . , �n), � = (�1, . . . , �n),�j ∈ ℝ,
�j ∈ ℝ, 1 ≤ j ≤ n, p0 = min

1≤j≤n
1/(�j + 1/p − �j). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:

(i) D� : ℎp −→ ℎ(p, q, �), �j > 0, 1 < p ≤ q ≤ ∞, q ≥ 2, (11)

(ii) D� : ℎp −→ ℎ(p,∞, �), �j ≥ 0, (12)

(iii) D� : ℎp −→ ℎ (p1, q, � + 1/p− 1/p1) , �j > 0, 1 < p ≤ q ≤ ∞,
q ≥ 2, p ≤ p1 ≤ ∞, (13)

(iv) D� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(p, q, � + �), �j ≥ 0, 0 < p <∞, (14)

(v) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(p, q, �− �), −∞ < �j < �j, �j > 0, (15)

(vi) D−� : ℎ(p,∞, �) −→ ℎ
(
p, log(1/p)

)
, 0 < p ≤ 2, �j > 0, (16)

(vii) D−� : ℎ(p,∞, �) −→ ℎ
(
p, log(1/2)

)
, 2 ≤ p <∞, �j > 0, (17)

(viii) D−� : ℎ(p,∞, �) −→ ℎ(∞,∞, 1/p), 0 < p <∞, �j > 0, (18)

(ix) D−� : ℎ(∞,∞, �) −→ ℎ
(
p, log(1/2)

)
, 0 < p <∞, �j > 0, (19)

(x) D−� : ℎ(∞,∞, �) −→ ℎ
(
∞, log(1)

)
, �j > 0, (20)

(xi) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp, �j > 0, 0 < p <∞,
0 < q ≤ min{2, p}, (21)

(xii) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp, �j > �j > 0, (22)

(xiii) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎs, �j > 0, �j < �j < �j + 1/p,

0 < p <∞, 0 < s < p0, (23)

(xiv) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp0 , �j > 0, �j < �j < �j + 1/p,

0 < p <∞, 0 < q ≤ p0, (24)

(xv) D−� : ℎ(∞, q, �) −→ ℬℎ, �j > 0, (25)

(xvi) D−� : ℎ(p, q, �) −→ BMOℎ, �j = �j + 1/p > 0, 0 < p <∞, (26)

(xvii) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ∞, �j = �j + 1/p > 0, 0 < q ≤ 1, (27)

(xviii) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎΛ�−�−1/p, �j > 0, �j > �j + 1/p, (28)

(xix) D−� : ℎ(∞, q, �) −→ ℎF∞,q0 , �j > 0, (29)

(xx) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(s, q, �), 0 < �j ≤ 1/p, �j > 0, 0 < p <∞,

0 < s ≤ min
1≤j≤n

p

1− �jp
, (30)

Ïðè ýòîì âñå ñîîòíîøåíèÿ (i)�(xx) íàèëó÷øèå â îïðåäåëåííîì ñìûñëå.

Çäåñü BMOℎ � êëàññ n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ñðåäíåé îñ-
öèëëÿöèåé, ℬℎ � êëàññ Áëîõà n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, ℎΛ � êëàññ Ëèïøèöà
(ïîðÿäêà ) n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, ℎF pq

� � ïðîñòðàíñòâî Òðèáåëÿ�Ëèçîðêèíà,
ℎ(p, �) = ℎ(p,∞, �), ℎ

(
p, log(�)

)
� ëîãàðèôìè÷åñêè âåñîâûå êëàññû Õàðäè, ñì. Ðàç-

äåë 5.1.
Äëÿ n = 1 è ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ñîîòíîøåíèÿ (i), (iii), (v),

(xi), (xvii) óñòàíîâëåíû â ðàáîòàõ Ôëåòòà (ñì. [91]). Ðÿä äðóãèõ ññûëîê ìîæíî íàéòè
â îñíîâíîì òåêñòå Ãëàâû 5.
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Â Ðàçäåëå 5.3 ìû èçó÷àåì òîò æå âîïðîñ î äåéñòâèè îïåðàòîðà äðîáíîãî èíòå-
ãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé íà âåðõíåì
ïîëóïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü ℝn � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, è x = (x1, . . . , xn) ∈ ℝn, ∣x∣2 =
x2

1 + ⋅ ⋅ ⋅+x2
n, dx = dx1 ⋅ ⋅ ⋅ dxn. Ïóñòü ℝn+1

+ îáîçíà÷àåò âåðõíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî ℝn×
(0,∞). Òî÷êè ýòîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâèì â âèäå (x, y) = (x1, . . . , xn, y), x ∈
ℝn, y > 0. Èíîãäà óäîáíî áóäåò ïîëîæèòü x0 = y. Äëÿ èçìåðèìîé â ℝn+1

+ ôóíêöèè
f(x, y) åå èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç

Mp(f ; y) = ∥f∥Lp(ℝn,dx), y > 0, 0 < p ≤ ∞.

Êëàññ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé u(x, y), äëÿ êîòîðûõ

∥u∥ℎp = sup
y>0

Mp(u; y) < +∞,

åñòü êëàññ Õàðäè ℎp(ℝn+1
+ ).

Êâàçèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî L(p, q, �) (0 < p, q ≤ ∞, � > 0) � ýòî ìíîæå-
ñòâî òåõ ôóíêöèé f(x, y), èçìåðèìûõ â ïîëóïðîñòðàíñòâå ℝn+1

+ , äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà
êâàçèíîðìà

∥f∥p,q,� =

⎧⎨⎩
(∫ +∞

0

y�q−1M q
p (f ; y)dy

)1/q

, 0 < q <∞,

ess sup
y>0

y�Mp(f ; y), q =∞.

Ïóñòü ℎ(p, q, �) � ïîäïðîñòðàíñòâî L(p, q, �), ñîäåðæàùåå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíê-
öèè. Ïðè p = q < ∞ ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàííîé íîðìîé ñâîäÿòñÿ ê âåñîâûì ïðî-
ñòðàíñòâàì Áåðãìàíà. Ãàðìîíè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé è
ãàðìîíè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ℎ(p, p, �) â ℝn+1

+ áûëè èçó÷åíû íåñêîëüêèìè
àâòîðàìè, ñì. [225], [89], [90], [61], [175], [8], [169].

Äëÿ ôóíêöèè f(x, y), èçìåðèìîé è êîìïëåêñíîçíà÷íîé â ℝn+1
+ , ââåäåì â ðàññìîò-

ðåíèå îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ðèìàíà�ËèóâèëëÿD−� ≡ D−�y
(ïîòåíöèàë Ðèññà) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y:

D−�f(x, y) =
1

Γ(�)

∫ +∞

0

��−1f(x, y + �)d�,

D0f = f, D�f(x, y) = (−1)mD−(m−�) ∂
m

∂ym
f(x, y),

ãäå � > 0, à m � öåëîå, îïðåäåëåííîå èç óñëîâèÿ m− 1 < � ≤ m.
Äëÿ èçìåðèìîé ôóíêöèè f íà ℝn ÷åðåç �f îáîçíà÷èì åå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ,

ò.å.
�f (t) = ∣{x ∈ ℝn; ∣f(x)∣ > t}∣, t > 0,

ãäå ∣E∣ = mesE � ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà E ⊂ ℝn. Ôóíêöèÿ

f ∗(s) = inf{t > 0;�f (t) ≤ s}

íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé ïåðåñòàíîâêîé ôóíêöèè f .
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Ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà L(p, q) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ íà
ℝn ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ ∥f∥L(p,q) < +∞, ãäå

∥f∥L(p,q) =

⎧⎨⎩
(∫ +∞

0

[
t1/pf ∗(t)

]q dt
t

)1/q

, 0 < p, q <∞,

sup
t>0

t1/pf ∗(t), 0 < p ≤ ∞, q =∞.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

L(p, q1) ⊂ L(p, p) = Lp ⊂ L(p, q2) ⊂ L(p,∞) ⊂ L1

(
dt

1 + ∣t∣n+1

)
ïðè 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q1 ≤ p ≤ q2 ≤ ∞.

Ãàðìîíè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà ℎ(p, q), 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ (ñì. [90],
[61]) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ â ℝn+1

+ ôóíêöèé u(x, y) ñ êîíå÷íîé
íîðìîé Ëîðåíöà ∥u∥ℎ(p,q) = supy>0 ∥u(x, y)∥L(p,q). Ïîýòîìó ℎ(p, p) = ℎp, 1 < p < ∞.
Âñå ñîîòíîøåíèÿ ñ äðîáíûì èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèåì â ïðîñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �)
ñî ñìåøàííîé íîðìîé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå åäèíîé óïîðÿäî÷åííîé òàáëèöû.

Òåîðåìà 0.12. Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞, � > 0, � ∈ ℝ. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

D� : ℎp −→ ℎ(p, q, �), 1 < p ≤ q ≤ ∞, 2 ≤ q ≤ ∞,
D� : ℎp −→ ℎ(p1, q, � + n/p− n/p1), 1 < p ≤ q ≤ ∞, 2 ≤ q ≤ ∞, p < p1 ≤ ∞,
D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(p, q, �− �), −∞ < � < �, 0 < p, q ≤ ∞,
D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp, � = �, 0 < p <∞, 0 < q ≤ min{2, p},
D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp0 , � < � < � + n/p, 0 < p <∞, q ≤ p0,

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(p0, q0), � < � < � + n/p, 1 ≤ p <∞,
0 < q ≤ q0 ≤ ∞, 1 < q0 ≤ ∞,

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℬ, � = � + n/p, p =∞, 0 < q ≤ ∞,
D−� : ℎ(p, q, �) −→ BMOℎ, � = � + n/p, 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞,
D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ∞, � = � + n/p, 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ 1.

Çäåñü p0 = n
�+n/p−� , ℎ(p, q) îáîçíà÷àåò ãàðìîíè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà, ℬ �

ãàðìîíè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Áëîõà, è BMOh � ïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ â ℝn+1
+

ôóíêöèé ñ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè èç BMO(ℝn).

Ãëàâà 6 öåëèêîì ïîñâÿùåíà èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèÿì â ïðîñòðàíñòâàõ ñî
ñìåøàííîé íîðìîé è ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà.

Â Ðàçäåëå 6.1 ìû ñòðîèì èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà Ïóàññîíà êëàññîâ
ℎ(p, q, �) â âèäå ñâåðòêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà. Â îòëè÷èå
îò øèðîêî èçâåñòíûõ áåðãìàíîâñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, èíòåãðàë ðàñïðîñòðàíåí íå ïî
âñåìó ïîëèêðóãó, à ëèøü íà ÷àñòè åãî ãðàíèöû � ïî òîðó T n.

Òåîðåìà 0.13. Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞, � = (�1, . . . , �n), �j > 0, 1 ≤ j ≤ n. Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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(i) Ïðîñòðàíñòâî ℎ(p, q, �) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ôóíêöèé u(z), ïðåä-
ñòàâèìûõ â âèäå

u(z) =

∫
Tn
P�(z, �)'1(�) dmn(�), z ∈ Un, (31)

ãäå �j > max{�j, �j +1/p−1}, '1 � ôóíêöèÿ êëàññà Áåñîâà ℎΛp,q
�−�, è P�� ÿäðî òèïà

Ïóàññîíà�Áåðãìàíà (6).
(ii) Ïðîñòðàíñòâî H(p, q, �) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ôóíêöèé f(z), ïðåä-

ñòàâèìûõ â âèäå

f(z) =

∫
Tn
P�(z, �)'2(�) dmn(�), z ∈ Un, (32)

ãäå �j > max{�j, �j + 1/p− 1}, '2 � ôóíêöèÿ êëàññà Áåñîâà Λp,q
�−�, êîòîðóþ ìîæíî

ãîëîìîðôíî ïðîäîëæèòü â Un.
(iii) Îïåðàòîð '1 7→ u ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, äåéñòâóþùèì èç ℎΛp,q

�−� íà
ℎ(p, q, �), à îïåðàòîð '2 7→ f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, äåéñòâóþùèì èç HΛp,q

�−� íà
H(p, q, �).

(iv) Ôóíêöèè '1, '2 èç (31)� (32) ìîãóò áûòü âûâåäåíû èç ôîðìóë îáðàùåíèÿ

'1(�) = lim
r→(1,...,1)

D−�u(r�), ï.â. � ∈ T n,

'2(�) = lim
r→(1,...,1)

D−�f(r�), ï.â. � ∈ T n,

ãäå �j > max{�j, �j + 1/p− 1} (1 ≤ j ≤ n).

Â Ðàçäåëå 6.2 àíàëîãè÷íûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷åíû äëÿ ïðîñò-
ðàíñòâ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå.

Â Ðàçäåëå 6.3 ìû îòêàçûâàåìñÿ îò òðàäèöèîííûõ ñòåïåííûõ âåñîâûõ ôóíêöèé â
îïðåäåëåíèè íîðìû ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà è ðàññìàòðèâàåì ãîðàçäî áîëåå îáùèå âå-
ñîâûå ôóíêöèè !. Mû ñòðîèì èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ
Áåðãìàíà Hp

!(ℝ2
+) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ñ ýòîé öåëüþ îïðåäåëèì "äðîáíîå" !-

èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèå äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.
Çàòåì ñòðîèì è îöåíèâàåì ñåìåéñòâî ÿäåð òèïà Êîøè�Áåðãìàíà, àññîöèèðîâàííûõ
ñ âåñîâûìè ôóíêöèÿìè !. Âñå ýòî äàñò âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü âîñïðîèçâîäÿùèå
èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà ñ îáùèìè âåñàìè, êîòîðûå ìî-
ãóò óáûâàòü ñêîëü óãîäíî áûñòðî â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè
Áåðãìàíà ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíî áûñòðûé ðîñò âáëèçè âåùåñòâåííîé îñè.

Ïóñòü ℝ2
+ = {z ∈ ℂ : Im z > 0} � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

è H(ℝ2
+) � ìíîæåñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà ℝ2

+. Ïðè 0 < p < ∞ îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Hp = Hp(ℝ2

+) îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâî Õàðäè íà ℝ2
+. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp!

ìíîæåñòâî òåõ ôóíêöèé f(z), èçìåðèìûõ íà ℝ2
+, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà (êâàçè)íîðìà

∥f∥p,! =

(∫∫
ℝ2
+

∣f(x+ iy)∣p!(2y)dxdy

)1/p

.
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ãäå 0 < p < ∞, ! � íåêîòîðàÿ ðàäèàëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî
ïåðåìåííîé y > 0. Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Lp!, ñîñòîÿùåãî èç ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé,
îáîçíà÷èì Hp

! = H(ℝ2
+) ∩ Lp!.

Ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ñ îáùèìè âåñàìè èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè, ñì., íà-
ïðèìåð, [36], [53], [99], [3], [108], [174], [29], [31], [181], [192] è äð. â êîíòåêñòå åäèíè÷íîãî
êðóãà, åäèíè÷íîãî øàðà è ïîëèêðóãà èç ℂn, â òî âðåìÿ êàê ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà
ñ îáùèìè âåñàìè â ïîëóïëîñêîñòè èçó÷àëèñü ãîðàçäî ðåæå. Ñëåäóÿ Øèëäñó è Âè-
ëüÿìñó [181], âñå ýòè àâòîðû ðàññìàòðèâàëè "ðåãóëÿðíûå" âåñîâûå ôóíêöèè, óäî-
âëåòâîðÿþùèå íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì íà ðîñò âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè. Ïîýòîìó
èõ òåõíèêà áûëà áëèçêîé ê ñëó÷àþ ñòàíäàðòíûõ âåñîâûõ ôóíêöèé !(r) = (1− r)�−1

äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà, øàðà èëè ïîëèêðóãà è !(y) = y�−1 (� > 0) äëÿ âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè (ïîëóïðîñòðàíñòâà). Áîëåå îáùèå âåñîâûå ôóíêöèè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ
À. Êàðàïåòÿíà [16], [17], â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâ ñî ñìåøàííîé íîðìîé â òðóá÷àòûõ
îáëàñòÿõ ℂn ïðè 1 ≤ p ≤ 2. Â òî æå âðåìÿ â ðàáîòàõ [16], [17] ïðèìåíÿëàñü â îñíîâíîì
òåõíèêà Ôóðüå�Ïëàíøåðåëÿ, êîòîðàÿ ñòðîãî çàâèñåëà îò îãðàíè÷åíèÿ 1 ≤ p ≤ 2.

Â îòëè÷èå îò ðàáîò À. Êàðàïåòÿíà [16], [17], íàøè äîêàçàòåëüñòâà îïèðàþòñÿ íà
òåõíèêó "äðîáíîãî" èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ, àññîöèèðîâàííîãî ñ âåñîâîé ôóíê-
öèåé !, à òàêæå íà îöåíêè ÿäåð òèïà Êîøè�Áåðãìàíà K!. Ýòî äàëî íàì âîçìîæíîñòü
äîñòè÷ü ðåçóëüòàòîâ äëÿ âñåõ p, 1 ≤ p <∞.

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà (0,∞) ôóíêöèÿ !(x)
ïðèíàäëåæèò êëàññó W (= W�,�), åñëè ñóùåñòâóþò �, � > 0 òàêèå, ÷òî !(x) = O(x�−1)
ïðè x→ +0, è !(x) ≈ x�−1 ïðè x→ +∞.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî îñëàáèòü, îäíàêî ýòî íå ïðèíöèïè-
àëüíî, è ãëàâíûì äëÿ !(x) óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäà óáûâàòü ñêîëü óãîäíî áûñòðî
ïðè x→ +0.

Ñëåäóþùèå òèïè÷íûå âåñîâûå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò êëàññó W :

x�−1, e−1/x, x�−1e−�/x, exp
(
− e1/x

)
, exp

(
− exp(e1/x)

)
è ò. ä.,

ãäå �, � > 0.

Äëÿ âåñîâûõ ôóíêöèé ! ∈ W ðàññìîòðèì èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

ℒ!(t) =

∫ ∞
0

!(x)e−txdx, t > 0.

Ââåäåì îïåðàòîð !-èíòåãðèðîâàíèÿ

ℑ!f(z) =

∫ ∞
0

!(�)f(z + i�)d�, z ∈ ℝ2
+.

Â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå !(�) = 1
Γ(a)

��−1 (� > 0) îïåðàòîð ℑ! ñâîäèòñÿ ê õîðîøî èç-
âåñòíîìó îïåðàòîðó äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü îáðàòíûé îïåðàòîð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z)
ïðåäñòàâèìà ñõîäÿùèìñÿ èíòåãðàëîì

f(z) =
1√
2�

∫ ∞
0

eitzF (t)dt, z ∈ ℝ2
+, (33)
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ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé F (t), íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæàùåé L2. Òîãäà îïðåäåëèì

D!f(z) =
1√
2�

∫ ∞
0

eitzF (t)

ℒ!(t)
dt, z ∈ ℝ2

+.

Ïóñòü ! ∈ W è K(z) =
−1

iz
=

∫ ∞
0

eitzdt � îáû÷íîå ÿäðî Êîøè â ℝ2
+. Îïðåäåëèì

!-ÿäðî òèïà Êîøè�Áåðãìàíà ôîðìóëîé

K!(z) = D!K(z), z ∈ ℝ2
+.

Â èíòåãðàëüíîé ôîðìå

K!(z) =

∫ ∞
0

eitz

ℒ!(t)
dt

ýòè ÿäðà áûëè ââåäåíû À. Êàðàïåòÿíîì [16], [17]. Òàêæå îïðåäåëèì ìîäèôèêàöèè

K!(z, �) = K!(z − �̄), z, � ∈ ℝ2
+.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ñòàíäàðòíûõ âåñîâ !(x) = 1
Γ(�)

x�−1(� > 0) èìååì

K!(z, �) =
Γ(� + 1)(
i(�̄ − z)

)�+1 ,

ò.å. ýòè ÿäðà ñâîäÿòñÿ ê îáû÷íûì ÿäðàì Áåðãìàíà â ïîëóïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 0.14. Åñëè 1 ≤ p <∞, ! ∈ W , òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Hp
! ïðåäñòàâèìà â

âèäå

f(z) =
1

�

∫∫
ℝ2
+

f(�)K!(z, �)!(2�) d�d�, z ∈ ℝ2
+, (34)

ãäå èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â êàæäîé ïîëóïëîñêîñòè ℝ×(�,∞),
� > 0.

Äëÿ òðóá÷àòûõ îáëàñòåé â ℂn è 1 ≤ p ≤ 2 ïðåäñòàâëåíèå (34) äîêàçàíî À. Êàðà-
ïåòÿíîì [16], [17] äðóãèì ìåòîäîì.

Òåîðåìà 0.15. Ïðîñòðàíñòâî H2
! (! ∈ W ) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ôóíêöèé

f(z), ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

f(z) =
1

2�

∫
ℝ
K!1(z, t)'(t) dt, z ∈ ℝ2

+, (35)

ãäå '(t) ∈ L2(ℝ), è !1 � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì

!(x) =

∫ x

0

!1(x− �)!1(�)d�

è ÿâíî âûðàæåííàÿ â âèäå

!1(x) =
1

2�i

∫ a+i∞

a−i∞
e�xℒ!1(�)d� =

eax

2�

∫
ℝ
ei�x
√
ℒ!(a+ i�)d�, x > 0.
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Îïåðàòîð ' 7→ f , çàäàííûé ôîðìóëîé (35), äîñòàâëÿåò èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîð-
ôèçì èç L2(ℝ) íà H2

!.

Ãëàâà 7 ïîñâÿùåíà âîïðîñó îá îãðàíè÷åííîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî è ïëþðèãàðìîíè-
÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîðìîé è ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìà-
íà.

Òîò ôàêò, ÷òî îïåðàòîð ïëþðèãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ ñîõðàíÿåò ïðîñòðàí-
ñòâà ℎ(p, q, �) â ïîëèêðóãå (è äàæå áîëåå îáùèõ îãðàíè÷åííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ îáëà-
ñòÿõ) äëÿ âñåõ 0 < p, q ≤ ∞, �j > 0, èçâåñòåí, ñì., íàïðèìåð, [29], [118], [154], [179],
[180], [222].

Ýòîò ôàêò ó íàñ ëåãêî âûòåêàåò â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ñëåäñòâèÿ èç îöåíîê íîðì
â ℎ(p, q, �), êîòîðûå äîêàçàíû â Ãëàâå 5. Áîëåå òîãî, â Ðàçäåëå 7.2 îãðàíè÷åííîñòü
ïëþðèãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîðìîé äîêàçàíû
äëÿ ãîðàçäî áîëåå îáùèõ âåñîâûõ ôóíêöèé !.

Ïóñòü !(x) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ è èíòåãðèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå
(0,1). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàäèàëüíûå âåñîâûå ôóíêöèè, ïîëàãàÿ !(z) = !(∣z∣) è
!⃗ = (!1, . . . , !n) íà ïîëèêðóãå Un.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℒp,q!⃗ = ℒp,q!⃗ (Un), 0 < p ≤ ∞, 0 < q <∞, ïðîñòðàíñòâî ñî ñìåøàí-
íîé íîðìîé, ñîñòîÿùåå èç èçìåðèìûõ íà Un ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî

∥f∥qp,q,!⃗ =

∫
(0,1)n

M q
p (f, r)

n∏
j=1

!j(rj)drj <∞,

è Ap,q!⃗ = Ap,q!⃗ (Un) îïðåäåëèì êàê ïåðåñå÷åíèå ℒp,q!⃗ ñ H(Un). Òàêæå îïðåäåëèì Pℎp,q!⃗ =
Pℎp,q!⃗ (Un) êàê ïåðåñå÷åíèå ℒp,q!⃗ ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â
Un. Ïðè p = q ìû ïðèõîäèì ê âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì Áåðãìàíà Ap,p!⃗ = Ap!⃗ ñ îáùèìè
âåñàìè !⃗.

Ñëåäóÿ Ñèñêàêèñó [185], äëÿ çàäàííîé âåñîâîé ôóíêöèè ! íà åäèíè÷íîì êðóãå D
îïðåäåëèì åå ôóíêöèþ èñêàæåíèÿ (distortion function)

 (r) =  !(r) =
1

!(r)

∫ 1

r

!(t)dt, 0 ≤ r < 1.

Ïîëîæèì  (z) =  (∣z∣) äëÿ z ∈ D.
Íå ïðèâîäÿ îïðåäåëåíèÿ Ñèñêàêèñà [185] äîïóñòèìûõ âåñîâ (ñì. Ðàçäåë 7.2), ïðè-
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âåäåì íåñêîëüêî òèïè÷íûõ äîïóñòèìûõ âåñîâ ñî ñâîèìè ôóíêöèÿìè èñêàæåíèÿ:

1) !(r) = (1− r)�
(

log
e

1− r

)�
,  (r) ∼ 1− r, � > −1, � ∈ ℝ,

2) !(r) =

(
log log

e

1− r

)�
,  (r) ∼ 1− r, � > 0,

3) !(r) = exp

[
−�
(

log
e

1− r

)�]
,  (r) ∼ 1− r, 0 < � ≤ 1, � > 0,

4) !(r) = (1− r)� exp

(
−

(1− r)�

)
,  (r) ∼ (1− r)�+1, �,  > 0, � ∈ ℝ,

5) !(r) = exp

[
− exp

(
�

(1− r)�

)]
,  (r) ∼ (1− r)�+1 exp

−�
(1− r)�

, �, �,  > 0,

6) !(r) = exp

[
−�
(

log
e

1− r

)�]
,  (r) ∼ 1− r(

log e
1−r

)�−1 , � > 1, � > 0.

Êàê âèäèì, êëàññ äîïóñòèìûõ âåñîâûõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî øèðîê.
Èìååòñÿ äðóãîå ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíîå óñëîâèå Ïàâëîâè÷à�Ïåëàåñà [166] íà äèô-

ôåðåíöèðóåìóþ âåñîâóþ ôóíêöèþ ! íà D

!′(r)

!2(r)

∫ 1

r

!(s)ds ≤ L <∞, r ∈ (0, 1), (36)

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé L > 0.
Â Ðàçäåëå 7.2 ïîëó÷åíû ýêâèâàëåíòíûå íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõAp,q!⃗ , ÷òî îáîáùàåò

àíàëîãè÷íûé îäíîìåðíûé ðåçóëüòàò èç [166].

Òåîðåìà 0.16. Ïóñòü f ∈ H(Un), 0 < p ≤ ∞, 0 < q < ∞, è âåñîâûå ôóíêöèè
!j(zj), j = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (36) ñ ôóíêöèÿìè èñêàæåíèÿ  j(zj),
j = 1, . . . , n. Òîãäà f ∈ Ap,q!⃗ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè  j(zj)

∂f
∂zj

(z) ∈ ℒp,q!⃗
äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n. Áîëåå òîãî,

∥f∥p,q,!⃗ ≈ ∣f(0)∣+
n∑
j=1

∥∥∥∥ j ∂f∂zj
∥∥∥∥
p,q,!⃗

.

Â ðàáîòå [166] àâòîðû îïðåäåëÿþò òàêæå íåñêîëüêî áîëåå óçêèé (ïî ñðàâíåíèþ
ñ (36)) êëàññ âåñîâûõ ôóíêöèé, íî êîòîðûé âñå åùå äîâîëüíî øèðîê íàñòîëüêî, ÷òî
ñîäåðæèò âåñîâóþ ôóíêöèþ âèäà

!(r) =

(
log

1

1− r

)
(1− r)� exp

(
−c

(1− r)�

)
, � > 0, c > 0, � ∈ ℝ,  ∈ ℝ. (37)

Äëÿ âåñîâûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (36) èëè (37), ìû äîêàçàëè
îãðàíè÷åííîñòü ïëþðèãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé
íîðìîé â ïîëèêðóãå.

Òåîðåìà 0.17. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q <∞, è êàæäàÿ èç âåñîâûõ ôóíêöèé !j(zj),
j = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (36). Òîãäà îïåðàòîð ïëþðèãàðìîíè÷åñêîãî ñî-
ïðÿæåíèÿ ñîõðàíÿåò ïðîñòðàíñòâî Pℎp,q!⃗ (Un). Áîëåå òîãî, åñëè f ∈ H(Un), f =
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u + iv, u ∈ Pℎp,q!⃗ (Un), è v(z) � ïëþðèãàðìîíè÷åñêîå ñîïðÿæåííîå ôóíêöèè u(z),
íîðìèðîâàííîå òàê, ÷òî v(0) = 0, òî

∥f∥p,q,!⃗ ≤ C(p, q, !⃗, n)∥u∥p,q,!⃗.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: îñòàåòñÿ ëè âåðíîé Òåîðåìà 0.17 ïðè 0 < p < 1. Â
ýòîì ñëó÷àå ìû â ñîñòîÿíèè äîêàçàòü ÷óòü áîëåå ñëàáûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 0.18. Ïóñòü 0 < p ≤ ∞, 0 < q < ∞, è âåñîâûå ôóíêöèè !j(zj), j =
1, . . . , n, òèïà (37). Òîãäà îïåðàòîð ïëþðèãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ ñîõðàíÿåò
ïðîñòðàíñòâî Pℎp,q!⃗ (Un). Áîëåå òîãî, åñëè f ∈ H(Un), f = u + iv, u ∈ Pℎp,q!⃗ (Un),
è v(z) � ïëþðèãàðìîíè÷åñêîå ñîïðÿæåííîå ôóíêöèè u(z), íîðìèðîâàííîå òàê, ÷òî
v(0) = 0, òî

∥f∥p,q,!⃗ ≤ C(p, q, !⃗, n)∥u∥p,q,!⃗.

Òåîðåìû 0.16�0.18 è ðåçóëüòàòû Ðàçäåëà 7.2 ïîëó÷åíû â ñîâìåñòíîé ñî Ñ. Ñòåâè-
÷åì ñòàòüå [270].

Â Ðàçäåëå 7.4 ìû èçó÷àåì ïðîáëåìó ãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â âåñîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà êâàòåðíèîííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà åäèíè÷íîì øàðå èç ℝ4. Äëÿ
ñêàëÿðíîçíà÷íîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ìû íàõîäèì
ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííîå èç òîãî æå ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà.

Õàðäè è Ëèòòëâóä [105, Òåîð.5] áûëè ïåðâûìè, êòî èçó÷àë ïðîáëåìó ãàðìîíè-
÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà íà åäèíè÷íîì êðóãå êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ îáîáùåíèé îòìåòèì âàæíóþ ñèñòåìó ãàðìîíè÷å-
ñêè ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé â ℝn, ââåäåííóþ Ñòåéíîì è Âåéñîì (ñì. [23]), êîòîðàÿ
ñûãðàëà ðåøàþùóþ ðîëü â õàðàêòåðèçàöèè ïðîñòðàíñòâ Õàðäè íà âåðõíåì ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå ℝn+1

+ . Ïðîáëåìà ãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â ðàìêàõ àíàëèçà Êëèôôîðäà
óæå èçó÷àëàñü íåñêîëüêèìè àâòîðàìè. Â 1979 ãîäó äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé â ℝ4 ôóíê-
öèè Ñàäáåðè [224, Òåîð.4] íàøåë ñîïðÿæåííûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî
îïðåäåëÿþò êâàòåðíèîííîçíà÷íóþ ìîíîãåííóþ ôóíêöèþ. Ïîäîáíóþ ôîðìóëó äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðíîñòåé ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [57]. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ
àâòîðû ðåøàëè ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííîãî ÿäðà Ïóàññîíà,
ñì. [55], [73], [233].

Âî âñåõ óêàçàííûõ ðàáîòàõ îäèí âîïðîñ îñòàâàëñÿ íåèçó÷åííûì: åñëè çàäàííàÿ
ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò îïðåäåëåííîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîñòðàí-
ñòâó, êóäà ïîïàäàþò ñîïðÿæåííûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè è ïîñòðîåííàÿ ýòèì ìî-
íîãåííàÿ ôóíêöèÿ?

Íàøåé öåëüþ áóäåò èçó÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â âåñîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ Áåðãìàíà â ðàìêàõ êâàòåðíèîííîãî àíàëèçà. Â îñíîâíîì ìû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ôîðìóëó Ñàäáåðè [224] äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ è èçó÷àòü
èõ ñâîéñòâà.

Ïóñòü n ≥ 2 � öåëîå ÷èñëî, B = Bn� îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð n-ìåðíîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå ℝn, è S = ∂B � åãî ãðàíèöà, åäèíè÷íàÿ ñôåðà. Ïîìèìî îáùåãî
ïðîñòðàíñòâà ℝn, áóäåì ðàáîòàòü â ℍ ∼= ℝ4, íåñèììåòðè÷åñêîì ïîëå âåùåñòâåííûõ
êâàòåðíèîíîâ. Êàæäûé ýëåìåíò èç ℍ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x = x0 + x1i + x2j + x3k (x0, x1, x2, x3 ∈ ℝ)
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ãäå ñèñòåìà 1, i, j,k îáðàçóåò áàçèñ â ℍ, è Scx = x0,Vec x = x1i+ x2j+ x3k. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðàâèëà óìíîæåíèÿ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j.

Ñîïðÿæåííûé ê x ∈ ℍ ýëåìåíò îïðåäåëÿåòñÿ êàê

x̄ = x0 − x1i− x2j− x3k,

è ïîýòîìó
xx̄ = x̄x = ∣x∣2 = x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3.

Ïóñòü ℤ+ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ ìóëüòèèí-
äåêñà � = (�0, �1, �2, �3) ∈ ℤ4

+ ïóñòü ∂� = ∂�x îáîçíà÷àåò îïåðàòîð ÷àñòíîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà ∣�∣ = �0 + �1 + �2 + �3 îòíîñèòåëüíî x0, x1, x2, x3.

×åðåç D îáîçíà÷èì îïåðàòîð Êîøè�Ðèìàíà�Ôþòåðà

D =
∂

∂x0

+ i
∂

∂x1

+ j
∂

∂x2

+ k
∂

∂x3

= ∂0 + i∂1 + j∂2 + k∂3,

è ÷åðåç D � åãî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

D =
∂

∂x0

− i
∂

∂x1

− j
∂

∂x2

− k
∂

∂x3

= ∂0 − i∂1 − j∂2 − k∂3.

Ñêàæåì, ÷òî âåùåñòâåííî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f = u0 + u1i + u2j + u3k,
ìîíîãåííà (ñëåâà), åñëè Df = 0. Îáùóþ òåîðèþ êâàòåðíèîííîãî àíàëèçà è àíàëèçà
Êëèôôîðäà ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [57], [101], [102].

Îáîçíà÷èì ÷åðåçℳ(B4,ℍ), ℎ(B4,ℍ), ℎ(Bn,ℝ), ℎ(Bn,ℂ), ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæå-
ñòâà ìîíîãåííûõ, êâàòåðíèîííîçíà÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ, âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ãàðìî-
íè÷åñêèõ è êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ â åäèíè÷íîì øà-
ðå.

Äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé èëè âåêòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè f(x) = f(r�) â øàðå Bn

(0 ≤ r < 1, � ∈ S) åå èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå (p-ãî ïîðÿäêà) îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Mp(f ; r) = ∥f(r⋅)∥Lp(S,d�), 0 ≤ r < 1, 0 < p ≤ ∞,

ãäå d� � íîðìèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà ñôåðå S. Áåðãìàíîâñêàÿ
íîðìà èçìåðèìîé ôóíêöèè íà Bn (èëè êâàòåðíèîííîçíà÷íîé ôóíêöèè íà B4) îïðå-
äåëÿåòñÿ ÷åðåç

∥f∥p,� =

(∫
Bn

(1− ∣x∣)�∣f(x)∣pdVn(x)

)1/p

, 0 < p <∞, � > −1,

ãäå dVn � ìåðà Ëåáåãà íà Bn, íîðìèðîâàííàÿ òàê, ÷òîáû Vn(Bn) = 1. Â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ èìååì dVn(x) = nrn−1drd�(�). Ñîîòâåòñòâóþùèå âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà
Áåðãìàíàℳp

� ìîíîãåííûõ â B4 ôóíêöèé è ïðîñòðàíñòâà ℎp� è hp� (ñêàëÿðíîçíà÷íûõ
èëè êâàòåðíèîííîçíà÷íûõ) ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç

ℳp
� =

{
f ∈ℳ(B4,ℍ) : ∥f∥p,� < +∞

}
,

ℎp� =
{
u ∈ ℎ(Bn,ℝ) or u ∈ ℎ(Bn,ℂ) : ∥u∥p,� < +∞

}
,

hp� =
{
u ∈ ℎ(B4,ℍ) : ∥u∥p,� < +∞

}
.
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Îñíîâû òåîðèè ãàðìîíè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [42],
[121], [153]. Ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà è äðóãèå áëèçêèå ïðîñòðàíñòâà êëèôôîðäîçíà÷-
íûõ è êâàòåðíèîííîçíà÷íûõ ôóíêöèé â Bn ðàññìîòðåíû â [50].

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû èññëåäóåì âîïðîñ î (÷àñòíûõ) ïðîèçâîäíûõ êâàòåðíè-
îííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, â äóõå àíàëîãè÷íûõ òåîðåì èç Ðàçäåëîâ 5.1�5.3 äëÿ ñêàëÿð-
íîçíà÷íûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 0.19. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, � > −1, m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è � ∈ ℤ4
+.

Òîãäà äëÿ âñåõ êâàòåðíèîííîçíà÷íûõ ìîíîãåííûõ (èëè ãàðìîíè÷åñêèõ) ôóíêöèé f
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

∥f∥p,� ≈
∑
∣�∣<m

∣∣∂�f(0)
∣∣+

∑
∣�∣=m

∥∥∂�f∥∥
p,�+pm

,

∥f∥p,� ≈ ∣f(0)∣+
∥∥∇f∥∥

p,�+p
,

ãäå ∇ îáîçíà÷àåò ãðàäèåíò. Ó÷àñòâóþùèå ïîñòîÿííûå çàâèñÿò òîëüêî îò p, �,m.
Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàì ïðè 1 ≤ p < ∞ íàõîäèòü ìîíîãåííóþ ôóíêöèþ èç

ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ñ çàäàííîé ñêàëÿðíîé ÷àñòüþ.

Òåîðåìà 0.20. Ïóñòü u(x) = u0(x) : B4 −→ ℝ � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ãàðìîíè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ â åäèíè÷íîì øàðå B4. Åñëè u ∈ ℎp� äëÿ íåêîòîðûõ � > −1 è 1 ≤ p <∞,
òî ñóùåñòâóåò ìîíîãåííàÿ ôóíêöèÿ f(x) : B4 −→ ℍ òàêàÿ, ÷òî f ∈ℳp

� è Sc f = u
â B4, ïðè ýòîì

∥f∥p,� ≤ C(p, �)∥u∥p,�.
Îäíàêî âîïðîñ âîññòàíîâëåíèÿ ìîíîãåííîé ôóíêöèè ïî åå èçâåñòíîé ñêàëÿðíîé

÷àñòè â ñëó÷àå ìàëûõ 0 < p < 1 òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ áîëåå ñèëüíûõ ñðåäñòâ òàêèõ,
êàê ìàêñèìàëüíûå òåîðåìû, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 4.

Òåîðåìà 0.21. Ïóñòü u(x) = u0(x) : B4 −→ ℝ � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ãàðìîíè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ â åäèíè÷íîì øàðå B4. Åñëè u ∈ ℎp� äëÿ íåêîòîðûõ � > −1 è 0 < p < 1,
òî ñóùåñòâóåò ìîíîãåííàÿ ôóíêöèÿ f(x) : B4 −→ ℍ òàêàÿ, ÷òî f ∈ℳp

� è Sc f = u
â B4, ïðè ýòîì

∥f∥p,� ≤ C(p, �)∥u∥p,�.

Åñòü äðóãîé ïîäõîä, êîãäà ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ êâàòåðíèîíîâ ℍ îòîæ-
äåñòâëÿþò ñ êîìïëåêñíûì ïðîñòðàíñòâîì ℂ2 ÷åðåç îòîáðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïàðó
(z, w) = (x0 + x1i, x2 + x3i) ñ êâàòåðíèîíîì x = z + wj, ãäå z = x0 + x1i, w = x2 + x3i.
Çàìåòèì, ÷òî zj = jz̄ äëÿ êàæäîãî z ∈ ℂ. Êâàòåðíèîííîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f ìîæíî
çàïèñàòü ÷åðåç åå êîìïëåêñíûå êîìïîíåíòû:

f(x) = f(z, w) = (u0 + u1i) + (u2 + u3i)j = U(x) + V (x)j,

ãäå U(x) = u0(x) + u1(x)i, V (x) = u2(x) + u3(x)i � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè
äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ z è w. Íà ýòèõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèÿõ áóäåì
ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x0

− i
∂

∂x1

)
,

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x0

+ i
∂

∂x1

)
,

∂

∂w
=

1

2

(
∂

∂x2

− i
∂

∂x3

)
,

∂

∂w̄
=

1

2

(
∂

∂x2

+ i
∂

∂x3

)
.
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Òîãäà îïåðàòîð Êîøè�Ðèìàíà�Ôþòåðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Df =

(
∂f

∂x0

+ i
∂f

∂x1

)
+ j

(
∂f

∂x2

− i
∂f

∂x3

)
=

[(
∂U

∂x0

+ i
∂U

∂x1

)
+

(
∂V

∂x0

+ i
∂V

∂x1

)
j

]
+ j

[(
∂U

∂x2

− i
∂U

∂x3

)
+

(
∂V

∂x2

− i
∂V

∂x3

)
j

]
= 2

(
∂U

∂z̄
− ∂V̄

∂w̄

)
+ 2

(
∂V

∂z̄
+
∂Ū

∂w̄

)
j.

Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ Êîøè�Ðèìàíà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â êîìïëåêñíîé ôîðìå

∂V

∂w
=
∂Ū

∂z
è

∂V

∂z̄
= −∂Ū

∂w̄
.

Òåîðåìà 0.22. Ïóñòü U : B4 −→ ℂ � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â åäèíè÷íîì øàðå
B4, è U ∈ ℎp� äëÿ íåêîòîðûõ � > −1 è 0 < p <∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ V : B4 −→ ℂ òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f = U + V j ïðèíàäëåæèò ìîíîãåííîìó
ïðîñòðàíñòâó Áåðãìàíàℳp

�, ïðè÷åì

∥f∥p,� ≤ C(p, �)∥U∥p,�.

Òåîðåìû 0.19�0.22 è ðåçóëüòàòû Ðàçäåëà 7.4 ïîëó÷åíû â ñîâìåñòíîé ñ Ê. Ãþðëå-
áåêîì è Â. Øïð�åññèãîì ñòàòüå [273].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â [247]�[282].
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Ñïèñîê ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷åíèé

Ñèìâîëû C(�, �, . . . ), c� è ò.ï. âñþäó áóäóò îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿí-
íûå, âîçìîæíî ðàçëè÷íûå â ðàçíûõ ìåñòàõ è çàâèñÿùèå òîëüêî îò óêàçàííûõ èíäåê-
ñîâ �, �, . . . .

Ñèìâîë A ≈ B îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå C1 è C2

(íåñóùåñòâåííûå ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì è íåçàâèñèìûå îò ó÷àñòâóþùèõ ôóíêöèé è
ïåðåìåííûõ) òàêèå, ÷òî C1∣A∣ ≤ ∣B∣ ≤ C2∣A∣.

Äëÿ ëþáîãî p, 1 ≤ p ≤ ∞, ÷åðåç p′ = p/(p − 1) îáîçíà÷èì ñîïðÿæåííûé èíäåêñ
(ïîëàãàÿ òàêæå 1/∞ = 0 è 1/0 = +∞).

ℝn � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî;
ℝn+1

+ � âåðõíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ℝn+1, ò.å. ℝn+1
+ = ℝn × (0,∞);

x = (x1, . . . , xn) ∈ ℝn, ∣x∣2 = x2
1 + ⋅ ⋅ ⋅+ x2

n, dx = dx1 ⋅ ⋅ ⋅ dxn;
(x, y) ∈ ℝn+1

+ , (x, y) = (x1, . . . , xn, y), x ∈ ℝn, y > 0;
ℕn � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ � = (�1, . . . , �n) ñ íàòóðàëüíûìè êîîðäèíà-

òàìè �j ∈ ℕ;
ℤn � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ � = (�1, . . . , �n) ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè

�j ∈ ℤ;
ℤn+ � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ � = (�1, . . . , �n) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëû-

ìè êîîðäèíàòàìè �j ∈ ℤ+;
∣�∣ = �1 + ⋅ ⋅ ⋅+ �n äëÿ êàæäîãî � ∈ ℤn+;

∂� =
(

∂
∂x1

)�1
⋅ ⋅ ⋅
(

∂
∂xn

)�n
� îïåðàòîð ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x ∈ ℝn;

D = {z ∈ ℂ : ∣z∣ < 1} � åäèíè÷íûé êðóã â ℂ;
Un = {z = (z1, . . . , zn) ∈ ℂn : ∣zj∣ < 1, 1 ≤ j ≤ n} � åäèíè÷íûé ïîëèêðóã â ℂn;
T n = {w = (w1, . . . , wn) ∈ ℂn : ∣wj∣ = 1, 1 ≤ j ≤ n} � n-ìåðíûé òîð (îñòîâ

ïîëèêðóãà);
In = [0, 1)n, � ∈ ℂn, r ∈ In, dr = dr1 ⋅ ⋅ ⋅ drn, r� = (r1�1, . . . , rn�n)

(1− r)� =
n∏
j=1

(1− rj)�j , r� =
n∏
j=1

r
�j
j , Γ(�) =

n∏
j=1

Γ(�j),

�q + 1 = (�1q + 1, . . . , �nq + 1), q ∈ ℝ, � = (�1, . . . , �n),(
∂
∂r

)�
=
(

∂
∂r1

)�1
⋅ ⋅ ⋅
(

∂
∂rn

)�n
� îïåðàòîð ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî r ∈ In

(� ∈ ℤn+);
dA îáîçíà÷àåò ìåðó Ëåáåãà íà ïëîñêîñòè, íîðìèðîâàííóþ òàê, ÷òîáû A(D) = 1;
dmn � ìåðà Ëåáåãà âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè n. Â ñëó÷àå, êîãäà ìåðà mn çàäàíà

íà òîðå T n, òî íîðìèðóåì mn(T n) = 1.
dV èëè dm2n â ℂn îáîçíà÷àåò ìåðó Ëåáåãà â ℂn;
H(D) � ìíîæåñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå D;
ℎ(D) � ìíîæåñòâî âñåõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå D;
ℎ
(
ℝn+1

+

)
� ìíîæåñòâî âñåõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîëóïðîñòðàíñòâå ℝn+1

+ ;
H(B) � ìíîæåñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì øàðå B ⊂ ℂn;
H(Un) � ìíîæåñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â ïîëèêðóãå Un ⊂ ℂn;
ℎ(Un) � ìíîæåñòâî âñåõ n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîëèêðóãå Un ⊂ ℂn;
D�, D� � îïåðàòîðû äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ;
ℱ� � îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ Àäàìàðà.
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Ãëàâà 1

Íåðàâåíñòâà Ëèòòëâóäà�Ïýëè

1.1 Íåðàâåíñòâà Ëèòòëâóäà�Ïýëè

â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå

Â ýòîì ðàçäåëå îïðåäåëåíû ôóíêöèè òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè è óñòàíîâëåíû ñâÿçàí-
íûå ñ íèìè Lp-íåðàâåíñòâà íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ℝn. Îñíîâíûå Òåîðåìû 1 è 2
îáîáùàþò íà äðîáíûå ïðîèçâîäíûå ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà � > 0 íåêîòîðûå ðåçóëü-
òàòû Ñòåéíà è Ôëåòòà è ïðèìåíÿþòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ â òåîðèè âåñîâûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå ℝn+1

+ .
Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [253], [254].

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïóñòü ℝn � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, è ïóñòü x = (x1, . . . , xn) ∈ ℝn, ∣x∣2 =
x2

1 + ⋅ ⋅ ⋅+ x2
n, dx = dx1 ⋅ ⋅ ⋅ dxn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℝn+1

+ âåðõíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà ℝn+1, ò.å. ℝn+1

+ = ℝn × (0,∞). Òî÷êè ýòîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà áóäåì ïðåä-
ñòàâëÿòü êàê (x, y) = (x1, . . . , xn, y), x ∈ ℝn, y > 0.

Â ìîíîãðàôèè [23] È. Ñòåéí ðàñïðîñòðàíèë êëàññè÷åñêóþ g-ôóíêöèþ Ëèòòëâóäà�
Ïýëè [15] äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà íà ñëó÷àé ïîëóïðîñòðàíñòâà ℝn+1

+ è ïðèâåë ðÿä
ïðèëîæåíèé ê íåé. Äëÿ èíòåãðàëà Ïóàññîíà f(x, y) ôóíêöèè f(x) ∈ Lp(ℝn), 1 ≤
p < ∞, g-ôóíêöèÿ Ëèòòëâóäà�Ïýëè â ℝn+1

+ îïðåäåëÿåòñÿ êàê íåëèíåéíûé îïåðàòîð
ñëåäóþùåãî âèäà

g(f)(x) =

(∫ +∞

0

y∣∇f(x, y)∣2dy
)1/2

, (1.1.1)

ãäå ∇ � ãðàäèåíò.
Òåîðåìà Ñòåéíà ([23, Ãë. IV]) Ïóñòü 1 < p < ∞, f(x) ∈ Lp(ℝn). Òîãäà

g(f)(x) ∈ Lp(ℝn), ïðè÷åì ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå C1 è C2, íå
çàâèñÿùèå îò f , òàêèå, ÷òî

C1∥f∥Lp ≤ ∥g(f)∥Lp ≤ C2∥f∥Lp . (1.1.2)

Êðîìå òîãî, Ñòåéí [23] îòìå÷àåò, ÷òî g-ôóíêöèÿ è íåðàâåíñòâà (1.1.2) ìîãóò áûòü
îáîáùåíû íà ãðàäèåíòû áîëåå âûñîêîãî k-ãî ïîðÿäêà (k � öåëîå, k > 1). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðôíûõ è ãàðìîíè÷åñêèõ
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ôóíêöèé ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè îáîáùåíèÿ g-ôóíêöèè è Òåîðåìû Ñòåéíà íà
ïðîèçâîäíûå ïðîèçâîëüíîãî (äðîáíîãî) ïîðÿäêà � > 0. Òàêîå îáîáùåíèå äàë Ôëåòò
[88] äëÿ ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé.

Â ýòîì ðàçäåëå íà ïîëóïðîñòðàíñòâå ℝn+1
+ è ïîñðåäñòâîì äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ

ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà � > 0 ââåäåíû ôóíêöèè gq,�(f) òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè è îáîá-
ùåíà Òåîðåìà Ñòåéíà.

Äëÿ ôóíêöèè f(x, y), èçìåðèìîé è êîìïëåêñíîçíà÷íîé â ℝn+1
+ , ââåäåì â ðàññìîò-

ðåíèå îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ðèìàíà�ËèóâèëëÿD−� ≡ D−�y
(ïîòåíöèàë Ðèññà) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y:

D−�f(x, y) =
1

Γ(�)

∫ +∞

0

��−1f(x, y + �)d�,

D0f = f, D�f(x, y) = (−1)mD−(m−�) ∂
m

∂ym
f(x, y),

(1.1.3)

ãäå � > 0, à m � öåëîå, îïðåäåëåííîå èç óñëîâèÿ m− 1 < � ≤ m.
ßäðî Ïóàññîíà â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå äàåòñÿ ôîðìóëîé

P (x, y) = kn
y

(∣x∣2 + y2)(n+1)/2
, kn =

Γ
(
n+1

2

)
�(n+1)/2

. (1.1.4)

Ñèìâîëû C(�, �, . . . ), c� è ò.ï. ïîâñþäó áóäóò îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿí-
íûå, âîçìîæíî ðàçëè÷íûå â ðàçíûõ ìåñòàõ è çàâèñÿùèå òîëüêî îò óêàçàííûõ èíäåê-
ñîâ �, �, . . . . Äëÿ ëþáîãî p, 1 ≤ p ≤ ∞, ÷åðåç p′ = p/(p− 1) îáîçíà÷èì ñîïðÿæåííûé
èíäåêñ (ìû ïîëàãàåì 1/∞ = 0 è 1/0 = +∞). Ïóñòü ℤn+1

+ � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëü-
òèèíäåêñîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè êîîðäèíàòàìè �j ∈ ℤ+, è äëÿ êàæäîãî � =

(�1, . . . , �n+1) ∈ ℤn+1
+ ïóñòü ∣�∣ = �1+⋅ ⋅ ⋅+�n+�n+1 è ∂� =

(
∂
∂x1

)�1
⋅ ⋅ ⋅
(

∂
∂xn

)�n (
∂
∂y

)�n+1

.

Êîãäà ôóíêöèÿ f(x, y) êîìïëåêñíîçíà÷íà, ìû èñïîëüçóåì ℂn+1-íîðìó äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ∣∇f ∣.

Äëÿ � > 0, 0 < q ≤ ∞ è ôóíêöèè f(x, y), çàäàííîé â ℝn+1
+ , ââåäåì g-ôóíêöèþ

òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè (ñð.[15],[23],[88]):

gq,�(x) ≡ gq,�(f)(x) :=

⎧⎨⎩
(∫ +∞

0

y�q−1∣D�f(x, y)∣qdy
)1/q

, 0 < q <∞,

ess sup
y>0

y�∣D�f(x, y)∣, q =∞.
(1.1.5)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè q = 2 è � = 1 ôóíêöèÿ gq,�(f) ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé
g-ôóíêöèè (1.1.1) (ñ ïðîèçâîäíîé ïî y âìåñòî ãðàäèåíòà).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãà-
òåëüíûõ ëåìì.

Ëåììà 1 Åñëè � > 0, � ∈ ℤn+1
+ , òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∣D�P (x, y)∣ ≤ C(�, n)
1

(∣x∣+ y)�+n
, x ∈ ℝn, y > 0,
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∣∂�P (x, y)∣ ≤ C(�, n)
1

(∣x∣+ y)∣�∣+n
, x ∈ ℝn, y > 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè � ≥ 1, òî

∣D�P (x, y)∣ ≤ C(�, n)
P (x, y)

y�
, x ∈ ℝn, y > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè è îöåíêàìè, è ïîýòîìó
ìû åãî îïóñêàåì.

Ëåììà 2 Ïóñòü f(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â ℝn+1
+ , è 0 < p, q ≤ ∞, � > 0.

Òîãäà

∣D�f(x, y)∣ ≤ C(p, q, �, n)
∥gq,�(f)∥Lp
y�+n/p

x ∈ ℝn, y > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ìû îïóñêàåì, ïîñêîëüêó îíî äîâîëüíî ñòàíäàðòíî è ñâîäèòñÿ ê
íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà è ñóáãàðìîíè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ ôóíêöèè ∣u∣p � íåðàâåíñòâó
Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ôåôôåðìàíà�Ñòåéíà (ñì. [85])

∣u(x, y)∣p ≤ Cp
∣B∣

∫∫
B

∣u(�, �)∣pd�d�, (1.1.6)

ãäå ïîëàãàåì, ÷òî u(x, y) ãàðìîíè÷íî, p > 0, B � øàð ñ öåíòðîì â (x, y), à ∣B∣
îáîçíà÷àåò åãî îáúåì.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ gq,�(f)(x) "ñóùåñòâåí-
íî" âîçðàñòàþùàÿ ïî �.

Ëåììà 3 Ïóñòü � > 0, è f(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â ℝn+1
+ òàêàÿ, ÷òî

D�f(x, y) = o(1) ðàâíîìåðíî â ℝn ïðè y → +∞. Åñëè 1 ≤ p ≤ q < ∞, � > 1/p− 1/q
ëèáî 1 < p ≤ q <∞, � = 1/p− 1/q, òî

gq,�(f)(x) ≤ C(�, �, p, q) gp,�+�(f)(x), x ∈ ℝn. (1.1.7)

Íåðàâåíñòâî (1.1.7) àíàëîãè÷íî èçâåñòíîìó íåðàâåíñòâó Õàðäè (ñì., íàïðèìåð,
[23]) è ïîçâîëÿåò ñâåñòè îöåíêè ôóíêöèè gq,�(f) ê ñëó÷àþ öåëûõ �. Äîêàçàòåëüñòâî
Ëåììû 3 ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ èç [88, Òåîðåìà B]. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå
â Ëåììå 3, íàëîæåííîå íà D�f(x, y) îáåñïå÷èâàåò îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà D�.

Ëåììà 4 Ïóñòü � > 0, � > 0, è f(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â ℝn+1
+ , è ïóñòü

f ∗� (x) = sup
{
∣f(�, �)∣; (�, �) ∈ Γ�(x)

}
� åå íåêàñàòåëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ãäå

Γ�(x) =
{

(�, �) ∈ ℝn+1
+ ; ∣� − x∣ < ��

}
� êîíóñ Ëóçèíà ñ âåðøèíîé â òî÷êå x ∈ ℝn. Òîãäà

∣D�f(x, y)∣ ≤ C(�, �)
f ∗� (x)

y�
, x ∈ ℝn, y > 0. (1.1.8)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì òî÷êó (x, y) ∈ ℝn+1
+ è çàìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò

íåå äî ãðàíèöû êîíóñà Γ�(x) ðàâíî �y/
√

1 + �2. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë Ïóàññîíà îò f
â øàðå B = BR ñ öåíòðîì (x, y) è ðàäèóñîì R = �y/2

√
1 + �2:

f(x, y) =

∫
∂B

PB(x, y, �)f(�)dmn(�),

ãäå PB � ÿäðî Ïóàññîíà â øàðå B, à mn � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðû Ëåáåãà íà ñôåðå
∂B. Äèôôåðåíöèðóÿ ñ ïîðÿäêîì � è èñïîëüçóÿ îöåíêè ÿäðà Ïóàññîíà, ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (1.1.8). ■

Ñëåäóþùàÿ ëåììà èçâåñòíà (ñì. [23]).

Ëåììà 5 Ïóñòü � > 0, 1 < p <∞ è f(x) ∈ Lp(ℝn). Òîãäà

∥f ∗� ∥Lp ≤ C(�, p)∥f∥Lp .

Äàëåå, îïðåäåëèì âàðèàíò èíòåãðàëà ïëîùàäåé Ëóçèíà:

S�(f)(x) =

( ∫∫
Γ�(x)

�1−n
∣∣∣∣∂u(�, �)

∂�

∣∣∣∣2 d�d�
)1/2

, x ∈ ℝn,

ãäå èíòåãðàë ðàñïðîñòðàíåí ïî âñåìó êîíóñó Ëóçèíà Γ�(x), � > 0, à u(x, y) îáîçíà÷àåò
èíòåãðàë Ïóàññîíà ôóíêöèè f(x). Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíà ôóíêöèÿ

g∗�(f)(x) =

[ +∞∫
0

∫
ℝn

(
�

∣�∣+ �

)�n
∣∇u(x+ �, �)∣2�1−nd�d�

]1/2

, x ∈ ℝn.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà â ñëó÷àå k = � = 1 äîêàçàíà â [23].

Ëåììà 6 Ïðè ëþáûõ k ∈ ℕ, � > 0, � > 0, 1 < p <∞ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

g2,k(f)(x) ≤ C(n, k, �)S�(f)(x), x ∈ ℝn, (1.1.9)

S�(f)(x) ≤ C(�, �) g∗�(f)(x), x ∈ ℝn, (1.1.10)

∥S�(f)∥Lp ≤ C(n, �, p) ∥f∥Lp , (1.1.11)

∥g2,k(f)∥Lp ≤ C(n, k, p) ∥f∥Lp . (1.1.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è âûøå çàôèêñèðóåì òî÷êó (x, y) ∈ ℝn+1
+ è ðàññìîòðèì øàð

B = BR ñ öåíòðîì (x, y) è ðàäèóñîì R = �/2
√

1 + �2. Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ôåôôåðìàíà�Ñòåéíà (1.1.6), õîòÿ
ìîæåò áûòü âûâåäåíî íàïðÿìóþ (ñì. [23]):

∣∂ku(x, y)∣2 ≤ C(n, k, �)

yn+2k−1

∫∫
BR

∣∂1u(�, �)∣2d�d�, x ∈ ℝn, y > 0.
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Çäåñü ïîëîæåíî, ÷òî ∂1 = ∂/∂� èëè ∂1 = ∂/∂�. Îòñþäà

y2k−1∣∂ku(x, y)∣2 ≤ C(n, k, �)

∫∫
∣�−x∣<R
∣�−y∣<R

∣∂1u(�, �)∣2d�d�
�n

.

Èíòåãðèðóÿ ïî y, ïîëó÷àåì

+∞∫
0

y2k−1∣∂ku(x, y)∣2dy ≤

≤ C(n, k, �)

∫
ℝn

+∞∫
0

⎛⎝ +∞∫
0

X∣�∣<R(�) X∣�−y∣<R(�)dy

⎞⎠ ∣∂1u(x+ �, �)∣2d�d�
�n

,

ãäå ÷åðåç X îáîçíà÷åíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà, óêàçàííîãî â èí-
äåêñå. Îöåíêà âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ïîêàçûâàåò, ÷òî

+∞∫
0

X∣�∣<R(�) X∣�−y∣<R(�)dy ≤

⎧⎨⎩
C(�) �, åñëè ∣�∣ < ��

2
√

1 + �2 − �
,

0, åñëè ∣�∣ ≥ ��

2
√

1 + �2 − �
.

(1.1.13)

Äàëåå, ïîñêîëüêó
��

2
√

1 + �2 − �
< ��,

òî
+∞∫
0

y2k−1∣∂ku(x, y)∣2dy ≤ C(n, k, �)

∫∫
∣�∣<��

�1−n∣∂1u(x+ �, �)∣2d�d�,

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (1.1.9).
Íåðàâåíñòâî (1.1.10) î÷åâèäíî ââèäó

�

∣�∣+ �
≥ 1

� + 1
ïðè (�, �) ∈ Γ�(0).

Ñ ó÷åòîì [23] íåðàâåíñòâà (1.1.11)�(1.1.12) ïîëó÷àþòñÿ èç (1.1.9)�(1.1.10) è

∥g∗�(f)∥Lp ≤ C(�, p) ∥f∥Lp , � > 1, p > 2/�.

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 6. ■

Òåîðåìû òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè íà ℝn

Òåîðåìà 1 Åñëè � > 0, 1 < p < ∞, 2 ≤ q < ∞, è f(x, y) � èíòåãðàë Ïóàññîíà
ôóíêöèè f(x) ∈ Lp(ℝn), òî

∥gq,�(f)∥Lp ≤ C(p, q, �, n)∥f∥Lp . (1.1.14)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó Ëåììû 3 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó ëèøü äëÿ � ≥ 1.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè f(x, y) ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà D� è îöåíêà ñ ïîìîùüþ
Ëåììû 1 ïðèâîäÿò ê

∣D�f(x, y)∣ ≤ C

y�

∫
ℝn
P (x− t, y)∣f(t)∣dt.

Èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíûå òåîðåìû îá èíòåãðàëå Ïóàññîíà è ìàêñèìàëüíîé ôóíê-
öèè Õàðäè è Ëèòòëâóäà

Mf(x) = sup
r>0

1

!nrn

∫
∣�−x∣<r

∣f(�)∣d�,

ãäå !n � îáúåì åäèíè÷íîãî n-ìåðíîãî øàðà, ïîëó÷àåì (ñì., íàïðèìåð, [23], Ãëàâû I
è III)

∥g∞,�(f)∥Lp ≤ C∥Mf∥Lp ≤ C∥f∥Lp . (1.1.15)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî Ëåììå 6 íåðàâåíñòâî

∥g2,�(f)∥Lp ≤ C∥f∥Lp (1.1.16)

ñïðàâåäëèâî äëÿ öåëûõ �, è ñëåäîâàòåëüíî ïî Ëåììå 3 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ � ≥
1. Ñîãëàñíî îäíîìó âàðèàíòó èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìû Ðèññà�Òîðèíà äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ ñî ñìåøàííîé íîðìîé (ñì.[46, ñ.316]) íåðàâåíñòâà (1.1.15) è (1.1.16) âëåêóò
(1.1.14) äëÿ âñåõ q (2 ≤ q ≤ ∞) è � ≥ 1, ÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó. ■

Êàê ëåãêî âèäåòü èç ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà, (1.1.14) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå
ïðè � ≥ 1, q =∞.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü � > 0, 1 < p < ∞, è 0 < q ≤ 2. Åñëè f(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ â
ℝn+1

+ ôóíêöèÿ, ðàâíîìåðíî ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè y → +∞, è gq,�(f) ∈ Lp(ℝn), òî
f(x, y) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x) ∈ Lp(ℝn), ïðè÷åì

∥f∥Lp ≤ C(p, q, �, n)∥gq,�(f)∥Lp . (1.1.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïîëîæèì 1 < q ≤ 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî
y > 0 ðàññìîòðèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà Lp

′
(ℝn), ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé f(x, y):

Tf (v) =

∫
ℝn
f(x, y)v(x)dx, v(x) ∈ Lp′(ℝn).

Åñëè v(x, y) � èíòåãðàë Ïóàññîíà ôóíêöèè v(x), è  � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî, òî

Tf (v) =
1

Γ(� + )

∫
ℝn

[∫ +∞

0

��+−1D�+f(x, y + �)d�

]
v(x)dx. (1.1.18)
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Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Ôóáèíè ïðåîáðàçîâàíèå âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ïðèâîäèò
ê ∫

ℝn
v(x)D�+f(x, y + �)dx =

=

∫
ℝn
v(x)

[
D
∫
ℝn
P (x− t, y + �/2)D�f(t, �/2) dt

]
dx =

=

∫
ℝn
D�f(t, �/2)

[∫
ℝn
DP (x− t, y + �/2)v(x) dx

]
dt =

=

∫
ℝn
D�f(t, �/2)Dv(t, y + �/2) dt.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå â (1.1.18), ïðèõîäèì ê

Tf (v) =
1

Γ(� + )

∫
ℝn

[∫ +∞

0

��+−1D�f(x, �/2)Dv(x, y + �/2)d�

]
dx.

Îáîçíà÷àÿ

ℎq′,(x, y) =

(∫ +∞

0

�q
′−1
∣∣Dv(x, y + �/2)

∣∣q′d�)1/q′

,

è äâàæäû ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, à çàòåì � Òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì

∣Tf (v)∣ ≤ C

∫
ℝn
gq,�(f)(x)ℎq′,(x, y)dx ≤

≤ C∥gq,�(f)∥Lp ∥ℎq′,(x, y)∥Lp′ (dx) ≤
≤ C∥gq,�(f)∥Lp ∥v∥Lp′ .

Â ñèëó äâîéñòâåííîñòè (Lp
′
)∗ = Lp

∥f(x, y)∥Lp(dx) = sup
{
∣Tf (v)∣; ∥v∥Lp′ = 1

}
≤ C ∥gq,�(f)∥Lp .

Òåïåðü ïîëîæèì 0 < q < 1 (ïðè q = 1 òåîðåìà î÷åâèäíà). Ïî Ëåììå 4

∣f(x, y)∣ ≤ 1

Γ(�)

∫ +∞

0

��−1∣D�f(x, y + �)∣d� ≤

≤ C
(
f ∗� (x)

)1−q
∫ +∞

0

��−1

(y + �)�(1−q)

∣∣D�f(x, y + �)
∣∣qd�,

ãäå f ∗� (x) � íåêàñàòåëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà
ñ èíäåêñàìè 1/q è 1/(1− q), ïîëó÷àåì

∥f(x, y)∥pLp(dx) ≤ C∥f ∗� ∥
p(1−q)
Lp ∥gq,�(f)∥pqLp .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Ëåììå 5

∥f∥Lp(ℝn) ≤ C∥f ∗� ∥
1−q
Lp ∥gq,�(f)∥qLp ≤ C∥f∥1−q

Lp ∥gq,�(f)∥qLp ,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2. ■
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1.2 Íåðàâåíñòâà Ëèòòëâóäà�Ïýëè â ïîëèêðóãå è

ðåøåíèå îäíîé çàäà÷è Ëèòòëâóäà

Äëÿ n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì ïîëèêðóãå ïðîñòðàíñòâà ℂn îïðåäå-
ëåíû g-ôóíêöèè òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè è óñòàíîâëåíû ñâÿçàííûå ñ íèìè Lp-íåðàâåí-
ñòâà. Îñíîâíûå òåîðåìû ýòîãî ðàçäåëà ðàñïðîñòðàíÿþò íà ïîëèêðóã è îáîáùàþò
íà äðîáíûå ïðîèçâîäíûå ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû Ëèòòëâóäà,
Ïýëè, Ôëåòòà. Ýòèì, â ÷àñòíîñòè, äàåòñÿ îòâåò íà îäèí âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé Ëèòò-
ëâóäîì [146] â 1968 ãîäó.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [260], [261].

Ïóñòü
Un = {z = (z1, . . . , zn) ∈ ℂn : ∣zj∣ < 1, 1 ≤ j ≤ n}

� åäèíè÷íûé ïîëèêðóã ïðîñòðàíñòâà ℂn, è

T n = {w = (w1, . . . , wn) ∈ ℂn : ∣wj∣ = 1, 1 ≤ j ≤ n}

� n-ìåðíûé òîð (îñòîâ ïîëèêðóãà). Â ïîëèêðóãå Un áóäåì ðàññìàòðèâàòü n-ãàðìî-
íè÷åñêèå ôóíêöèè, ò.å. ôóíêöèè, ãàðìîíè÷åñêèå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé zj â îòäåëü-
íîñòè.

Èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå â 30-õ ãîäàõ ïðèâåëè Ëèòòëâóäà è Ïýëè
([147], [148]) ê òàê íàçûâàåìîé g-ôóíêöèè, íîñÿùåé èõ èìÿ:

g(f)(�) =

(∫ 1

0

(1− r)∣f ′(rei�)∣2dr
)1/2

, � ∈ (−�, �), (1.2.1)

ãäå f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â åäèíè÷íîì êðóãå D = U1. Îäèí èç îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ Ëèòòëâóäà è Ïýëè â ñâÿçè ñ g-ôóíêöèåé � ýòî ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì
∥g(f)∥Lp è ∥f∥Lp íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïðè p > 1 (ñì. [148], [15, Ãë. XIV]).
Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà ℝn+1 óñòàíîâëåí
Ñòåéíîì [23, Ãë. IV]. Ðÿä èññëåäîâàòåëåé, â ÷àñòíîñòè Ôëåòò [88], çíà÷èòåëüíî ðàñ-
øèðèë îïðåäåëåíèå g-ôóíêöèè â åäèíè÷íîì êðóãå ñ ïîìîùüþ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé è
ïðèìåíèë ýòî â òåîðåìàõ î ìóëüòèïëèêàòîðàõ. Ëèòòëâóä [146, Ïðîáëåìà 28, ñ.43] âû-
ñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå î ñïðàâåäëèâîñòè Lp-íåðàâåíñòâ äëÿ g-ôóíêöèè â ñëó÷àå äâóõ
êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ è âûðàçèë æåëàíèå îáîéòèñü áåç "ïëîñêèõ" êîìïëåêñíûõ
ìåòîäîâ.

Â ýòîì ðàçäåëå ñ ïîìîùüþ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ D� (� � ïðîèçâîëüíûé ïîëîæè-
òåëüíûé ìóëüòèèíäåêñ) îïðåäåëåíû g-ôóíêöèè òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè è óñòàíîâëåíû
ñâÿçàííûå ñ íèìè Lp-íåðàâåíñòâà äëÿ n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîëèêðóãå. Õîòÿ
ïðèìåíåííûé íèæå â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3 ìåòîä èíòåðïîëÿöèè îïåðàòîðîâ õî-
ðîøî èçâåñòåí è ïðèìåíÿëñÿ åùå Çèãìóíäîì [15], íî, òåì íå ìåíåå, â îòëè÷èå îò [147],
[148], [15], [88], íàøè äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìû îò êîìïëåêñíûõ ìåòîäîâ è, òåì ñà-
ìûì, ïðèãîäíû äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà äðóãèå îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâàõ ℝn è ℂn.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñïðîñòðàíåíèå âåùåñòâåííûõ ìåòîäîâ [23] (òàêèõ, êàê ôîðìóëà
Ãðèíà, ìåòîäû ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ) íà äðîáíûå ïðîèçâîäíûå ïðîèçâîëüíîãî
ïîðÿäêà è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ 1 < p <∞, 0 < q ≤ ∞ ïðîáëåìàòè÷íî.

33



Ïóñòü

In = [0, 1)n, � ∈ ℂn, r ∈ In, dr = dr1 ⋅ ⋅ ⋅ drn, r� = (r1�1, . . . , rn�n). (1.2.2)

×åðåç ℤn+ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ m = (m1, . . . ,mn) ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè öåëûìè êîîðäèíàòàìè mj ∈ ℤ+. Ñ÷èòàÿ òàêæå, ÷òî q ∈ ℝ, � =
(�1, . . . , �n), ïîëîæèì

(1− r)� =
n∏
j=1

(1− rj)�j , r� =
n∏
j=1

r
�j
j , Γ(�) =

n∏
j=1

Γ(�j), (1.2.3)

(
∂

∂r

)m
=

(
∂

∂r1

)m1

⋅ ⋅ ⋅
(

∂

∂rn

)mn
, �q + 1 = (�1q + 1, . . . , �nq + 1). (1.2.4)

Äëÿ ôóíêöèè f(z) = f(rw), r ∈ In, w ∈ T n, çàäàííîé â Un, ââåäåì â ðàññìîò-
ðåíèå îïåðàòîð D� ≡ D�

r äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé r ∈ In:

D−�f(z) =
r�

Γ(�)

∫
In

(1− �)�−1f(�z)d�, D�f(z) =

(
∂

∂r

)m
D−(m−�)f(z), (1.2.5)

ãäå �j > 0, m ∈ ℤn+, mj − 1 < �j ≤ mj, 1 ≤ j ≤ n. Âìåñòî D� èíîãäà áóäåì ïèñàòü
D(�1,...,�n). Íåêîòîðûå èç êîîðäèíàò �j ìóëüòèèíäåêñà � ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ,
íàïðèìåð, îïåðàòîð D(0,−�2,...,−�n) áóäåì ïîíèìàòü êàê

D(0,−�2,...,−�n)f(z) =

∏n
j=2 r

�j
j∏n

j=2 Γ(�j)

∫
In−1

n∏
j=2

(1− �j)�j−1f(�z)d�2 ⋅ ⋅ ⋅ d�n.

Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà D� ÿñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî � = (�1, . . . , �n), �j ≥ 0

D±�f = D±�1
r1

D±�2
r2

. . . D±�nrn f, (1.2.6)

ãäå D�j
rj îáîçíà÷àåò òîò æå îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé ëèøü ïî ïåðåìåííîé rj. Â ÷àñò-

íîñòè
D1f ≡ D(1,1,...,1)f = D1

r1
D1
r2
. . . D1

rnf.

Ñèìâîëû C(�, �, . . . ), c� è ò.ï. âñþäó áóäóò îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå ïîñòoÿííûå,
âîçìîæíî ðàçëè÷íûå â ðàçíûõ ìåñòàõ è çàâèñÿùèå òîëüêî îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ
�, �, . . . . Äëÿ ëþáîãî p, 1 ≤ p ≤ ∞, ÷èñëî p′ îçíà÷àåò ñîïðÿæåííûé èíäåêñ, ò.å.
p′ = p/(p − 1) (ìû ïîëàãàåì 1/∞ = 0 è 1/0 = +∞). Âñå íåðàâåíñòâà A ≤ B â
ôîðìóëèðîâêàõ ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñëåäóþùåì ñìûñëå: åñëè B êîíå÷íî, òî è A
êîíå÷íî è A ≤ B.

Äëÿ çàäàííîé â Un ôóíêöèè f(z) è ïàðàìåòðîâ �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 0 < q ≤ ∞
îïðåäåëèì g-ôóíêöèþ òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè (ñð. [88]):

gq,�(f)(w) ≡ gq(D
�f)(w) :=

⎧⎨⎩
(∫

In
(1− r)�q−1∣D�f(rw)∣qdr

)1/q

, 0 < q <∞,

ess sup
r∈In

(1− r)�∣D�f(rw)∣, q =∞.
(1.2.7)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè q = 2 è � = (1, 1, . . . , 1) ôóíêöèÿ gq,�(f) ñîîòâåòñòâóåò
êëàññè÷åñêîé g-ôóíêöèè (1.2.1).

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 1 < p < ∞, 2 ≤ q < ∞, è u(z) �èíòåãðàë
Ïóàññîíà ôóíêöèè f ∈ Lp(T n). Òîãäà ôóíêöèÿ

gq(r
�D�u)(w) :=

(∫
In

(1− r)�q−1∣r�D�u(rw)∣qdr
)1/q

, w ∈ T n,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∥gq(r�D�u)∥Lp ≤ C(p, q, �, n)∥f∥Lp . (1.2.8)

Åñëè, ê òîìó æå, �j � öåëûå ëèáî 0 < �j < 1 (1 ≤ j ≤ n), òî èìååò ìåñòî áîëåå
ñèëüíîå íåðàâåíñòâî

∥gq(D�u)∥Lp ≡ ∥gq,�(u)∥Lp ≤ C(p, q, �, n)∥f∥Lp . (1.2.9)

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ �j > 0 íåðàâåíñòâî (1.2.9) èìååò ìåñòî ïðè äîïîëíèòåëüíîì
ïðåäïîëîæåíèè

D(k1,...,kn)u(rw) = 0

ïðè âñåõ r = (r1, . . . , rn),
n∏
j=1

rj = 0, kj ∈ ℤ+, 0 ≤ kj ≤ [�j]− 1.
(1.2.10)

Òåîðåìà 4 Ïóñòü �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 1 < p <∞, 0 < q ≤ 2, u(z) � n-ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ â Un, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (1.2.10) è gq,�(u) ∈ Lp(T n). Òîãäà u(z)
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà ñâîåé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè f ∈ Lp(T n), ïðè÷åì

∥f∥Lp ≤ C(p, q, �, n)∥gq,�(u)∥Lp .

Â ñëó÷àå 0 < �j < 1 (1 ≤ j ≤ n) ïðåäïîëîæåíèå (1.2.10) ñòàíîâèòñÿ èçëèøíèì.

Çàìå÷àíèå. Ïðè n = 2, q = 2, � = (1, 1) Òåîðåìû 3 è 4 äàþò óòâåðäèòåëüíûé îòâåò
íà âîïðîñ Ëèòòëâóäà [146, Ïðîáëåìà 28, ñ.39,43].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ Òåîðåì 3 è 4 íàì ïîíàäîáÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå
óòâåðæäåíèÿ.

ßäðî Ïóàññîíà â ïîëèêðóãå Un çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

P (z, �) =
n∏
j=1

P (zj, �j) =
n∏
j=1

1− ∣zj∣2

∣�j − zj∣2
, z ∈ Un, � ∈ T n. (1.2.11)

Ëåììà 7 Åñëè �j ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n, òî

∣r�D�P (z, �)∣ ≤ C(�, n)
n∏
j=1

1

∣�j − zj∣�j+1
, z ∈ Un, � ∈ T n. (1.2.12)

À åñëè, ê òîìó æå, �j � öåëûå, òî ñîìíîæèòåëü r� â ëåâîé ÷àñòè (1.2.12) ìîæíî
óäàëèòü.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìîé îöåíêîé.

Ëåììà 8 Ïóñòü f(z) � n-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Un, è 0 < p, q ≤ ∞, �j > 0 (1 ≤
j ≤ n). Òîãäà

∣r�D�f(z)∣ ≤ C(p, q, �, n)∥gq,�(f)∥Lp
n∏
j=1

1

(1− ∣zj∣)�j+1/p
, z ∈ Un.

Äîêàçàòåëüñòâî ìû îïóñêàåì, ïîñêîëüêó îíî äîâîëüíî ñòàíäàðòíî è ñâîäèòñÿ ê
íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà è n-ñóáãàðìîíè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ ôóíêöèè ∣r�D�f ∣p (p > 0).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ gq,�(f) "ñóùåñòâåííî"
âîçðàñòàþùàÿ ïî �.

Ëåììà 9 Ïóñòü f(z) � n-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Un, 1 ≤ q <∞, �j, �j > 0 (1 ≤
j ≤ n), D−�D�+�f = D�f . Òîãäà

gq,�(f)(w) ≤ C(�, �, q, n) gq,�+�(f)(w), w ∈ T n.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ n-êðàòíûì ïîâòîðåíèåì îäíîìåðíîãî âàðèàíòà ýòî-
ãî æå íåðàâåíñòâà (ñì. [88]). Çàìåòèì, ÷òî åñëè 0 < �j + �j < 1, òî òîæäåñòâî
D−�D�+�f = D�f çàâåäîìî âûïîëíèìî.

Äàëåå, ïðè ôèêñèðîâàííûõ �, 0 < � < 1 è � = ei� ∈ T 1 áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ñòàíäàðòíóþ îáëàñòü Γ�(�) ≡ Γ�(�) â åäèíè÷íîì êðóãå U1, îãðàíè÷åííóþ äâóìÿ
êàñàòåëüíûìè ê îêðóæíîñòè ∣z∣ = �, ïðîâåäåííûìè èç òî÷êè � = ei�, è íàèáîëü-
øåé äóãîé îêðóæíîñòè ∣z∣ = �. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ �j, 0 < �j < 1 (1 ≤ j ≤ n) è
� = (�1, . . . , �n) ∈ T n îïðåäåëèì Γ�(�) êàê Γ�(�) = Γ�1(�1)× ⋅ ⋅ ⋅ × Γ�n(�n).

Ëåììà 10 Ïóñòü �j > 0, �j > 0, 1 ≤ j ≤ n, è f(z) � n-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â
Un. Òîãäà äëÿ åå íåêàñàòåëüíîé ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè

f ∗� (�) = sup
{
∣f(z)∣; z ∈ Γ�(�)

}
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣r�D�f(rw)∣ ≤ C(�, �, n)
f ∗� (w)

(1− r)�
, z = rw ∈ Un. (1.2.13)

À åñëè, ê òîìó æå, �j � öåëûå, òî ñîìíîæèòåëü r� â ëåâîé ÷àñòè (1.2.13) ìîæíî
óäàëèòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì òî÷êó z = rw ∈ Un. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B = Bz ïî-
ëèêðóã ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå è ðàäèóñîì

(
�1(1− r1)/2, . . . , �n(1− rn)/2

)
è çàìåòèì,

÷òî B ⊂ Γ�(w). Çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå Ïóàññîíà ôóíêöèè f â B:

f(z) =

∫
TB

PB(z, �)f(�)dmn(�),

ãäå PB � ÿäðî Ïóàññîíà â ïîëèêðóãå B, TB � îñòîâ ïîëèêðóãà B,mn �ïîâåðõíîñòíàÿ
ìåðà Ëåáåãà íà TB. Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà D� è èñïîëüçóÿ îöåíêè
ÿäðà Ïóàññîíà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (1.2.13). ■
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Äëÿ n-ãàðìîíè÷åñêîé â Un ôóíêöèè u(z) è ïîñðåäñòâîì îáëàñòè Γ�(�) îïðåäåëèì
âàðèàíò èíòåãðàëà ïëîùàäåé Ëóçèíà:

S�(u)(�) =

( ∫
Γ�(�)

∣D1u(z)∣2dm2n(z)

)1/2

, � ∈ T n,

ãäå m2n � ìåðà Ëåáåãà íà ïîëèêðóãå Un. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêà-
çàííàÿ Ìàðöèíêåâè÷åì è Çèãìóíäîì [15, Ãë. XIV] â åäèíè÷íîì êðóãå äëÿ k = 1 è
êëàññè÷åñêîé g-ôóíêöèè (1.2.1).

Ëåììà 11 Ïóñòü u(z) � n-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Un, k = (k1, . . . , kn) ∈ ℤn+, kj ≥
1, 0 < �j < 1 (1 ≤ j ≤ n). Òîãäà

g2,k(u)(�) ≤ C(n, k, �)S�(u)(�), � ∈ T n. (1.2.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå äîêàæåì ëåììó ïðè n = 1, ò.å. äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà U1.
Çàôèêñèðóåì òî÷êó z = rei� ∈ U1 è ðàññìîòðèì êðóã

B =
{
� ∈ ℂ : ∣� − z∣ < �(1− r)/2

}
⊂ Γ�(e

i�) ≡ Γ�(�).

Èç èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Ïóàññîíà â êðóãå B íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

∣Dku(rei�)∣2 ≤ C(k)

∣B∣(1− r)2(k−1)

∫∫
B

∣D1u(�eit)∣2�d�dt,

ãäå ∣B∣ � ïëîùàäü êðóãà B. Ïðè �eit ∈ B èìååì C ′�(1 − r) < 1 − � < C ′′� (1 − r), è
ïîýòîìó

(1− r)2k−1∣Dku(rei�)∣2 ≤ C(k, �)

∫∫
B

∣D1u(�eit)∣2 �d�dt
1− �

. (1.2.15)

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Âíà÷àëå ïîëîæèì 0 ≤ r ≤ �/(2 + �). Òîãäà ðàñ-
øèðèì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â (1.2.15) äî êðóãà

E ≡ E(r, �) = {� ∈ ℂ : ∣�∣ < r2 ≡ r + �(1− r)/2} .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî E(r, �) ⊂ Γ�(�), è ïîýòîìó

(1− r)2k−1∣Dku(rei�)∣2 ≤ C(k, �)

∫∫
Γ�(�)

X(0,r2)(�)∣D1u(�eit)∣2 �d�dt
1− �

,

ãäå ÷åðåç X îáîçíà÷åíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëà, óêàçàííîãî â èí-
äåêñå. Èíòåãðèðîâàíèå ïî r è îöåíêà âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ïðèâîäÿò ê∫ 1

0

(1− r)2k−1∣Dku(rei�)∣2dr ≤ C(k, �)

∫∫
Γ�(�)

(∫ 1

0

X(0,r2)(�) dr

)
∣D1u(�eit)∣2 �d�dt

1− �

≤ C(k, �)

∫∫
Γ�(�)

∣D1u(�eit)∣2�d�dt.
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Òåïåðü ïîëîæèì �/(2 + �) < r < 1. Òîãäà ðàñøèðèì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â
(1.2.15) äî êîëüöåâîãî ñåêòîðà, ñòîðîíû êîòîðîãî êàñàþòñÿ êðóãà B:

(1− r)2k−1∣Dku(rei�)∣2 ≤ C(k, �)

∫ r2

r1

∫ �2

�1

∣D1u(�eit)∣2 �d�dt
1− �

, (1.2.16)

ãäå îáîçíà÷åíî

r1,2 = r ∓ �(1− r)
2

, �1,2 = � ∓ arcsin
�(1− r)

2r
.

Èíòåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâà (1.2.16) ïî r ïðèâîäèò ê îöåíêå∫ 1

0

(1− r)2k−1∣Dku(rei�)∣2dr

≤ C(k, �)

1∫
0

�∫
−�

⎛⎝ 1∫
0

X(r1,r2)(�)X(�1,�2)(t)dr

⎞⎠ ∣D1u(�eit)∣2 �d�dt
1− �

.

(1.2.17)

Îñòàåòñÿ äîëæíûì îáðàçîì îöåíèòü âíóòðåííèé èíòåãðàë. Èìååì

X(r1,r2)(�)X(�1,�2)(t) =

{
1, åñëè r1 < � < r2, �1 < t < �2,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Óñëîâèå r1 < � < r2 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ �1 < r < �2, ãäå �1,2 =
(
�∓�/2

)
/
(
1∓�/2

)
.

Êðîìå òîãî, �1 < t < �2 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

r < r0 ≡
1

1 + (2/�) sin ∣t− �∣
.

Ñëåäîâàòåëüíî,∫ 1

0

X(r1,r2)(�)X(�1,�2)(t) dr =

∫ �2

�1

X(0,r0)(r) dr ≤

{
�2 − �1, åñëè �1 < r0 < 1,

0, åñëè 0 < r0 ≤ �1.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî G� =
{
� = �eit ∈ U1 : �1 < r0

}
è ïîñ÷èòàåì �2 − �1 =

C�(1− �). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (1.2.17) ïîëó÷àåì∫ 1

0

(1− r)2k−1∣Dku(rei�)∣2dr ≤ C(k, �)

∫∫
G�

∣D1u(�eit)∣2�d�dt. (1.2.18)

Òåïåðü îñòàåòñÿ äîêàçàòü âëîæåíèå G� ⊂ Γ�(�). Ïóñòü � = �eit ∈ G� è � ≤ � < 1.
Ìíîæåñòâî Γ�(�)∖{∣�∣ < �} õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ óñëîâèÿìè:

� ≤ � < 1, ∣t∣ = ∣ arg �∣ < arccos �, ∣ arg(1− �)∣ < arcsin �. (1.2.19)

Â òî æå âðåìÿ, ìíîæåñòâî G� îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì �1 < r0 èëè

sin ∣t∣ < �

2

1− �
�− �/2

.

38



Èç äâóõ ñïðàâåäëèâûõ îöåíîê

sin ∣t∣ < �

2

1− �
�− �/2

≤ 1− � <
√

1− �2,

sin ∣t∣ < �

2

1− �
�− �/2

≤ �

�

√
1− 2� cos t+ �2

âûòåêàþò äâà ïîñëåäíèõ óñëîâèÿ â (1.2.19), ÷òî äîêàçûâàåò âëîæåíèå G� ⊂ Γ�(�).
Òàêèì îáðàçîì, èç (1.2.18) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî∫ 1

0

(1− r)2k−1∣Dku(rei�)∣2dr ≤ C(k, �)

∫∫
Γ�(�)

∣D1u(�)∣2dm2(�). (1.2.20)

Ñëó÷àé n = 1 äîêàçàí. Îáùèé ñëó÷àé n > 1 ïîëó÷àåòñÿ n-êðàòíûì ïðèìåíåíèåì
(1.2.20) ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ (1.2.6). Ëåììà 11 äîêàçàíà. ■

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3. Ñíà÷àëà äîêàæåì òåîðåìó äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé �j ≥
1. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè u ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà D� è îöåíêà ñ ïîìîùüþ
Ëåììû 7 ïðèâîäÿò ê

∣D�u(z)∣ ≤
∫
Tn
∣D�P (z, �)∣ ∣f(�)∣dmn(�) ≤ C(�, n)

(1− ∣z∣)�

∫
Tn
P (z, �) ∣f(�)∣dmn(�).

Îòñþäà ïîëó÷àåì ïîòî÷å÷íóþ îöåíêó ÷åðåç íåêàñàòåëüíóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ
u∗� :

g∞,�(u)(w) ≤ C(�, n) sup
r∈In

∫
Tn
P (rw, �) ∣f(�)∣dmn(�) ≤ C(�, n)u∗�(w), w ∈ T n,

ãäå 0 < �j < 1 (1 ≤ j ≤ n) ôèêñèðîâàíû. Èñïîëüçóÿ ìàêñèìàëüíóþ òåîðåìó Çèãìóíäà
[246]

∥u∗�∥Lp ≤ C∥f∥Lp , (1.2.21)

èìååì
∥g∞,�(u)∥Lp ≤ C∥f∥Lp . (1.2.22)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ Ëåììó 11, òåîðåìó Ãàíäè-Ñòåéíà
[100] îá ýêâèâàëåíòíîñòè Lp-íîðì ôóíêöèé S�(u) è u∗� , à çàòåì âíîâü íåðàâåíñòâî
(1.2.21), ïîëó÷àåì îöåíêó

∥g2,�(u)∥Lp ≤ C∥S�(u)∥Lp ≤ C∥u∗�∥Lp ≤ C∥f∥Lp . (1.2.23)

Ñîãëàñíî îäíîìó âàðèàíòó èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìû Ðèññà�Òîðèíà äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ ñî ñìåøàííîé íîðìîé (ñì. [46, ñ.316]) íåðàâåíñòâà (1.2.22) è (1.2.23) âëåêóò
(1.2.9) äëÿ âñåõ q (2 ≤ q ≤ ∞) è öåëûõ �j ≥ 1.

Â îáùåì ñëó÷àå mj − 1 < �j ≤ mj, mj ∈ ℤ+ (1 ≤ j ≤ n) äîêàæåì òåîðåìó ñíà÷àëà
ïðè n = 1. Ïðîèçâîäíóþ D� ïðåäñòàâèì â âèäå (ñì., íàïðèìåð, [22, ñ.52])

D�u = D−(m−�)Dmu+
m∑
k=1

Dm−ku(0)
rm−�−k

Γ(1 +m− �− k)
, (1.2.24)
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∣r�D�u∣ ≤ D−(m−�)∣Dmu∣+ C�

m∑
k=1

∣Dm−ku(0)∣, (1.2.25)

÷òî ââèäó Ëåììû 9 ïîçâîëÿåò ñâåñòè îöåíêó ê ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ öåëûõ �. Èí-
òåãðèðîâàíèå íåðàâåíñòâà (1.2.25) ñ q-îé ñòåïåíüþ è ìåðîé (1 − r)�q−1dr íà (0, 1), à
çàòåì íà îêðóæíîñòè T 1 ñ p-îé ñòåïåíüþ ïðèâîäèò ê (1.2.8). Ïðè 0 < � < 1 ïîëó-
÷àåì áîëåå ñèëüíîå íåðàâåíñòâî (1.2.8), òàê êàê ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà â íóëå íå
âîçíèêàåò è ìîæíî îöåíèòü (1.2.24) áåç óìíîæåíèÿ íà r�.

Ïðè n = 2 ïðåäñòàâëåíèå (1.2.24) ïðèîáðåòàåò âèä

D(�1,�2)u(z1, z2) =D(−(m1−�1),−(m2−�2))D(m1,m2)u(z1, z2)

+

m1∑
k1=1

Dm1−k1
r1

D�2
r2
u(0, z2)

rm1−�1−k1
1

Γ(1 +m1 − �1 − k1)

+

m2∑
k2=1

D�1
r1
Dm2−k2
r2

u(z1, 0)
rm2−�2−k2

2

Γ(1 +m2 − �2 − k2)

−
m1∑
k1=1

m2∑
k2=1

D(m1−k1,m2−k2)u(0, 0)
rm−�−k

Γ(1 +m− �− k)
.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíêè îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ âåäóò ê
(1.2.8) è (1.2.9). ßñíî, ÷òî ïðîöåäóðó ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âñå n ≥ 1. ■

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4. Ââèäó Ëåììû 9 è óñëîâèé (1.2.10) äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü òåîðåìó ëèøü äëÿ 0 < �j < 1. Âíà÷àëå ïîëîæèì 1 < q ≤ 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ôèêñèðîâàííîãî r ∈ In ðàññìîòðèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà Lp

′
(T n), ïîðîæäåííûé

ôóíêöèåé u(z):

Fu(v) =

∫
Tn
u(rw)v(w)dmn(w), v(w) ∈ Lp′(T n). (1.2.26)

Ñ÷èòàÿ, ÷òî v(rw) � èíòåãðàë Ïóàññîíà ôóíêöèè v(w), è  = (1, . . . , n) � ìàëûé
ïîëîæèòåëüíûé ìóëüòèèíäåêñ òàêîé, ÷òî 0 < �j + j < 1, è âîñïîëüçîâàâøèñü òîæ-
äåñòâîì r�D�

r = ��D�
� , áóäåì èìåòü

Fu(v) =

∫
Tn
D−�−r D�+

r u(rw)v(w)dmn(w)

=
r∏n

j=1 Γ(�j + j)

∫
In

(1− �)�+−1��
[∫

Tn
v(w)D�

� D

ru(�rw)dmn(w)

]
d�.

(1.2.27)
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Ïðåîáðàçóåì âíóòðåííèé èíòåãðàë:∫
Tn
v(w)D�

� D

ru(�rw)dmn(w)

=

∫
Tn
v(w)D

r

[∫
Tn
P (
√
� rw, �)D�

� u(
√
� �) dmn(�)

]
dmn(w)

=

∫
Tn
D�
� u(
√
� �)

[∫
Tn
D
rP (
√
� rw, �) v(w) dmn(w)

]
dmn(�)

=

∫
Tn
D�
� u(
√
� �)D

r v(
√
� r�) dmn(�).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå â (1.2.27) è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðèõîäèì ê

Fu(v) = C(�, , n) r
∫
Tn

[∫
In
��(1− �)�+−1D�

� u(
√
� �)D

r v(
√
� r�) d�

]
dmn(�).

Îáîçíà÷àÿ

ℎq′,(r�) =

(∫
In

(1− �)q
′−1
∣∣D

r v(
√
� r�)

∣∣q′ d�)1/q′

è äâàæäû ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, à çàòåì � Òåîðåìó 3, ïîëó÷àåì

∣Fu(v)∣ ≤ C

∫
Tn
gq,�(u)(�)ℎq′,(r�) dmn(�)

≤ C∥gq,�(u)∥Lp ∥ℎq′,(r�)∥Lp′ (Tn)

≤ C(p, q, �, , n)∥gq,�(u)∥Lp ∥v∥Lp′ (Tn).

Â ñèëó äâîéñòâåííîñòè (Lp
′
)∗ = Lp áóäåì èìåòü

∥u(rw)∥Lp(Tn) = sup
{
∣Fu(v)∣; ∥v∥Lp′ = 1

}
≤ C ∥gq,�(u)∥Lp .

Òåïåðü ïîëîæèì 0 < q < 1 (ïðè q = 1 òåîðåìà î÷åâèäíà). Ïî Ëåììå 10

∣u(rw)∣ ≤ 1∏n
j=1 Γ(�j)

∫
In

(1− �)�−1∣D�u(�rw)∣d�

≤ C(�, �, n)
(
u∗�(w)

)1−q
∫
In

(1− �)�−1

(1− �r)�(1−q)

∣∣D�u(�rw)
∣∣qd�

≤ C(�, �, n)
(
u∗�(w)

)1−q
∫
In

(1− �)�q−1
∣∣D�u(�rw)

∣∣qd�,
ãäå u∗�(w) � íåêàñàòåëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äàëåå, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî
Ãåëüäåðà ñ èíäåêñàìè 1/q è 1/(1− q), ïîëó÷àåì

∥u(rw)∥pLp(Tn) ≤ C∥u∗�∥
p(1−q)
Lp ∥gq,�(u)∥pqLp .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó íåðàâåíñòâà (1.2.21)

∥f∥Lp = ∥u(rw)∥Lp(Tn) ≤ C∥u∗�∥
1−q
Lp ∥gq,�(u)∥qLp ≤ C∥f∥1−q

Lp ∥gq,�(u)∥qLp ,
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÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4. ■

Èòàê, â Òåîðåìàõ 3 è 4 ýòîãî ðàçäåëà ñ ïîìîùüþ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Ðèìàíà�
Ëèóâèëëÿ D� (ñîäåðæàùèõ òàêæå ñëó÷àé îáû÷íûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ) îïðåäåëå-
íû g-ôóíêöèè òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè è óñòàíîâëåíû ñâÿçàííûå ñ íèìè Lp-íåðàâåíñòâà
äëÿ n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîëèêðóãå. Ýòèì äàí ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âî-
ïðîñ Ëèòòëâóäà [146].

Îäíàêî, âìåñòå ñ òåì, äëÿ íåêîòîðûõ Lp-íåðàâåíñòâ ñ ïðîèçâîäíûìèD� ïðèøëîñü
äîâîëüñòâîâàòüñÿ ìàëûìè èëè öåëûìè �, ëèáî âîçíèêàëè äîïîëíèòåëüíûå ïðåä-
ïîëîæåíèÿ íà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ. Ýòî ñíèæàåò ïðèìåíèìîñòü ïîëó÷åííûõ Lp-
íåðàâåíñòâ. ×òîáû ýôôåêòèâíî ïðèìåíèòü Lp-íåðàâåíñòâà, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè âå-
ñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, íèæå ïîñòðîåíî íîâîå ñåìåéñòâî g-ôóíêöèé òè-
ïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè ñ ïîìîùüþ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Àäàìàðà ℱ�, à òàêæå Ðèìàíà�
Ëèóâèëëÿ D�. Ñîîòâåòñòâóþùèå Lp-íåðàâåíñòâà ñ ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèÿìè ìóëü-
òèèíäåêñà � = (�1, . . . , �n) äîêàçàíû äëÿ n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîëèêðóãå ñ
p > 1, à òàêæå äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ñ p > 0.

Äëÿ ôóíêöèè f(z) = f(rw), r ∈ In, w ∈ T n, çàäàííîé â Un, îïðåäåëèì îïåðàòîð
ℱ� ≡ ℱ�r äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ Àäàìàðà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé
r ∈ In:

ℱ−�f(z) =
1

Γ(�)

∫
In

n∏
j=1

(
log

1

�j

)�j−1

f(�z) d�,

ℱmf(z) =

(
∂

∂r
⋅ r
)m

f(z), ℱ�f(z) = ℱ−(m−�)ℱmf(z),

(1.2.28)

ãäå �j > 0, m ∈ ℤn+, mj − 1 < �j ≤ mj, 1 ≤ j ≤ n. Ñâîéñòâà è ýêâèâàëåíòíûå
îïðåäåëåíèÿ îäíîìåðíîãî âàðèàíòà îïåðàòîðà ℱ� ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [22],
[88]. Åñëè ôóíêöèÿ u(z) n-ãàðìîíè÷íà (ãîëîìîðôíà), òî òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ òàêæå è
ôóíêöèÿ ℱ�u(z), � = (�1, . . . , �n), �j ∈ ℝ. Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ℱ� ÿñíî, ÷òî
äëÿ ëþáîãî � = (�1, . . . , �n)

ℱ�f = ℱ�1
r1
ℱ�2
r2
. . .ℱ�nrn f, (1.2.29)

ãäå ℱ�jrj îáîçíà÷àåò òîò æå îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé ëèøü ïî ïåðåìåííîé rj.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà D� äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ðè-

ìàíà�Ëèóâèëëÿ:

D−�f(z) =
r�

Γ(�)

∫
In

(1− �)�−1f(�z)d�, D�f(z) = D−(m−�)

(
∂

∂r

)m
f(z), (1.2.30)

D−�f(z) = r−�D−�f(z), D�f(z) = D�
{
r�f(z)

}
, z = rw ∈ Un, (1.2.31)

ãäå �j > 0, m ∈ ℤn+, mj − 1 < �j ≤ mj, 1 ≤ j ≤ n.

Äëÿ çàäàííîé â Un ôóíêöèè f(z) è ïàðàìåòðîâ �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 0 < q ≤ ∞
îïðåäåëèì äâå ðàçíîâèäíîñòè g-ôóíêöèè òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè (ñð. (1.2.7) è [88]):

Gq,�(f)(w) =

⎧⎨⎩
(∫

In
(1− r)�q−1∣ℱ�f(rw)∣qdr

)1/q

, 0 < q <∞,

ess sup
r∈In

(1− r)�∣ℱ�f(rw)∣, q =∞,
(1.2.32)
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gq,�(f)(w) =

⎧⎨⎩
(∫

In
(1− r)�q−1∣D�f(rw)∣qdr

)1/q

, 0 < q <∞,

ess sup
r∈In

(1− r)�∣D�f(rw)∣, q =∞.
(1.2.33)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè q = 2 è � = (1, 1, . . . , 1) ôóíêöèè (1.2.32) è (1.2.33) ñîîò-
âåòñòâóþò êëàññè÷åñêîé g-ôóíêöèè (1.2.1).

Íèæå ïðèâåäåì íåêîòîðûå àíàëîãè Òåîðåì 3 è 4.

Òåîðåìà 5 Ïóñòü �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 1 < p < ∞, 2 ≤ q < ∞, è u(z) � èíòåãðàë
Ïóàññîíà ôóíêöèè f ∈ Lp(T n). Òîãäà

∥Gq,�(u)∥Lp ≤ C(p, q, �, n)∥f∥Lp .

Åñëè, ê òîìó æå, ôóíêöèÿ u(z) ãîëîìîðôíà â Un, òî äëÿ ëþáîãî p > 0 ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî

∥Gq,�(u)∥Lp ≤ C(p, q, �, n)∥u∥Hp ,

ãäå Hp � ãîëîìîðôíûé êëàññ Õàðäè â ïîëèêðóãå.

Òåîðåìà 6 Ïóñòü �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 1 < p <∞, 0 < q ≤ 2, u(z) � n-ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ â Un òàêàÿ, ÷òî Gq,�(u) ∈ Lp(T n). Òîãäà u(z) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàñ-
ñîíà ñâîåé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè f ∈ Lp(T n), ïðè÷åì èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∥f∥Lp ≤ C(p, q, �, n)∥Gq,�(u)∥Lp .

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåì 5 è 6 âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåì 3 è 4, è
ïîýòîìó èõ ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèòü íå áóäåì. Ïðèâåäåì ëèøü íåîáõî-
äèìûå ëåììû.

Ëåììà 12 Åñëè �j ≥ 0 (1 ≤ j ≤ n), òî

∣ℱ�P (z, �)∣ ≤ C(�, n)
n∏
j=1

1

∣�j − zj∣�j+1
, z ∈ Un, � ∈ T n.

Ëåììà 13 Ïóñòü f(z) � n-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Un, è 0 < p, q ≤ ∞, �j >
0 (1 ≤ j ≤ n). Òîãäà

∣ℱ�f(z)∣ ≤ C(p, q, �, n)∥Gq,�(f)∥Lp
n∏
j=1

1

(1− ∣zj∣)�j+1/p
, z ∈ Un.

Ëåììà 14 Ïóñòü f(z) � n-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Un, 1 ≤ q <∞, �j, �j > 0 (1 ≤
j ≤ n). Òîãäà

Gq,�(f)(w) ≤ C(�, �, q, n)Gq,�+�(f)(w), w ∈ T n.

Îòìåòèì, ÷òî â òàêîì âèäå Ëåììà 14 ïåðåñòàåò áûòü âåðíîé â ñëó÷àå çàìåíû
ôóíêöèè Gq,� íà gq,�.
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Ëåììà 15 Ïóñòü �j > 0, �j > 0, 1 ≤ j ≤ n, è f(z) � n-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â
Un. Òîãäà äëÿ åå íåêàñàòåëüíîé ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè

f ∗� (�) = sup
{
∣f(z)∣; z ∈ Γ�(�)

}
, � ∈ T n,

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣ℱ�f(rw)∣ ≤ C(�, �, n)
f ∗� (w)

(1− r)�
, z = rw ∈ Un.

Äëÿ n-ãàðìîíè÷åñêîé â Un ôóíêöèè u(z) è ïîñðåäñòâîì îáëàñòè Γ�(�) îïðåäåëèì
âàðèàíò èíòåãðàëà ïëîùàäåé Ëóçèíà :

S�(u)(�) =

( ∫
Γ�(�)

∣ℱ1u(z)∣2dm2n(z)

)1/2

, � ∈ T n,

ãäå m2n � ìåðà Ëåáåãà íà ïîëèêðóãå Un.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáîáùàåò ðåçóëüòàò Ìàðöèíêåâè÷à è Çèãìóíäà [15, ñ.315], äî-

êàçàííûé èìè â åäèíè÷íîì êðóãå äëÿ k = 1 è êëàññè÷åñêîé g-ôóíêöèè (1.2.1).

Ëåììà 16 Ïóñòü u(z) � n-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Un, k = (k1, . . . , kn) ∈ ℤn+, kj ≥
1, 0 < �j < 1 (1 ≤ j ≤ n). Òîãäà

G2,k(u)(�) ≤ C(n, k, �)S�(u)(�), � ∈ T n.

Òåîðåìû 4 è 6 äîïóñêàþò íåáîëüøîå, íî âàæíîå óñèëåíèå.

Òåîðåìà 7 Ïóñòü �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 1 < p <∞, 0 < q ≤ 2, u(z) � n-ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ â Un. Òîãäà

∥∥ℱ−�∣u∣∥∥
ℎp
≤ C(p, q, �, n)

∥∥∥∥∥∥(1− r)�u
∥∥
Lq(dr/(1−r))

∥∥∥∥
Lp(Tn)

. (1.2.34)

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 7 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 4 ñ
òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî âìåñòî ôóíêöèîíàëà Fu (ñì. (1.2.26)) ñëåäóåò ðàññìîòðåòü
ôóíêöèîíàë

Φu(v) =

∫
Tn
ℱ−�∣u(rw)∣ v(w)dmn(w), v(w) ∈ Lp′(T n).

Òåîðåìà 8 Ïóñòü �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 1 < p < ∞, 2 ≤ q < ∞, è u(z) � èíòåãðàë
Ïóàññîíà ôóíêöèè f ∈ Lp(T n). Òîãäà

∥gq,�(u)∥Lp ≤ C(p, q, �, n)∥f∥Lp .

Åñëè, ê òîìó æå, ôóíêöèÿ u(z) ãîëîìîðôíà â Un, òî äëÿ ëþáîãî p > 0 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

∥gq,�(u)∥Lp ≤ C(p, q, �, n)∥u∥Hp .
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Òåîðåìà 9 Ïóñòü �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 1 < p <∞, 0 < q ≤ 2, u(z) � n-ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ â Un òàêàÿ, ÷òî gq,�(u) ∈ Lp(T n). Òîãäà u(z) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàñ-
ñîíà ñâîåé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè f ∈ Lp(T n), ïðè÷åì èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∥f∥Lp ≤ C(p, q, �, n)∥gq,�(u)∥Lp .

Äðóãèå àíàëîãè Òåîðåì 3�9 äëÿ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì øàðå èç ℂn

ñîäåðæàòñÿ â [156]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíîå ñõîäñòâî Òåîðåì
5�6 è 8�9, èìåþòñÿ íåìàëîâàæíûå ðàçëè÷èÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ. Ýòî, â ÷àñòíîñòè,
îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì ïîëóãðóïïîâîé ôîðìóëû ℱ�+� = ℱ�ℱ� ó îïåðàòîðà Àäàìàðà
è îòñóòñòâèåì òàêîâîé ó îïåðàòîðà D� Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ.

Ïîñêîëüêó îáùàÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåì 5�9 òàêàÿ æå êàê è â Òåîðåìàõ 3�4,
òî ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèòü íå áóäåì, à áóäåì ëèøü îòìå÷àòü íåêîòîðûå
âàæíûå ðàçëè÷èÿ.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 8. Ïóñòü n-ãàðìîíè÷åñêàÿ (ãîëîìîðôíàÿ) ôóíê-
öèÿ u(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó ℎp (ñîîòâ.Hp). Ïóñòü �j > 0, m ∈ ℤn+, mj−1 < �j ≤ mj,
1 ≤ j ≤ n. Òîãäà êàæäîãî j ∈ [1, n] èìååì

D�jrj u = D�j
rj

{
r
�j
j u
}

= D−(mj−�j)
rj

(
∂

∂rj

)mj {
r
�j
j u
}

=

= r
mj−�j
j D−(mj−�j)

rj

{
r
�j
j

∂mju

∂r
mj
j

+ L.O.T. (ñëàãàåìûå íèçøåãî ïîðÿäêà)

}
.

Ñòàðøèé ÷ëåí ñóììû ïðåîáðàçóåòñÿ â

r
mj
j D−(mj−�j)

rj
Dmj
rj
u = r

�j
j D

�j
rj
u.

Ïîýòîìó äàëüíåéøåå âçÿòèå ñìåøàííîé íîðìû îò D�u ñâîäèòñÿ ê îöåíêå∥∥∥∥∥∥(1− r)�r�D�u
∥∥
Lq(dr/(1−r))

∥∥∥∥
Lp(Tn)

≤ C∥u∥ℎp ,

êîòîðàÿ áûëà äîêàçàíà â Òåîðåìå 3.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 9. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü îïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ
èíòåãðàëîâ è ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî (1.2.34):

∥∥D−�u∥∥
ℎp
≤ C

∥∥ℱ−�∣u∣∥∥
ℎp
≤ C

∥∥∥∥∥∥(1− r)�u
∥∥
Lq(dr/(1−r))

∥∥∥∥
Lp(Tn)

.
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1.3 Íåðàâåíñòâà òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè è

òîæäåñòâà òèïà Õàðäè�Ñòåéíà â ïîëèêðóãå

Äàííûé ðàçäåë ïðåäñòàâëåí â ñîâìåñòíûõ ñòàòüÿõ àâòîðà è Ð.Ô. Øàìîÿíà [263],
[265] è ñîäåðæèò îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà Ëèòòëâóäà�Ïýëè â ïîëèêðó-
ãå Un. Ïîëó÷åíî ñåìåéñòâî íåðàâåíñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ àíàëîãàìè è îáîáùåíèÿìè íåðà-
âåíñòâ òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè, óñòàíîâëåííûå ßìàñèòîé [234] è Ëþêèíãîì [149]. Ïî-
ëó÷åíû äðóãèå îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâà Ëèòòëâóäà�Ïýëè â òåðìèíàõ àíèçîòðîïíûõ
ïðîñòðàíñòâ Òðèáåëÿ�Ëèçîðêèíà. Ñ ïîìîùüþ îáîáùåíèé òîæäåñòâ Õàðäè�Ñòåéíà
ïîëó÷åíû òàêæå íåðàâåíñòâà ïëîùàäåé è ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ (êâàçè)íîðì âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà â ïîëèêðóãå.

Ïóñòü H(Un) � ìíîæåñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â Un. Äëÿ èçìåðèìîé â
Un ôóíêöèè f(z) = f(r�) îïðåäåëèì èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå

Mp(f, r) =

[
1

(2�)n

∫
Tn
∣f(r�)∣pdmn(�)

]1/p

, r = (r1, . . . , rn) ∈ In,

ãäå 0 < p < ∞, In = (0, 1)n, mn � ìåðà Ëåáåãà íà T n. Êëàññ ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé f(z), äëÿ êîòîðûõ ∥f∥Hp = sup

r∈In
Mp(f, r) < +∞, åñòü îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâî

Õàðäè Hp â ïîëèêðóãå. Äëÿ ðàäèàëüíîé âåñîâîé ôóíêöèè !(r) =
∏n

j=1 !j(rj) (êâà-
çè)íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà Lp! (0 < p <∞) åñòü ìíîæåñòâî òåõ ôóíê-
öèé f(z), èçìåðèìûõ â ïîëèêðóãå Un, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà (êâàçè)íîðìà

∥f∥Lp! =

(
C!

∫
Un
∣f(z)∣p

n∏
j=1

!j(∣zj∣) dm2n(z)

)1/p

.

Çäåñü dm2n(z) = rdrdmn(�) � ìåðà Ëåáåãà íà Un, à ïîñòîÿííàÿ C! âûáðàíà òàê, ÷òî-
áû ∥1∥Lp! = 1. Ïîäïðîñòðàíñòâî Lp!, ñîäåðæàùåå ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè, îáîçíà÷èì
÷åðåç Ap! = H(Un) ∩ Lp!. Åñëè !j(rj) = (1 − rj)

�j (�j > −1, 1 ≤ j ≤ n), òî âìåñòî
Lp!, A

p
!, áóäåì ïèñàòü Lp�, A

p
�.

Êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Ëèòòëâóäà�Ïýëè äëÿ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â åäè-
íè÷íîì êðóãå D = U1 õîðîøî èçâåñòíî, ñì., íàïðèìåð, [15, Ãë.14].

Òåîðåìà Ëèòòëâóäà�Ïýëè. Äëÿ 2 ≤ p < ∞ è âñåõ f ∈ Hp(D) èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî ∫

D
∣f ′(z)∣p(1− ∣z∣)p−1dm2(z) ≤ Cp∥f∥pHp . (1.3.1)

Ñðåäè ìíîæåñòâà îáîáùåíèé ýòîãî íåðàâåíñòâà (ñì., íàïðèìåð, [44], [120], [149],
[155], [156], [157], [163], [191], [192], [193], [223], [231], [234], [260], [263], [267] è Ãëàâó 1
íàñòîÿùåé ðàáîòû), îòìåòèì îäíî âàæíîå îáîáùåíèå Ëþêèíãà [149].

Òåîðåìà Ëþêèíãà. Ïóñòü 0 < p, s <∞. Òîãäà íåðàâåíñòâî∫
D
∣f(z)∣p−s∣f ′(z)∣s(1− ∣z∣)s−1dm2(z) ≤ C(p, s)∥f∥pHp (1.3.2)
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äëÿ âñåõ f ∈ Hp(D) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 2 ≤ s < p+ 2.

Êàê âèäèì, ñëó÷àé 0 < s < 2 Ëþêèíãîì íå ðàññìîòðåí. Ïîýòîìó ìû çàèíòåðå-
ñîâàíû â ïîëó÷åíèè àíàëîãîâ (1.3.2) äëÿ 0 < s < 2, ïðè÷åì â êîíòåêñòå åäèíè÷-
íîãî ïîëèêðóãà êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà ℂn. Çàìåòèì, ÷òî Ëþêèíã [149] â ñâîåì
äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà (1.3.2) ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàë íåêîòîðûå îäíîìåðíûå
ìåòîäû (òàêèå, êàê ðàñïðåäåëåíèå íóëåé, ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå), êîòîðûå íåëüçÿ
íåïîñðåäñòâåííî ðàñïðîñòðàíèòü íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ïîëèêðóãà. Íàøå äîêàçà-
òåëñòâî ñîâåðøåííî èíîå è îñíîâàíî íà ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ââåäåííûõ
Êîéôìàíîì, Ìåéåðîì è Ñòåéíîì [71].

Êàê îáû÷íî, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â ℂn:

r� = (r1�1, . . . , rn�n), dr = dr1 ⋅ ⋅ ⋅ drn, (1− ∣�∣)� =
n∏
j=1

(1− ∣�j∣)�j ,

�� =
n∏
j=1

�
�j
j , �q + 1 = (�1q + 1, . . . , �nq + 1)

äëÿ � ∈ ℂn, r ∈ In, q ∈ ℝ è ìóëüòèèíäåêñà � = (�1, . . . , �n).
Ïóñòü ℤn+ � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ k = (k1, . . . , kn) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè

öåëûìè êîîðäèíàòàìè kj ∈ ℤ+.
Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ H(Un) ñî ñòåïåííûì ðàçëîæåíèåì f(z) =

∑
k∈ℤn+

akr
k�k,

z = r�, r ∈ In, � ∈ T n, îïðåäåëèì ðàäèàëüíîå äðîáíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèå
(Àäàìàðà) ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà � = (�1, . . . , �n), �j ∈ ℝ

ℱ�f(z) ≡ ℱ�r f(z) =
∑
k∈ℤn+

n∏
j=1

(1 + kj)
�jakr

k�k. (1.3.3)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ℱ�r f(z) = ℱ�1
r1
ℱ�2
r2
. . .ℱ�nrn f, ãäå ℱ

�j
rj îçíà÷àåò òîò æå îïåðàòîð,

äåéñòâóþùèé òîëüêî ïî ïåðåìåííîé rj.
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå òåîðåìû äàííîãî ðàçäåëà. Âíà÷àëå óñòàíîâèì ñåìåéñòâî

íåðàâåíñòâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè íåðàâåíñòâ òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè, äîêàçàí-
íûå ßìàñèòîé [234] è Ëþêèíãîì [149].

Òåîðåìà 10 Ïóñòü 0 < � < s < 2, s < p. Òîãäà äëÿ ëþáîãî � > (p− s)/�∫
Un
∣f(z)∣p−s∣D1f(z)∣s(1− ∣z∣)s−1dm2n(z) ≤ C

∥∥f∥∥p−s
H�

∥∥D�/sf∥∥s
Hs . (1.3.4)

Çàìå÷àíèå. Âçÿâ p = 2 â (1.3.4) è ôîðìàëüíî ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè s → 2− è
� → +0, ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Ëèòòëâóäà�Ïýëè (1.3.1) â ïîëèêðóãå
äëÿ p = 2.

Îïðåäåëèì àíèçîòðîïíûå ïðîñòðàíñòâà Òðèáåëÿ�Ëèçîðêèíà íà ïîëèêðóãå, ñì.
[7], [156], [157], [26], [27].
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Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ãîëîìîðôíàÿ â Un ôóíêöèÿ f(z) ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó F pq

�

(
0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞, � = (�1, . . . , �n), �j ≥ 0

)
, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî

ìóëüòèèíäåêñà � = (�1, . . . , �n), �j > �j (êâàçè)íîðìà

∥f∥F pq� =

⎧⎨⎩

[∫
Tn

(∫
In

(1− r)(�−�)q−1∣D�f(r�)∣qdr
)p/q

dmn(�)

]1/p

, 0 < q <∞,[∫
Tn

(
sup
r∈In

(1− r)�−�∣D�f(r�)∣
)p

dmn(�)

]1/p

, q =∞,

(1.3.5)
êîíå÷íà. Äëÿ ðàçíûõ � (�j > �j) ïîëó÷àþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå (êâàçè)íîðìû. Ïðî-
ñòðàíñòâà Òðèáåëÿ�Ëèçîðêèíà âêëþ÷àþò â ñåáå ìíîãèå èçâåñòíûå êëàññû ôóíêöèé.

Ïðè p = q ïðîñòðàíñòâà F pp
� ñîâïàäàþò ñ ãîëîìîðôíûìè ïðîñòðàíñòâàìè Áåñîâà;

ïðè q = 2 ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Õàðäè�Ñîáîëåâà; ïðè q = 2, �j = 0 ïðîñòðàíñòâà
F p2

0 ñîâïàäàþò ñ êëàññàìè Õàðäè Hp.

Òåîðåìà 11 Äëÿ ëþáûõ 0 < p < ∞, 0 < q ≤ q1 ≤ ∞, � = (�1, . . . , �n), �j ≥ 0 èìååò
ìåñòî ñëåäóþùåå íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

F pq
� ⊂ F pq1

� . (1.3.6)

Çàìå÷àíèå. Âëîæåíèå (1.3.6) â êîíòåêñòå åäèíè÷íîãî øàðà èç ℂn äîêàçàíî â [156].
Äëÿ ïîëèêðóãà âëîæåíèå (1.3.6) åñòü îáîáùåíèå âëîæåíèÿ F p2

0 ⊂ F p∞
0 , äîêàçàííîãî â

[5], à òàêæå äðóãîãî âëîæåíèÿ èç [260, Òåîð.1], Òåîðåì 3 è 6, ãäå áûëè ðàññìîòðåíû
�j = 0 è n-ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè �j = 0, q = 2, p = q1 âëîæåíèå
(1.3.6) ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó Ëèòòëâóäà�Ïýëè (1.3.1).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà çàìåíåíà íà òàêîé
æå îïåðàòîð ℱ� ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà � = (�1, . . . , �n), �j > 0, è ðàññìîòðåíû
áîëåå îáùèå èíòåãðàëû.

Òåîðåìà 12 Ïóñòü 0 < s ≤ p < ∞, �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), è f(z) ∈ Hp(Un), ôóíêöèÿ
g(z) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ñî ñìåøàííîé íîðìîé H(p, s, �), ò.å.

∥g∥sH(p,s,�) =

∫
In
M s

p (g, r)(1− r)�s−1dr < +∞.

Òîãäà
1

(2�)n

∫
Un
∣f(z)∣p−s∣g(z)∣s(1− ∣z∣)�s−1dm2n(z) ≤ ∥f∥p−sHp ∥g∥sH(p,s,�).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè D�f ∈ H(p, s, �), òî

1

(2�)n

∫
Un
∣f(z)∣p−s∣D�f(z)∣s(1− ∣z∣)�s−1dm2n(z) ≤ ∥f∥p−sHp ∥D�f∥sH(p,s,�). (1.3.7)

Òåîðåìà 13 (i) Ïóñòü f(z) � ãîëîìîðôíàÿ â Un ôóíêöèÿ, 0 < p < ∞, !j(rj), j =
1, . . . , n � âåñîâûå ôóíêöèè, ïîëîæèòåëüíûå è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå íà
[0, 1) òàêèå, ÷òî

!j(rj)
∂

∂rj
Mp

p (f, r) = o(1) ïðè rj → 1− . (1.3.8)
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Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî∫
Un

n∏
j=1

!j(rj) ⋅ f#(z)dm2n(z) = (−1)n
∫
Un

n∏
j=1

!′j(rj)
∂n

∂r1 ⋅ ⋅ ⋅ ∂rn
∣f(z)∣pdm2n(z), (1.3.9)

ãäå f#(z) = Δz1Δz2 . . .Δzn∣f(z)∣p, è Δzj � îáû÷íûé ëàïëàñèàí ïî ïåðåìåííîé zj. Äëÿ
ñòàíäàðòíûõ âåñîâûõ ôóíêöèé !j(rj) = (1 − rj)

�j (�j > 0) ïðåäïîëîæåíèå (1.3.8)
ìîæíî îïóñòèòü.

(ii) Ïðè n = 1 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòî÷íåíèÿ (1.3.9). Òîæäåñòâî∫
D
(1−∣z∣)�f#(z)dm2(z) = �

∫
D
(1−∣z∣)�−1 ∂

∂r
∣f(z)∣pdm2(z), p > 0, � > 0, (1.3.10)

ñïðàâåäëèâî, åñëè îäèí èç èíòåãðàëîâ (1.3.10) ñóùåñòâóåò. Çäåñü

f#(z) = Δ∣f(z)∣p = p2∣f(z)∣p−2∣f ′(z)∣2. (1.3.11)

(iii) Èíòåãðàëû

A(f ; p, �) =

∫
D
∣f(z)∣p−2∣f ′(z)∣2(1− ∣z∣)�dm2(z),

B(f ; p, �) =

∫
D
∣f(z)∣p−1∣f ′(z)∣(1− ∣z∣)�−1dm2(z)

ñðàâíèìû. Òî÷íåå,
� åñëè p > 0, � > 0, òî

A(f ; p, �) ≤ �

p
B(f ; p, �), (1.3.12)

ãäå ïîñòîÿííàÿ �/p íàèëó÷øàÿ;
� åñëè p > 0, � > 1, òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C�,p > 0 òàêàÿ, ÷òî

B(f ; p, �) ≤ C�,pA(f ; p, �). (1.3.13)

Çàìå÷àíèå. Íåðàâåíñòâà (1.3.12) è (1.3.13) ïðè p = 2 äîêàçàíû â [231]. Èõ àíàëîãè
äëÿ öåëûõ p (p ≥ 2) â åäèíè÷íîì êðóãå è åäèíè÷íîì øàðå èç ℂn äîêàçàíû äðóãèì
ñïîñîáîì â [191], [192].

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà õàðàêòåðèçóåò âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà Ap! â áèêðóãå
äàåò ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ (êâàçè)íîðì â Ap! ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëîâ òèïà (1.3.2).

Òåîðåìà 14 Ïóñòü 0 < p <∞, f(z) ∈ H(U2), !j(rj) ∈ L1(0, 1), !j(rj) > 0, j = 1, 2.
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

∥f∥p
Ap!(U2)

≈ ∣f(0, 0)∣p +

∫
U2

(
Δz1Δz2∣f(z1, z2)∣p + Δz1∣f(z1, 0)∣p+

+ Δz2∣f(0, z2)∣p
) 2∏

j=1

ℎ!j(∣zj∣) dm4(z),

(1.3.14)
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∥f∥p
Ap!(U2)

+ ∣f(0, 0)∣p =
∥∥f(⋅, 0)

∥∥p
Ap!1

+
∥∥f(0, ⋅)

∥∥p
Ap!2

+

+ C!

∫
U2

f#(z1, z2)
2∏
j=1

ℎ!j(∣zj∣) dm4(z),
(1.3.15)

ãäå Ap!j � âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ïî ïåðåìåííîé zj, à ℎ!j � âåñîâàÿ ôóíê-
öèÿ

ℎ!j
(
∣zj∣
)

=

∫ 1

∣zj ∣

(∫ 1

�j

!j(x)xdx

)
d�j
�j
.

Â ÷àñòíîñòè, f ∈ Ap�(U2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f# ∈ L1
�+2(U2) (�j > −1).

Çàìå÷àíèå. Ïðè n = 1, !(r) = (1− r)� (� > −1) è ââèäó ôîðìóëû (1.3.11) ôîðìóëà
(1.3.14) â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå � → −1 ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèçàöèåé êëàññîâ Õàðäè
Hp(D), äàííîå ßìàñèòîé [234]. Äðóãèå àíàëîãè (1.3.14) è (1.3.15) â åäèíè÷íîì øàðå
èç ℂn óñòàíîâëåíû â [44], [155], [223].

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâàì Òåîðåì 10�14.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè è óïðîùàÿ îáîçíà÷åíèÿ, âñþäó íèæå â äîêàçàòåëüñòâàõ

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2.
Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ è ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëü-

íûõ óòâåðæäåíèé. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî � > 1 ïóñòü

Γ�(�) = {z ∈ D : ∣1− �z∣ ≤ �(1− ∣z∣)}

� äîïóñòèìàÿ îáëàñòü ñ âåðøèíîé � ∈ T . Äëÿ äóãè I ⊂ T äëèíîé ∣I∣ îïðåäåëèì
êâàäðàò Êàðëåñîíà íàä I êàê

□I =

{
z ∈ D;

z

∣z∣
∈ I, 1− ∣z∣ ≤ 1

2�
∣I∣
}
.

Ñëåäóÿ [71], ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Ap(f)(�) =

(∫
Γ�(�)

∣f(z)∣p

(1− ∣z∣)2
dm2(z)

)1/p

, p <∞,

A∞(f)(�) = sup{∣f(z)∣; z ∈ Γ�(�)},

Cp(f)(�) = sup
I⊃ �

(
1

∣I∣

∫
□I

∣f(z)∣p

1− ∣z∣
dm2(z)

)1/p

, p <∞, � ∈ T.

Ëåììà Êîéôìàíà�Ìåéåðà�Ñòåéíà. ([71], [157])
Ïóñòü 1 < p ≤ ∞, 0 < q <∞, � > 0, � > 0. Äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé f(z)

è g(z) â åäèíè÷íîì êðóãå èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà∫
D

∣f(z)∣
1− ∣z∣

dm2(z) ≤ C

∫
T

(∫
Γ�(�)

∣f(z)∣
(1− ∣z∣)2

dm2(z)

)
dm(�), (1.3.16)∫

D

∣f(z)∣∣g(z)∣
1− ∣z∣

dm2(z) ≤ C

∫
T

Ap(f)(�)Cp′(g)(�) dm(�), (1.3.17)∥∥∥∥Cq(∣f(z)∣(1− ∣z∣)�
)∥∥∥∥q

L∞
≈ sup

w∈D
(1− ∣w∣)�

∫
D

∣f(z)∣q(1− ∣z∣)�q−1

∣1− wz∣�+1
dm2(z), (1.3.18)
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ãäå dm(�) = dm1(�) � ìåðà Ëåáåãà íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T .

Äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ (1.3.16) è (1.3.17) ìîæíî íàéòè â [71, ñ. 313, 316, 326],
[157, Òåîð.2.1], à íåðàâåíñòâà (1.3.18), âêëþ÷àÿ îöåíêè ìåð Êàðëåñîíà � â [157, ñ.
736-737], à òàêæå â [4, Ãë. VI].

Îïðåäåëèì âàðèàíò èíòåãðàëà ïëîùàäåé Ëóçèíà (ñì., íàïðèìåð,[15])

S(f)(�) =

(∫
Γ�(�)

∣ℱ1f(z)∣2dm2(z)

)1/2

, � ∈ T, � > 1.

Ëåììà Ëóçèíà. ([15]) Åñëè f ∈ H(D), 0 < p <∞, òî

∥S(f)∥Lp(T ) ≈ ∥f∥Hp . (1.3.19)

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 10.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç L èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (1.3.4) è ïðåäñòàâèì

L =

∫
D
(1− ∣z2∣)s−1

[∫
D
∣f(z)∣p−s∣ℱ1f(z)∣s(1− ∣z1∣)s−1dm2(z1)

]
dm2(z2). (1.3.20)

Îáîçíà÷èì òàêæå âíóòðåííèé èíòåãðàë â (1.3.20) ÷åðåç J . Âûáèðàÿ ïðîèçâîëüíîå
�, 0 < � < s, îöåíèì èíòåãðàë J ïî Ëåììå Êîéôìàíà�Ìåéåðà�Ñòåéíà:

J =

∫
D
∣ℱ1f(z)∣s(1− ∣z1∣)s−� ⋅ ∣f(z)∣p−s(1− ∣z1∣)�

dm2(z1)

1− ∣z1∣

≤ C

∫
T

A2/s

(
∣ℱ1f(z)∣s(1− ∣z1∣)s−�

)
(�1) ⋅ C(2/s)′

(
∣f(z)∣p−s(1− ∣z1∣)�

)
(�1)dm(�1)

≤ C

∥∥∥∥C(2/s)′

(
∣f(z)∣p−s(1− ∣z1∣)�

)∥∥∥∥
L∞

∫
T

A2/s

(
∣ℱ1f(z)∣s(1− ∣z1∣)s−�

)
(�1)dm(�1).

(1.3.21)

Îòäåëüíî îöåíèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë:

J1 ≡
∫
T

A2/s

(
∣ℱ1f(z)∣s(1− ∣z1∣)s−�

)
(�1)dm(�1)

=

∫
T

[∫
Γ�(�1)

∣ℱ1f(z)∣2(1− ∣z1∣)−2�/sdm2(z1)

]s/2
dm(�1).

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó èç [156, ñ.179,186] î äðîáíîì äèôôåðåíöèðîâàíèè è çàòåì ïî
Ëåììå Ëóçèíà (1.3.19)

J1 ≤ C

∫
T

[∫
Γ�(�1)

∣ℱ�/sr1
ℱ1f(z)∣2dm2(z1)

]s/2
dm(�1) ≤ C

∥∥ℱ1
r2
ℱ�/sr1

f
∥∥s
Hs
z1

, (1.3.22)

ãäå Hs
z1
îçíà÷àåò êëàññ Õàðäè ïî ïåðåìåííîé z1.
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Ñîâìåùàÿ íåðàâåíñòâà (1.3.20)�(1.3.22), çàêëþ÷àåì

L ≤ C

∫
D
(1− ∣z2∣)s−1

∥∥∥∥C(2/s)′

(
∣f(z)∣p−s(1− ∣z1∣)�

)
(�1)

∥∥∥∥
L∞

∥∥ℱ1
r2
ℱ�/sr1

f
∥∥s
Hs
z1

dm2(z2).

Ïî ëåììå Ôàòó è Ëåììå Êîéôìàíà�Ìåéåðà�Ñòåéíà

L ≤ C lim inf
r1→1

∫
T

∫
D
(1− ∣z2∣)s−1

∥∥∥∥C( 2
s)
′

(
∣f(z)∣p−s(1− ∣z1∣)�

)∥∥∥∥
L∞

⋅
∣∣ℱ1

r2
ℱ�/sr1

f
∣∣sdm(�1)dm2(z2)

≤ C

∥∥∥∥C(2/s)′

(∥∥∥∥C(2/s)′

(
∣f(z)∣p−s(1− ∣z1∣)�

)∥∥∥∥
L∞

(1− ∣z2∣)�
)

(�2)

∥∥∥∥
L∞

⋅ lim inf
r1→1

∫
T

∫
T

A2/s

(∣∣ℱ1
r2
ℱ�/sr1

f
∣∣s(1− ∣z2∣)s−�

)
(�2)dm(�2)dm(�1) ≡ J2 ⋅ J3.

Òåïåðü îöåíèì ôàêòîðû J2 è J3 ïî îòäåëüíîñòè.
Âíîâü ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èç [156, ñ.179,186], Ëåììû

Ëóçèíà (1.3.19) è Ôàòó, à òàêæå èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî ℱ1r ℱ2r = ℱ2r ℱ1r , ïîëó÷àåì

J3 = lim inf
r1→1

∫
T

∫
T

[∫
Γ�(�2)

∣∣ℱ1
r2
ℱ�/sr1

f
∣∣2(1− ∣z2∣)−2�/sdm2(z2)

]s/2
dm(�2)dm(�1)

≤ C lim inf
r1→1

∫
T

∫
T

[∫
Γ�(�2)

∣∣ℱ�/sr2
ℱ1
r2
ℱ�/sr1

f
∣∣2dm2(z2)

]s/2
dm(�2)dm(�1)

≤ C lim inf
r1→1

∫
T

∥∥ℱ�/sf∥∥s
Hs
z2

dm(�1) =
∥∥ℱ�/sf∥∥s

Hs .

Îöåíèì òåïåðü J2, âûáèðàÿ � > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøèì:

J2 =

∥∥∥∥C(2/s)′

(∥∥∥∥C(2/s)′

(
∣f(z)∣p−s(1− ∣z1∣)�

)∥∥∥∥
L∞

(1− ∣z2∣)�
)

(�2)

∥∥∥∥
L∞

.

Ñîãëàñíî (1.3.18) âíóòðåíþþ íîðìó ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì∥∥∥∥C2/(2−s)

(
∣f(z)∣p−s(1− ∣z1∣)�

)∥∥∥∥2/(2−s)

L∞

≤ C sup
w∈D

(1− ∣w∣)�
∫
D
∣f(z1, z2)∣2(p−s)/(2−s) (1− ∣z1∣)2�/(2−s)−1

∣1− wz1∣�+1
dm2(z1)

≤ ∥f∥2(p−s)/(2−s)
H�
z1

sup
w∈D

(1− ∣w∣)�
∫
D

(1− ∣z1∣)2�/(2−s)−(2/�)(p−s)/(2−s)−1

∣1− wz1∣�+1
dm2(z1)

≤ C∥f∥2(p−s)/(2−s)
H�
z1

,

ãäå èñïîëüçîâàíû íåðàâåíñòâî ∣f(�)∣ ≤ C∥f∥Hq(1−∣�∣)−1/q, � ∈ D, è äðóãîå èçâåñòíîå
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íåðàâåíñòâî èç [21, Ïðåäë.1.4.10]. Ñëåäîâàòåëüíî

J2 ≤ C

∥∥∥∥C2/(2−s)

(∥∥f∥∥p−s
H�
z1

(1− ∣z2∣)�
)

(�2)

∥∥∥∥
L∞

≤ C

[
sup
w∈D

(1− ∣w∣)�
∫
D

∥∥f(z1, z2)
∥∥2(p−s)/(2−s)
H�
z1

(1− ∣z2∣)2�/(2−s)−1

∣1− wz2∣�+1
dm2(z2)

](2−s)/2

≤ C∥f∥p−s
H�(U2)

[
sup
w∈D

(1− ∣w∣)�
∫
D

(1− ∣z2∣)2�/(2−s)−(2/�)(p−s)/(2−s)−1

∣1− wz2∣�+1
dm2(z2)

](2−s)/2

≤ C
∥∥f∥∥p−s

H� .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî � > (p− s)/�

L ≤ C
∥∥f∥∥p−s

H�

∥∥ℱ�/sf∥∥s
Hs ,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 10. ■

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 11.
Äîêàçàòåëüñòâî âëîæåíèÿ (1.3.6) íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ q1 =∞, ò.å. ñ âëîæåíèÿ

∥f∥F p∞� ≤ C∥f∥F pq� . (1.3.23)

Âñþäó íèæå J� îáîçíà÷àåò äóãó íà T ñ öåíòðîì � ∈ T :

J�(t) = {� ∈ T ; ∣1− �̄�∣ < t}.

Íà òîðå T n ñèìâîë J�(t) îáîçíà÷àåò

J�(t) = J�1(t1)× ⋅ ⋅ ⋅ × J�n(tn), � = (�1, . . . , �n) ∈ T n, t = (t1, . . . , tn).

Ðàññìîòðèì âàðèàíò ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè Õàðäè�Ëèòòëâóäà íà åäèíè÷íîé îê-
ðóæíîñòè:

M( )(�) = sup
t>0

1

∣J�(t)∣

∫
J�(t)

∣ (�)∣dm(�), � ∈ T.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [15]), ÷òî îïåðàòîð M îãðàíè÷åí íà Lp ïðè p > 1.
Ïóñòü f(r�) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà F pq

� â áèêðóãå. Äëÿ ÷èñëà ", 0 <
" < min{p, q}, ââèäó 2-ñóáãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè ∣ℱ�f ∣", ìîæåì íàéòè ìàëûå ÷èñëà
c, c′ ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî

∣ℱ�f(r�)∣" ≤ C
1

(1− r)2

∫
J�(c(1−r))

∫ r+c′(1−r)

r−c(1−r)
∣ℱ�f(t�)∣"dtdm2(�), r ∈ I2, � ∈ T 2.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûé ìåòîä â êîíòåêñòå åäèíè÷íîãî øàðà èç ℂn ñîäåðæèòñÿ â
[156, ñ.189].

Çàòåì ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ñ èíäåêñàìè q/" è q/(q − ") âåäåò ê

(1− r)"(�−�)∣ℱ�f(r�)∣" ≤ C
1

(1− r)2

∫
J�(c(1−r))

r+c′(1−r)∫
r−c(1−r)

(1− t)"(�−�)∣ℱ�f(t�)∣"dtdm2(�)

≤ C

1− r

∫
J�(c(1−r))

⎛⎜⎝ r+c′(1−r)∫
r−c(1−r)

(1− t)q(�−�)−1∣ℱ�f(t�)∣qdt

⎞⎟⎠
"/q

dm2(�).
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Îáîçíà÷àÿ

 (�1, �2) =

(∫
I2

(1− t)q(�−�)−1∣D�f(t�)∣qdt
)"/q

,

ïîëó÷àåì

(1− r)p(�−�)∣ℱ�f(r�)∣p ≤ C

[
1

1− r

∫
J�(c(1−r))

 (�1, �2)dm2(�)

]p/"
≤

C

⎡⎢⎣ 1

∣J�1(c(1− r1))∣

∫
J�1 (c(1−r1))

⎛⎜⎝ 1

∣J�2(c(1− r2))∣

∫
J�2 (c(1−r2))

 (�1, �2)dm(�2)

⎞⎟⎠ dm(�1)

⎤⎥⎦
p/"

.

Âçÿâ ñóïðåìóì ïî âñåì r ∈ I2, çàòåì èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî ïî �1, �2, è äâàæäû
ïðèìåíÿÿ îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà Õàðäè�Ëèòòëâóäà M â Lp/", ïîëó÷àåì∫

T 2

sup
r∈In

(1− r)p(�−�)∣ℱ�f(r�)∣pdm2(�) ≤ C

∫
T 2

 p/"(�1, �2)dm(�1)dm(�2) = ∥f∥p
F pq�
.

Âëîæåíèå (1.3.23) äîêàçàíî.
Òåïåðü îáùèé ñëó÷àé 0 < q ≤ q1 <∞ ëåãêî ñëåäóåò èç (1.3.23).
Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ñ èíäåêñàìè q1/q è q1/(q1 − q)

äàåò

∥f∥p
F
pq1
�

=

∫
T 2

(∫
I2

(1− r)(�−�)(q1−q)(1− r)(�−�)q−1∣ℱ�f(r�)∣q1−q∣ℱ�f(r�)∣qdr
)p/q1

dm2(�)

≤ ∥f∥pq/q1
F pq�

(∫
T 2

sup
r∈I2

(1− r)p(�−�)∣ℱ�f(r�)∣pdm2(�)

)(q1−q)/q1
.

Òàêèì îáðàçîì,

∥f∥F pq1�
≤ C∥f∥q/q1

F pq�
∥f∥(q1−q)/q1

F p∞�
≤ C∥f∥q/q1

F pq�
∥f∥(q1−q)/q1

F pq�
= C∥f∥F pq� ,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 11. ■

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 12.
Ïîëàãàÿ ∥f∥Hp ∕= 0, ìîæåì ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Éåíñåíà ïî îòíîøåíèþ ê èí-

òåãðàëó

1

(2�)n

∫
Tn
∣f(r�)∣p−s∣g(r�)∣sdmn(�)

= Mp
p (f, r)

[
1

Mp
p (f, r)

∫
Tn

∣∣∣∣ g(r�)

f(r�)

∣∣∣∣s ∣f(r�)∣pdmn(�)

(2�)n

] p
s
s
p

≤Mp
p (f, r)

[
1

Mp
p (f, r)

∫
Tn

∣∣∣∣ g(r�)

f(r�)

∣∣∣∣p ∣f(r�)∣pdmn(�)

(2�)n

]s/p
= Mp−s

p (f, r)

[∫
Tn
∣g(r�)∣pdmn(�)

(2�)n

]s/p
= Mp−s

p (f, r)M s
p (g, r).
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Îòìåòèì, ÷òî ñõîæèé ìåòîä áûë ïðèìåíåí â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4 èç [193]. Äà-
ëåå, èíòåãðèðîâàíèå ñ âåñîì ïðèâîäèò ê

1

(2�)n

∫
Un
∣f(z)∣p−s∣g(z)∣s(1− ∣z∣)�s−1dm2n(z) ≤

∫
In
Mp−s

p (f, r)M s
p (g, r)(1− r)�s−1dr

≤ ∥f∥p−sHp

∫
In
M s

p (g, r)(1− r)�s−1dr,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 13 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, êîòîðàÿ ðàñ-
ïðîñòðàíÿåò íà ïîëèêðóã èçâåñòíîå òîæäåñòâî Õàðäè�Ñòåéíà (ñì., íàïðèìåð, [25]).

Ëåììà 17 Ïóñòü f(z) ∈ H(Un), 0 < p <∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî r = (r1, . . . , rn) ∈ In

n∏
j=1

rj ⋅
∂n

∂r1 . . . ∂rn
Mp

p (f, r) =
1

(2�)n

∫
∣z1∣<r1

. . .

∫
∣zn∣<rn

f#(z)dm2n(z), (1.3.24)

ãäå f#(z) = Δz1Δz2 . . .Δzn∣f(z)∣p, è Δzj � îáû÷íûé ëàïëàñèàí ïî ïåðåìåííîé zj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïîêà z2 è ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà (ñì., íàïðèìåð,
[4], [15]) ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè ∣f(z1, z2)∣p â ∣z1∣ < r1:∫

∣z1∣=r1

∂

∂r1

∣f(z1, z2)∣pdℓ =

∫
∣z1∣<r1

Δz1∣f(z1, z2)∣pdm2(z1),

ãäå dℓ � ýëåìåíò äëèíû äóãè.
Ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè

 (z2) = r1
∂

∂r1

∫
T

∣f(r1�1, z2)∣pdm(�1) =

∫
∣z1∣<r1

Δz1∣f(z1, z2)∣pdm2(z1),

âíîâü ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà â ∣z2∣ < r2:∫
∣z2∣=r2

∂

∂r2

 (z2)dℓ =

∫
∣z2∣<r2

Δz2 (z2)dm2(z2).

Ñîâìåùàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

r1r2
∂2

∂r1∂r2

∫
T

∫
T

∣f(r1�1, r2�2)∣pdm(�1)dm(�2) =

∫
∣z1∣<r1

∫
∣z2∣<r2

Δz1Δz2∣f(z1, z2)∣pdm4(z),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. ■

Çàìå÷àíèå. Ïðè n = 1 (1.3.24) ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì òîæäåñòâîì Õàðäè�Ñòåéíà
[25], åñëè ó÷åñòü ôîðìóëó (1.3.11).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 13.
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Ëåììà 17 ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü äðóãîå òîæäåñòâî

r1r2

∫
T 2

Δz1Δz2∣f(z1, z2)∣pdm(�1)dm(�2)

=
∂2

∂r1∂r2

∫ r1

0

∫ r2

0

∫
T 2

Δz1Δz2∣f(z1, z2)∣p�1�2dm(�1)dm(�2)d�1d�2

= (2�)2 ∂2

∂r1∂r2

[
r1r2

∂2

∂r1∂r2

Mp
p (f, r1, r2)

]
. (1.3.25)

Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì òîæäåñòâî (1.3.10) äëÿ n = 1. Ïðåîáðàçóåì ëåâûé èíòåãðàë â
(1.3.10), èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (1.3.25):

1

2�

∫
D
(1− ∣z∣)�f#(z)dm2(z)

=
1

2�

∫ 1

0

(1− r)�
[∫ �

−�
Δ∣f(rei�)∣pd�

]
rdr

=

∫ 1

0

(1− r)�
[
∂

∂r

(
r
∂

∂r
Mp

p (f, r)

)]
dr

= lim
r→1−

(1− r)� r ∂
∂r
Mp

p (f, r) + �

∫ 1

0

(1− r)�−1 r
∂

∂r
Mp

p (f, r)dr. (1.3.26)

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåãðàëà (1.3.10) èëè (1.3.26) ñóùåñòâóåò, òî ïðåäåë â (1.3.26)
ðàâåí íóëþ.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî òîæäåñòâó Õàðäè�Ñòåéíà ôóíêöèÿ r ∂
∂r
Mp

p (f, r) âîçðàñ-
òàåò ïî r ∈ (0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîãî � ∈ (0, 1)∫ (1+�)/2

�

(1− r)�−1 r
∂

∂r
Mp

p (f, r)dr ≥ C� � (1− �)�
∂

∂�
Mp

p (f, �).

Ïî êðèòåðèþ ñõîäèìîñòè Êîøè

lim
�→1−

(1− �)�
∂

∂�
Mp

p (f, �) = 0.

Èç (1.3.26) ñëåäóåò, ÷òî

1

2�

∫
D
(1− ∣z∣)�f#(z)dm2(z) = �

∫ 1

0

(1− r)�−1 r
∂

∂r
Mp

p (f, r)dr.

×àñòü (ii) òåîðåìû äîêàçàíà. Ïåðåõîäÿ ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà (1.3.12), çàìå-
òèì, ÷òî ïðèìåð f(z) = z ïîêàçûâàåò òî÷íîñòü ïîñòîÿííîé �/p. Äàëåå, òîæäåñòâî
(1.3.10) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

A(f ; p, �) =
�

p

∫ 1

0

∫ �

−�
∣f(rei�)∣p−1

(
∂

∂r

∣∣f(rei�)
∣∣) (1− r)�−1rdrd�. (1.3.27)

Ïîñêîëüêó
∣∣∣f(rei�)∣−∣f(�ei�)∣

∣∣ ≤ ∣∣f(rei�)−f(�ei�)
∣∣, òî ∣∣ ∂

∂r
∣f(rei�)∣

∣∣ ≤ ∣∣f ′(rei�)∣∣. Îòñþäà
(1.3.12) ñëåäóåò.
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Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà (1.3.13). Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�
Øâàðöà

B(f ; p, �) ≤
√
A(f ; p, �)

(∫
D
∣f(z)∣p(1− ∣z∣)�−2dm2(z)

)1/2

.

Ïîýòîìó îñòàåòñÿ òîëüêî ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî∫
D
∣f(z)∣p(1− ∣z∣)�−2dm2(z) ≤ C�,pA(f ; p, �), p > 0, � > 1. (1.3.28)

Ñ ýòîé öåëüþ ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:

p2

2��
A(f ; p, �) =

∫ 1

0

(1− r)�−1 r
∂

∂r
Mp

p (f, r)dr

= lim
r→1−

(1− r)�−1 rMp
p (f, r)−

∫ 1

0

Mp
p (f, r) d

(
r(1− r)�−1

)
= lim

r→1−
(1− r)�−1 rMp

p (f, r) +
1

2�

∫ 1

0

∫ �

−�
∣f(rei�)∣p(1− r)�−2(�r − 1) dr d�.

Ýòî ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè A(f ; p, �) ñóùåñòâóåò, òî ôóíêöèÿ f(z) ïðèíàäëå-
æèò ïðîñòðàíñòâó Áåðãìàíà Ap�−2(D). Ñëåäîâàòåëüíî limr→1−(1− r)�−1Mp

p (f, r) = 0.
Òàê ÷òî ïîëó÷àåì

A(f ; p, �) =
�

p2

∫ 1

0

∫ �

−�
∣f(rei�)∣p(1− r)�−2(�r − 1) dr d�

≥ �(�− 1)

2p2

∫ 1

(�+1)/(2�)

∫ �

−�
∣f(rei�)∣p(1− r)�−2dr d�

≥ C(�, p)

∫
D
∣f(z)∣p(1− ∣z∣)�−2dm2(z),

÷òî äîêàçûâàåò ÷àñòü (iii) òåîðåìû.
×àñòü (i) òåîðåìû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ èç (1.3.25). ■

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 14.
Ïðîèíòåãðèðîâàííîå òîæäåñòâî Õàðäè�Ñòåéíà (ñì. (1.3.24))

Mp
p (f, r1, r2) + ∣f(0, 0)∣p = Mp

p (f, 0, r2) +Mp
p (f, r1, 0)

+
1

(2�)2

∫ r1

0

∫ r2

0

⎛⎜⎝ ∫
∣z1∣<�1

∫
∣z2∣<�2

f#(z1, z2)dm4(z)

⎞⎟⎠ d�1d�2

�1�2

ìîæåò áûòü èíòåãðèðîâàíî ñíîâà ïî ìåðå (2�)2C!1C!2!1(r1)!2(r2)r1r2dr1dr2. Îòñþäà
ïîëó÷àåì

∥f∥p
Ap!

+ ∣f(0, 0)∣p = J1 + J2 + J3,
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ãäå

J1 =
∥∥f(z1, 0)

∥∥p
Ap!1 (D)

= ∣f(0, 0)∣p + 2�C!1

∫ 1

0

M1

(
Δz1∣f(z1, 0)∣p, r1

)
ℎ!1(r1)r1dr1,

J2 =
∥∥f(0, z2)

∥∥p
Ap!2 (D)

= ∣f(0, 0)∣p + 2�C!2

∫ 1

0

M1

(
Δz2∣f(0, z2)∣p, r2

)
ℎ!2(r2)r2dr2.

Äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ôóáèíè ïîêàçûâàåò, ÷òî

J3 = C!1C!2

∫
I2

⎡⎢⎣ r1∫
0

r2∫
0

⎛⎜⎝ ∫
∣z1∣<�1

∫
∣z2∣<�2

f#(z1, z2)dm4(z)

⎞⎟⎠ d�1d�2

�1�2

⎤⎥⎦!(r)rdr

= (2�)2C!1C!2

∫ 1

0

∫ 1

0

M1

(
f#(z1, z2), r1, r2

)
ℎ!1(r1)ℎ!2(r2)r1r2dr1dr2.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 14. ■

1.4 Íåðàâåíñòâà Ëèòòëâóäà�Ïýëè è

ýêâèâàëåíòíûå íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ

Áåðãìàíà íà åäèíè÷íîì øàðå èç ℂn

Ýòîò ðàçäåë ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ñîâìåñòíîé ñî Ñ. Ñòåâè÷åì
ñòàòüå [266].

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ñëåäóþùèå èíòåãðàëû ñðàâíèìû:∫
B

∣f(z)∣p(1− ∣z∣)�dV (z),

∫
B

∣f(z)∣p−q∣∇f(z)∣q(1− ∣z∣)�+qdV (z),∫
B

∣f(z)∣p−q∣ℛf(z)∣q(1− ∣z∣)�+qdV (z),

ãäå p > 0, q ∈ [0, p], � ∈ (−1,∞), à ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â åäèíè÷íîì øàðå B = Bn

èç ℂn.
Ýòèì ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ñäåëàííîå Ñòåâè÷åì [199]. Êðîìå òîãî, èç-

âåñòíûå íåðàâåíñòâà Ëèòòâóäà�Ïýëè îáîáùåíû íà ñëó÷àé åäèíè÷íîãî øàðà B = Bn

èç ℂn.

Ïóñòü z = (z1, . . . , zn) è w = (w1, . . . , wn) � òî÷êè âåêòîðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ℂn. ×åðåç ⟨z, w⟩ ≡ z w =

∑n
k=1 zkwk îáîçíà÷èì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå z

è w, è ∣z∣ =
√
⟨z, z⟩.

Ïóñòü B � åäèíè÷íûé øàð â ℂn, B(a, r) = { z ∈ ℂn ∣ ∣z − a∣ < r } � îòêðûòûé
øàð ñ öåíòðîì a è ðàäèóñîì r, dV � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Ëåáåãà íà ℂn, è d� �
íîðìèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà íà ñôåðå S = ∂B.

H(B) � êëàññ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â B. Äëÿ f ∈ H(B) çàïèøåì èíòåãðàëüíûå
ñðåäíèå

Mp(f, r) =

(∫
S

∣f(r�)∣pd�(�)

)1/p

, p ∈ (0,∞), 0 ≤ r < 1,
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M∞(f, r) = sup
�∈S
∣f(r�)∣, 0 ≤ r < 1.

Äëÿ p ∈ (0,∞) è � ∈ (−1,∞), âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà Ap�(B) � ýòî
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé f íà B òàêèõ, ÷òî

∥f∥p,� =

(∫
B

∣f(z)∣p(1− ∣z∣)�dV (z)

)1/p

<∞.

Âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé èñ-
ñëåäîâàíû, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèÿõ è ñòàüÿõ [80], [110], [239], [83], [91], [185], [191],
[231], òîãäà êàê âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïå-
ðåìåííûõ èññëåäîâàíû, íàïðèìåð, â [45], [47], [63], [155], [158], [21], [180], [192], [237],
[238], [241], ñìîòðè òàêæå öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó.

Â ñòàòüÿõ [191] è [192] àâòîð èññëåäîâàë ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè èíòå-
ãðàëàìè â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà â åäèíè÷íîì êðóãå, åäèíè÷íîì øàðå è ïîëèêðóãå.
Ñòåâè÷ â [199] ñäåëàë íåñêîëüêî ïðåäïîëîæåíèé ïî ýòîé òåìå, ñðåäè êîòîðûõ ñôîð-
ìóëèðîâàë ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå. Ïóñòü p > 0, q ∈ [0, p], � ∈ (−1,∞), f ∈ H(B). Ïîêàçàòü, ÷òî∫
B

∣f(z)∣p(1− ∣z∣)�dV (z) ≈ ∣f(0)∣p +

∫
B

∣f(z)∣p−q∣∇f(z)∣q(1− ∣z∣)�+qdV (z). (1.4.1)

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè q = 0 ñîîòíîøåíèå (1.4.1) î÷åâèäíî. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ìû çíàåì, ÷òî

∣f(0)∣p +

∫
B

∣∇f(z)∣p(1− ∣z∣)�+pdV (z) ≈
∫
B

∣f(z)∣p(1− ∣z∣)�dV (z) (1.4.2)

ñì., íàïðèìåð, [180], [192], [237], è ñëåäîâàòåëüíî ñîîòíîøåíèå (1.4.1) èìååò ìåñòî
òàêæå ïðè p = q.

Íèæå ìû ïîäòâåðäèì Ïðåäïîëîæåíèå (1.4.1), äîêàçàâ ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 15 Ïóñòü p > 0, q ∈ [0, p], � ∈ (−1,∞), f ∈ H(B). Òîãäà∫
B

∣f(z)∣p(1− ∣z∣)�dV (z) ≈ ∣f(0)∣p +

∫
B

∣f(z)∣p−q∣∇f(z)∣q(1− ∣z∣)�+qdV (z).

Áóäóò äàíû íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâà Ëèòòëâóäà�Ïýëè â åäèíè÷íîì øà-
ðå.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü Òåîðåìó 15 íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ
ëåìì.
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Ëåììà 18 Ïóñòü 0 ≤ p <∞ è f ∈ H(B). Òîãäà ïî÷òè äëÿ âñåõ r < � < 1, � ∈ ∂B∣∣∣f(��)∣p − ∣f(r�)∣p
∣∣ ≤ (�− r) sup

r<s<�
p ∣f(s�)∣p−1∣∇f(s�)∣. (1.4.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè f ≡ 0 íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïðè f ∕≡ 0, â òî÷êå z, ãäå f
îòëè÷íî îò íóëÿ, èìååì∣∣∣ d

ds
(∣f(z)∣p)

∣∣∣ = p∣f(z)∣p−1
∣∣⟨∇∣f ∣(s�), �⟩

∣∣ ≤ p∣f(z)∣p−1∣∇f(z)∣, (1.4.4)

ãäå z = s�. Èíòåãðèðóÿ (1.4.4) ïî s îò r äî �, ïîëó÷àåì (1.4.3). ■

Ëåììà 19 Ïóñòü 0 < q ≤ p < ∞ è � > −1. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C =
C(p, q, �, n) òàêàÿ, ÷òî

Mp
∞(f, 1/2) ≤ C

(
∣f(0)∣p +

∫
B

∣f(z)∣p−q∣∇f(z)∣q(1− ∣z∣)q+�dV (z)

)
,

äëÿ âñåõ f ∈ H(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ëåììå 18 èìååì∣∣∣f ∣p/q(z)− ∣f ∣p/q(0)
∣∣ ≤ p

q
∣z∣ sup
∣w∣<1/2

∣f(w)∣
p
q
−1∣∇f(w)∣,

äëÿ âñåõ ∣z∣ < 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî

∣f(z)∣p ≤ C

(
∣f(0)∣p + sup

∣w∣<1/2

∣f(w)∣p−q∣∇f(w)∣p
)
, (1.4.5)

äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé C, íåçàâèñèìîé îò f. Èìååì

∣∇f(w)∣q ≈
n∑
k=1

∣∣∣∣ ∂f∂zk (w)

∣∣∣∣q . (1.4.6)

Ââèäó (1.4.6) è ïîñêîëüêó ôóíêöèè ∣f(w)∣p−q∣ ∂f
∂zk

(w)∣q, k ∈ {1, . . . , n} ñóáãàðìî-
íè÷íû, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C, íåçàâèñèìàÿ îò f
òàêàÿ, ÷òî

∣f(z)∣p−q∣∇f(z)∣q ≤ C

n∑
k=1

∣f(z)∣p−q
∣∣∣∣ ∂f∂zk (z)

∣∣∣∣q
≤ C

n∑
k=1

∫
∣w∣<3/4

∣f(w)∣p−q∣
∣∣∣∣ ∂f∂zk (w)

∣∣∣∣q dV (w)

≤ C

∫
∣w∣<3/4

∣f(w)∣p−q∣∇f(w)∣qdV (w), (1.4.7)

äëÿ âñåõ ∣z∣ < 1/2.
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Èç (1.4.5) è (1.4.7) ïîëó÷àåì, ÷òî

∣f(z)∣p ≤ C

(
∣f(0)∣p +

∫
∣w∣<3/4

∣f(w)∣p−q∣∇f(w)∣qdV (w)

)
≤ C

(
∣f(0)∣p +

∫
∣w∣<3/4

∣f(w)∣p−q∣∇f(w)∣q(1− ∣w∣)�dV (w)

)
≤ C

(
∣f(0)∣p +

∫
B

∣f(w)∣p−q∣∇f(w)∣q(1− ∣w∣)�dV (w)

)
äëÿ âñåõ ∣z∣ < 1/2. ■

Ëåììà 20 Ïóñòü 0 < p <∞, q ∈ [0, p] è 0 ≤ r < 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ
C, íåçàâèñèìàÿ îò f è r òàêàÿ, ÷òî∫

S

sup
0≤�<1

∣f(�r�)∣p−q∣∇f(�r�)∣qd�(�) ≤ C

∫
S

∣f(r�)∣p−q∣∇f(r�)∣qd�(�)

äëÿ âñåõ f ∈ H(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [186, ñ.165] ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C,
íåçàâèñèìàÿ îò íåîòðèöàòåëüíîé ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u â åäèíè÷íîì øàðå
B ⊂ ℝm òàêàÿ, ÷òî ∫

S

sup
0≤�<1

u(�r�) d�(�) ≤ C

∫
S

u(r�) d�(�)

äëÿ âñåõ r ∈ (0, 1). Îòñþäà âûáèðàÿ m = 2n, à òàêæå èç (1.4.6) è ñóáãàðìîíè÷íîñòè
ôóíêöèé ∣f(w)∣p−q∣ ∂f

∂zk
(w)∣q, k ∈ {1, . . . , n}, ëåãêî ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. ■

Íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà, äîêàçàííàÿ â [161].

Ëåììà 21 Ïóñòü g(r) � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå
[0, 1), b > 0 è � > −1. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C = C(�, b) òàêàÿ, ÷òî∫ 1

0

gb(r)(1− r)�dr ≤ C

(
max

r∈[0,1/2]
gb(r) +

∫ 1

0

∣∣∣∣g(1 + r

2

)
− g(r)

∣∣∣∣b (1− r)�dr

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 15. Ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé C òàêîé,
÷òî ∫

B

∣f(z)∣p−q∣∇f(z)∣q(1− ∣z∣)�+qdV (z) ≤ C

∫
B

∣f(z)∣p(1− ∣z∣)�dV (z),
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ñëåäóåò èç [191, Òåîð.2] ñ !(z) = (1 − ∣z∣)�. Âíà÷àëå ïîëîæèì, ÷òî q ≤ 1. Ïî Ëåììå
21 (ñëó÷àé b = 1), Ëåììàì 19 è 20 â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷àåì

∥f∥pp,� = 2n

∫ 1

0

Mp
p (f, r)(1− r)�r2n−1dr

≤ C

(
Mp

p (f, 1/2) +

∫ 1

0

∣∣Mp
p (f, (1 + r)/2)−Mp

p (f, r)
∣∣ (1− r)�dr)

≤ C

(
Mp

p (f, 1/2) +

∫ 1

0

∣∣M q
q (∣f ∣p/q, (1 + r)/2)−M q

q (∣f ∣p/q, r)
∣∣ (1− r)�dr)

≤ C

(
Mp
∞(f, 1/2) +

∫ 1

0

∫
S

∣∣∣f ∣p/q((1 + r)�/2)− ∣f ∣p/q(r�)
∣∣q d�(�)(1− r)�dr

)
≤ C

(
Mp
∞(f, 1/2) +

∫ 1

0

∫
S

∣∣∣∣∣pq sup
r<�< 1+r

2

∣f(��)∣
p
q
−1∣∇f(��)∣

∣∣∣∣∣
q

d�(�)(1− r)�+qdr

)

≤ C

(
Mp
∞(f, 1/2) +

(
p

q

)q ∫ 1

0

∫
S

sup
0<�< 1+r

2

∣f(��)∣p−q∣∇f(��)∣qd�(�)(1− r)�+qdr

)

≤ C

(
Mp
∞(f, 1/2) +

(
p

q

)q ∫ 1

0

∫
S

∣∣∣∣f (1 + r

2
�

)∣∣∣∣p−q ∣∣∣∣∇f (1 + r

2
�

)∣∣∣∣q d�(�)(1− r)�+qdr

)

= C

(
Mp
∞(f, 1/2) + 2�+q+1

(
p

q

)q ∫ 1

1/2

∫
S

∣f(r�)∣p−q∣∇f(r�)∣qd�(�)(1− r)�+qdr

)
≤ C

(
Mp
∞(f, 1/2) + 2�+q+2n

(
p

q

)q ∫ 1

0

∫
S

∣f(r�)∣p−q∣∇f(r�)∣qd�(�)(1− r)�+qr2n−1dr

)
≤ C

(
∣f(0)∣p +

∫
B

∣f(z)∣p−q∣∇f(z)∣q(1− ∣z∣)�+qdV (z)

)
,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àÿ q ≤ 1.
Òåïåðü ïîëîæèì q > 1. Òîãäà ïî Ëåììå 21 ñ b = q è ïî íåðàâåíñòâó Ìèíêîâñêîãî

ïîëó÷àåì

∥f∥pp,� = 2n

∫ 1

0

(Mp/q
p (f, r))q(1− r)�r2n−1dr

≤ C

(
Mp

p (f, 1/2) +

∫ 1

0

∣∣Mp/q
p (f, (1 + r)/2)−Mp/q

p (f, r)
∣∣q (1− r)�dr

)
≤ C

(
Mp

p (f, 1/2) +

∫ 1

0

∣∣Mq(∣f ∣p/q, (1 + r)/2)−Mq(∣f ∣p/q, r)
∣∣q (1− r)�dr

)
≤ C

(
Mp
∞(f, 1/2) +

∫ 1

0

∫
S

∣∣∣∣∣f ∣p/q(1 + r

2
�
)
− ∣f ∣p/q(r�)

∣∣∣∣q d�(�)(1− r)�dr
)

≤ C

(
Mp
∞(f, 1/2) +

∫ 1

0

∫
S

∣∣∣∣∣pq sup
r<�< 1+r

2

∣f(��)∣
p
q
−1∣∇f(��)∣

∣∣∣∣∣
q

d�(�)(1− r)�+qdr

)

≤ C

(
Mp
∞(f, 1/2) +

(
p

q

)q ∫ 1

0

∫
S

sup
0<�< 1+r

2

∣f(��)∣p−q∣∇f(��)∣qd�(�)(1− r)�+qdr

)
.
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Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òàêàÿ æå êàê â ïåðâîì ñëó÷àå, è ïîýòîìó ìû
åãî îïóñêàåì. ■

Äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì øàðå ðàññìîòðèì äðîáíîå èíòåãðîäèô-
ôåðåíöèðîâàíèå Àäàìàðà ïîðÿäêà � ∈ ℝ. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ H(B) ðàçëàãàåòñÿ â
ñòåïåííîé ðÿä

f(z) =
∑
k∈ℤn+

akz
k, z ∈ B,

òî îïðåäåëèì

ℱ�f(z) =
∑
k∈ℤn+

(1 + ∣k∣)�akzk, z ∈ B. (1.4.8)

Òåîðåìà 16 Ïóñòü 0 < q ≤ p < ∞, � > 0, f(z) ∈ Hp(B), è ãîëîìîðôíàÿ â B
ôóíêöèÿ g(z) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ñî ñìåøàííîé íîðìîé H(p, q, �), ò.å.

∥g∥qH(p,q,�) =

∫ 1

0

M q
p (g, r)(1− r)�q−1dr < +∞.

Òîãäà ∫
B

∣f(z)∣p−q∣g(z)∣q(1− ∣z∣)�q−1dV (z) ≤ C∥f∥p−qHp ∥g∥qH(p,q,�).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ℱ�f ∈ H(p, q, �), òî∫
B

∣f(z)∣p−q∣ℱ�f(z)∣q(1− ∣z∣)�q−1dV (z) ≤ C∥f∥p−qHp ∥ℱ�f∥qH(p,q,�).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ, ÷òî ∥f∥Hp ∕= 0, ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Éåíñåíà ê èíòå-
ãðàëó∫

S

∣f(r�)∣p−q∣g(r�)∣qd�(�) = Mp
p (f, r)

[
1

Mp
p (f, r)

∫
S

∣∣∣∣ g(r�)

f(r�)

∣∣∣∣q ∣f(r�)∣pd�(�)

] p
q
q
p

≤Mp
p (f, r)

[
1

Mp
p (f, r)

∫
S

∣∣∣∣ g(r�)

f(r�)

∣∣∣∣p ∣f(r�)∣pd�(�)

]q/p
= Mp−q

p (f, r)

[∫
S

∣g(r�)∣pd�(�)

]q/p
= Mp−q

p (f, r)M q
p (g, r).

(1.4.9)

Óìíîæàÿ (1.4.9) íà (1− r)�q−1r2n−1dr, çàòåì èíòåãðèðóÿ îò 0 äî 1, ïîëó÷àåì, ÷òî

∫
B

∣f(z)∣p−q∣g(z)∣q(1− ∣z∣)�q−1dV (z) ≤ C

∫ 1

0

Mp−q
p (f, r)M q

p (g, r)(1− r)�q−1dr

≤ C∥f∥p−qHp

∫ 1

0

M q
p (g, r)(1− r)�q−1dr,
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÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Äàëåå íàì ïîòðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ è ëåììû. Âñþäó íèæå äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî � > 1 ïóñòü

Γ�(�) = {z ∈ B : ∣1− �z∣ ≤ �(1− ∣z∣)}

� äîïóñòèìàÿ îáëàñòü ñ âåðøèíîé � ∈ S. Ïóñòü òàêæå I�,t = {� ∈ S : ∣1− ��∣ < t} è
Î�,t = {z ∈ B : ∣1− �z∣ < t}.

Ñëåäóÿ [71], [157], ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Ap(f)(�) =

(∫
Γ�(�)

∣f(z)∣p

(1− ∣z∣)n+1
dV (z)

)1/p

, p <∞,

A∞(f)(�) = sup{∣f(z)∣ : z ∈ Γ�(�)},

Cp(f)(�) = sup
t

(
1

∣I�,t∣

∫
Î�,t

∣f(z)∣p

1− ∣z∣
dV (z)

)1/p

, p <∞, � ∈ S.

Ëåììà Êîéôìàíà�Ìåéåðà�Ñòåéíà. ([71], [157])
Ïóñòü 1 < p ≤ ∞, 0 < q < ∞, � > 0, � > 0. Äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé f(z)

è g(z) â åäèíè÷íîì øàðå B èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà∫
B

∣f(z)∣∣g(z)∣
1− ∣z∣

dV (z) ≤ C

∫
S

Ap(f)(�)Cp′(g)(�) d�(�), (1.4.10)∥∥∥∥Cq(∣f(z)∣(1− ∣z∣)�
)∥∥∥∥q

L∞
≈ sup

w∈B
(1− ∣w∣)�

∫
B

∣f(z)∣q(1− ∣z∣)�q−1

∣1− wz∣�+n
dV (z). (1.4.11)

Òåîðåìà 17 Ïóñòü 0 < q < 2, q < p,  > 0, 0 < � < q/n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
� > (p− q)/�∫

B

∣f(z)∣p−q∣Df(z)∣q(1− ∣z∣)q−1dV (z) ≤ C∥f∥p−q
H�

∥∥D�n/qf∥∥q
Hq . (1.4.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (1.4.12). Âûáèðàÿ ïðî-
èçâîëüíîå �, 0 < � < q/n è îöåíèâàÿ L ïî (1.4.10), ïîëó÷àåì

L =

∫
B

∣Df(z)∣q(1− ∣z∣)q−�n ⋅ ∣f(z)∣p−q(1− ∣z∣)�n dV (z)

1− ∣z∣

≤ C

∫
S

A2/q

(
∣Df(z)∣q(1− ∣z∣)q−�n

)
(�) ⋅ C(2/q)′

(
∣f(z)∣p−q(1− ∣z∣)�n

)
(�) d�(�)

≤ C

∥∥∥∥C(2/q)′

(
∣f(z)∣p−q(1− ∣z∣)�n

)∥∥∥∥
L∞

∫
S

A2/q

(
∣Df(z)∣q(1− ∣z∣)q−�n

)
(�) d�(�).
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Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè îöåíèì L∞-íîðìó è ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïî îòäåëüíîñòè.
Ñîãëàñíî (1.4.11), âûáèðàÿ � > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøèì, L∞-íîðìó ìîæíî îöåíèòü òàê∥∥∥∥C2/(2−q)

(
∣f(z)∣p−q(1− ∣z∣)�n

)∥∥∥∥2/(2−q)

L∞

≤ C sup
w∈B

(1− ∣w∣)�
∫
B

∣f(z)∣2(p−q)/(2−q) (1− ∣z∣)2�n/(2−q)−1

∣1− wz∣�+n
dV (z)

≤ C∥f∥2(p−q)/(2−q)
H� sup

w∈B
(1− ∣w∣)�

∫
B

(1− ∣z∣)2�n/(2−q)−(2n/�)(p−q)/(2−q)−1

∣1− wz∣�+n
dV (z)

≤ C∥f∥2(p−q)/(2−q)
H� sup

w∈B
(1− ∣w∣)2n/(2−q)⋅(�−(p−q)/�)

≤ C∥f∥2(p−q)/(2−q)
H� ,

ãäå ∣f(z)∣ ≤ C∥f∥H�(1 − ∣z∣)−n/�, z ∈ B, è äðóãîå õîðîøî èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî
[21, Ïðåäë.1.4.10] â åäèíè÷íîì øàðå èñïîëüçîâàíî. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîãî � >
(p− q)/� ∥∥∥∥C2/(2−q)

(
∣f(z)∣p−q(1− ∣z∣)�

)∥∥∥∥
L∞
≤ C∥f∥p−q

H� . (1.4.13)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

J ≡
∫
S

A2/q

(
∣Df(z)∣q(1− ∣z∣)q−�n

)
(�) d�(�)

=

∫
S

[∫
Γ�(�)

∣Df(z)∣2(1− ∣z∣)2(−�n/q)−n−1 dV (z)

]q/2
d�(�).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ èç [156, ñ.179,186]

J ≤ C
∥∥D�n/qf∥∥q

Hq . (1.4.14)

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 17. ■

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî âçÿâ p = 2 è  = 1 â (1.4.12), è ôîðìàëüíî ïåðåéäÿ ê ïðå-
äåëó ïðè q → 2− è �→ 0+, ìû ïðèõîäèì ê êëàññè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó Ëèòòëâóäà�
Ïýëè â åäèíè÷íîì øàðå.

Äàëåå ðàññìîòðèì ðàäèàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ â åäèíè÷íîì øàðå

ℛf(z) =
n∑
k=1

zk
∂f(z)

∂zk
. (1.4.15)

Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ H(B) ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä

f(z) =
∑
k∈ℤn+

akz
k, z ∈ B,

òî
ℛf(z) =

∑
k∈ℤn+

∣k∣akzk, z ∈ B. (1.4.16)
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Òåîðåìà 18 Ïóñòü 0 < q ≤ p <∞, f ∈ H(B) è

ℒp,q(f) =

∫
B

∣f(z)∣p−q∣ℛf(z)∣q(1− ∣z∣)q−1dV (z).

Òîãäà
∣f(0)∣p + ℒp,q(f) ≤ C∥f∥pHp , q ≥ 2. (1.4.17)

Îáðàòíî, åñëè f(0) = 0, òî

∥f∥pHp ≤ Cℒp,q(f), q ≤ 2. (1.4.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì, ÷òî äëÿ q = 2

∥f∥pHp ≈ ∣f(0)∣p + ℒp,2(f) (1.4.19)

(ñð. [223]). Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíèì îäíîìåðíûé àíàëîã (1.4.19) (ñì., íàïðèìåð,
[234]) ïî îòíîøåíèþ ê ñðåç-ôóíêöèè f�(�) = f(��), � ∈ D, � ∈ S,

∥f�∥pHp(D) ≈ ∣f(0)∣p +

∫
D
∣f�(�)∣p−2∣f ′�(�)∣2(1− ∣�∣)dm2(�). (1.4.20)

Çàìåòèì, ÷òî

f ′�(�) = �−1ℛf(��), ℛ(f�) = (ℛf)� , � ∈ D, � ∈ S. (1.4.21)

Ïðîèíòåãðèðóåì (1.4.20) ïî ñôåðå S, èñïîëüçóÿ (1.4.21) è ôîðìóëó (ñì., íàïðèìåð,
[1], [21]) ∫

ℂn
g(w)∣w∣−2ndV (w) = n

∫
S

(∫
ℂ
g(z�)∣z∣−2dm(z)

)
d�(�). (1.4.22)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

∥f∥pHp ≈ ∣f(0)∣p +

∫
B

∣f(w)∣p−2∣ℛf(w)∣2(1− ∣w∣)dV (w), (1.4.23)

÷òî ñîâïàäàåò ñ (1.4.19).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåðàâåíñòâî

∣f(0)∣p +

∫
B

∣ℛf(z)∣p(1− ∣z∣)p−1dV (z) ≤ C∥f∥pHp , 2 ≤ p <∞, (1.4.24)

õîðîøî èçâåñòíî, ñì., íàïðèìåð, [1], à òàêæå [156] ñ áîëåå îáùèì ðåçóëüòàòîì.
Äàëåå, ïðèìåíèì îäíî íåðàâåíñòâî èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà. Èìåííî, åñëè íåêî-

òîðàÿ ôóíêöèÿ g ïðèíàäëåæèò Lq1(d�) ∩ Lq2(d�) äëÿ 0 < q1 < q2 <∞, òî g ∈ Lq(d�)
äëÿ âñåõ q ∈ [q1, q2], è áîëåå òîãî, íàéäåòñÿ ÷èñëî � ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî

∥g∥Lq ≤ ∥g∥1−�
Lq1 ∥g∥

�
Lq2 . (1.4.25)

×òîáû äîêàçàòü (1.4.25), âûáåðåì ÷èñëî � òàê, ÷òî 1/q = (1 − �)/q1 + �/q2, è çàòåì
ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ñ èíäåêñàìè q2/(q�) > 1 è (q2/(q�))

′ = q2/(q2 − q�).

66



Îïðåäåëèì

g(z) =
ℛf(z)

f(z)
(1− ∣z∣), d� = ∣f(z)∣p dV (z)

1− ∣z∣
. (1.4.26)

Òîãäà çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâà (1.4.23) è (1.4.24) îçíà÷àþò, ÷òî

∣f(0)∣p + ℒp,2(f) = ∣f(0)∣p + ∥g∥2
L2(d�) ≈ ∥f∥

p
Hp , (1.4.27)

∣f(0)∣p + ℒp,p(f) = ∣f(0)∣p + ∥g∥pLp(d�) ≤ C∥f∥pHp . (1.4.28)

Ââèäó (1.4.23)�(1.4.28) ïîëó÷àåì g ∈ Lq(d�) äëÿ âñåõ q ∈ [2, p], ïðè ýòîì 1
q

= 1−�
2

+ �
p

è

∥g∥Lq(d�) ≤ ∥g∥1−�
L2(d�)∥g∥

�
Lp(d�) ≤ C∥f∥p(1−�)/2Hp ∥f∥�Hp = C∥f∥(p/2)(1−�)+�

Hp = C∥f∥p/qHp ,

ò.å.
ℒp,q(f) = ∥g∥qLq(d�) ≤ C∥f∥pHp .

Òåì ñàìûì, íåðàâåíñòâî (1.4.17) äîêàçàíî äëÿ âñåõ q ∈ [2, p].
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó (1.4.18). Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì, îáðàòíûì ê

(1.4.24), ñì. [1], [44], [156],

∥f∥pHp ≤ C∣f(0)∣p + C

∫
B

∣ℛf(z)∣p(1− ∣z∣)p−1dV (z), 0 < p ≤ 2. (1.4.29)

Ðàññìîòðèì òåïåðü òðè ñëó÷àÿ.
Åñëè 0 < q < p < 2, òî îïðåäåëÿÿ êàê (1.4.26) è âûáèðàÿ �,

1

p
=

1− �
q

+
�

2
, ò.å. � =

2(p− q)
p(2− q)

,

ñîãëàñíî (1.4.24), (1.4.25), (1.4.26), (1.4.19), ïîëó÷àåì

∥f∥pHp ≤ Cpℒp,p(f) = Cp∥g∥pLp(d�) ≤ Cp∥g∥p(1−�)Lq(d�)∥g∥
p�
L2(d�)

= Cp
(
ℒp,q(f)

)p(1−�)/q(ℒp,2(f)
)p�/2 ≤ Cp

(
ℒp,q(f)

)p(1−�)/q∥f∥p2�/2Hp .

Òàêèì îáðàçîì,
∥f∥p(1−p�/2)

Hp ≤ Cp
(
ℒp,q(f)

)p(1−�)/q
,

èëè
∥f∥pHp ≤ Cpℒp,q(f). (1.4.30)

Ñëó÷àé 0 < q ≤ 2 = p âûòåêàåò èç (1.4.30) ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè p → 2−
ïîñêîëüêó ïîñòîÿííàÿ Cp îãðàíè÷åíà ïî p ∈ (q, 2) ââèäó (1.4.25).

Åñëè 0 < q ≤ 2 < p, òî âûáèðàÿ � òàêèì, ÷òî

1

2
=

1− �
q

+
�

p
, ò.å. � =

p(2− q)
2(p− q)

,

ñîãëàñíî (1.4.29), (1.4.25), (1.4.19), ìû ïîëó÷àåì
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∥f∥pHp ≤ Cℒp,2(f) = C∥g∥2
L2(d�) ≤ C∥g∥2(1−�)

Lq(d�)∥g∥
2�
Lp(d�)

= C
(
ℒp,q(f)

)2(1−�)/q(ℒp,p(f)
)2�/p ≤ C

(
ℒp,q(f)

)2(1−�)/q∥f∥2�
Hp .

Òàêèì îáðàçîì,
∥f∥p−2�

Hp ≤ C
(
ℒp,q(f)

)2(1−�)/q
,

èëè
∥f∥p(1/2−�/p)Hp ≤ C

(
ℒp,q(f)

)(1−�)/q
.

Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ (1.4.18) ñëåäóåò. Òåîðåìà 18 äîêàçàíà. ■

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì è ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 15.

Òåîðåìà 19 Ïóñòü � > −1, 0 < q ≤ p <∞, f ∈ H(B). Òîãäà

∣f(0)∣p +

∫
B

∣f(z)∣p−q∣ℛf(z)∣q(1− ∣z∣)�+qdV (z) ≈ ∥f∥pp,�. (1.4.31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 Òåîðåìà 15 óòâåðæäàåò, ÷òî∫
D
∣f(z)∣p(1− ∣z∣)�dm2(z) ≈ ∣f(0)∣p +

∫
D
∣f(z)∣p−q∣f ′(z)∣q(1− ∣z∣)�+qdm2(z).

Ïðèìåíèì ýòî ñîîòíîøåíèå ïî îòíîøåíèþ ê ñðåç-ôóíêöèè f�(z) = f(z�), z ∈ D,
� ∈ S,∫

D
∣f�(z)∣p(1− ∣z∣)�dm2(z) ≈ ∣f(0)∣p +

∫
D
∣f�(z)∣p−q∣f ′�(z)∣q(1− ∣z∣)�+qdm2(z). (1.4.32)

Èñïîëüçóÿ (1.4.21) è (1.4.22), ïðîèíòåãðèðóåì (1.4.32) ïî ñôåðå è ïðèäåì ê (1.4.31).
■

Èç Òåîðåì 15 è 19 âûòåêàþò äâà íåìàëîâàæíûõ ñëåäñòâèÿ.

Òåîðåìà 20 Ïóñòü 0 < q ≤ p <∞, � > −1 è f ∈ H(B). Òîãäà

∥f∥pp,� ≈ ∣f(0)∣p +

∫
B

∣f(z)∣p−q∣ℛf(z)∣q(1− ∣z∣)�+qdV (z)

≈ ∣f(0)∣p +

∫
B

∣f(z)∣p−q∣∇f(z)∣q(1− ∣z∣)�+qdV (z).

Òåîðåìà 21 Åñëè 0 < q ≤ p <∞, � > −1 è f ∈ H(B), òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøå-
íèå

∥f∥pp,� ≈ ∣f(0)∣p +

∫ 1

0

Mp−q
p (f, r)M q

p (ℛf, r)(1− r)�+qdr.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé p = q ñëåäóåò èç Òåîðåìû 19. Ïîýòîìó ïîëîæèì q < p. Èç
äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 16 äëÿ g = ℛf è Òåîðåìû 19, ïîëó÷àåì, ÷òî

∥f∥pp,� ≤ C

(
∣f(0)∣p +

∫
B

∣f(z)∣p−q∣ℛf(z)∣q(1− ∣z∣)�+qdV (z)

)
≤ C

(
∣f(0)∣p +

∫ 1

0

Mp−q
p (f, r)M q

p (ℛf, r)(1− r)�+qdr

)
.

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷èì, åñëè ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ñ èíäåêñà-
ìè p/(p− q) è p/q ê ïîñëåäíåìó èíòåãðàëó, è èç Òåîðåìû 19 äëÿ p = q. ■

1.5 Íåðàâåíñòâà Ëèòòëâóäà�Ïýëè äëÿ

âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé

Ýòîò ðàçäåë ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ñîâìåñòíîé ñ Äæîðäæåâè÷ è
Ïàâëîâè÷åì ñòàòüå [267].

Ïóñòü ℎ(D) � êëàññ âñåõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ãàðìîíè÷åñêèõ â åäè-
íè÷íîì êðóãå D ⊂ ℂ. Ãàðìîíè÷åñêèé êëàññ Õàðäè ℎp, 1 ≤ p ≤ ∞, ñîñòîèò èç òåõ
ôóíêöèé f ∈ ℎ(D), äëÿ êîòîðûõ ∥f∥p := sup0<r<1Mp(r, f) <∞, ãäå

Mp(r, f) =

(
1

2�

∫ �

−�
∣f(rei�)∣p d�

)1/p

.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáîáùèì íà âåêòîðíîçíà÷íûå ôóíêöèè ñëåäóþùóþ òåîðåìó
Ëèòòëâóäà è Ïýëè.

Òåîðåìà 22 Åñëè p ≥ 2, f ∈ ℎp, òî íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ Cp òàêàÿ, ÷òî∫
D
∣∇f(z)∣p(1− ∣z∣)p−1 dA(z) ≤ Cp

(
∥f∥pp − ∣f(0)∣p

)
. (1.5.1)

Åñëè 1 ≤ p ≤ 2, f ∈ ℎ(D), è∫
D
∣∇f(z)∣p(1− ∣z∣)p−1 dA(z) <∞,

òî f ∈ ℎp, è íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ cp > 0 òàêàÿ, ÷òî

cp
(
∥f∥pp − ∣f(0)∣p

)
≤
∫
D
∣∇f(z)∣p(1− ∣z∣)p−1 dA(z). (1.5.2)

Çäåñü dA îáîçíà÷àåò ìåðó Ëåáåãà íà ïëîñêîñòè, íîðìèðîâàííóþ òàê, ÷òî A(D) = 1.
Îáû÷íî ýòîò ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóþò â áîëåå ñëàáîì âèäå, à èìåííî (1.5.1) è

ñîîòâåòñòâåííî (1.5.2) çàìåíÿþòñÿ íà∫
D
∣∇f(z)∣p(1− ∣z∣)p−1 dA(z) + ∣f(0)∣p ≤ Cp∥f∥pp (1.5.3)
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è ñîîòâ.

cp∥f∥pp ≤ ∣f(0)∣p +

∫
D
∣∇f(z)∣p(1− ∣z∣)p−1 dA(z). (1.5.4)

Òåì íå ìåíåå, (1.5.1) ïîêàçûâàåò òàêæå íàñêîëüêî ñóáãàðìîíè÷íîñòü ôóíêöèè
∣f ∣ ìîæåò áûòü óòî÷íåíà, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè ∣f ∣p ïðè p ≥ 2. ×òîáû
óâèäåòü ýòî, äîñòàòî÷íî ïåðåïèñàòü (1.5.1) â âèäå

∣f(0)∣p ≤ ∥f∥pp −
1

C

∫
D
∣∇f(z)∣p(1− ∣z∣)p−1 dA(z). (1.5.5)

Íåðàâåíñòâà (1.5.1) è (1.5.2) ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûìè ñëó÷àÿìè òåîðåì Ëèòòë-
âóäà�Ïýëè äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé [163]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, òåì íå ìåíåå,
÷òî (1.5.1) âûòåêàåò òàêæå èç äîêàçàòåëüñòâà Ëþêèíãà (1.5.3) (ñì. [149]). Êîðîòêîå
è ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî (1.5.1) áûëî äàíî â [165].

Òî, ÷òî Òåîðåìà 22 ñïðàâåäëèâà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, áûë çàìå÷åíî â [163]. Ïîëàãàÿ, ÷òî (1.5.1) (ñ î÷åâèäíûìè
èçìåíåíèÿìè â îáîçíà÷åíèÿõ) èìååò ìåñòî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X, è âçÿâ f(�+
i�) = x+ �y, ãäå x, y ∈ X ôèêñèðîâàíû, ïîëó÷àåì

∥y∥p
∫
D
(1− ∣z∣)p−1 dA(z) ≤ Cp

(
1

2�

∫ �

−�
∥x+ (cos �)y∥p d� − ∥x∥p

)
.

Ýòî âëå÷åò

max
�∈[−�,�]

∥x+ (cos �)y∥p ≥ ∥x∥p + bp∥y∥p (bp � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ)

îòêóäà ââèäó âûïóêëîñòè íîðìû

max
{
∥x+ y∥p, ∥x− y∥p

}
≥ ∥x∥p + bp∥y∥p. (1.5.6)

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ìîäóëü âûïóêëîñòè X (ñì. íèæå) óäîâëåòâîðÿåò

�X(") ≥ c "p (c = const > 0).

Äðóãèìè ñëîâàìè, èç ñïðàâåäëèâîñòè (1.5.1) âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ
"p-ðàâíîìåðíî âûïóêëûì". Ìû äîêàæåì, ÷òî îáðàòíîå òàêæå âåðíî (ñì. Òåîðåìó
23).

Ââèäó äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ðàâíîìåðíîé âûïóêëîñòüþ è ðàâíîìåðíîé ãëàä-
êîñòüþ åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü (1.5.2) (äëÿ ôèêñèðîâàííîãî p ∈
(1, 2]) ýêâèâàëåíòíà p-ðàâíîìåðíîé ãëàäêîñòè X. Ýòî èìååò ìåñòî (ñì. Òåîðåìû 24
è 25), íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî (1.5.2) âëå÷åò ðàâíîìåðíóþ ãëàäêîñòü, íàì
ïîòðåáóåòñÿ íåòðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò Àððåãó è Áëàñêî î äâîéñòâåííîñòè âåêòîð-
íîçíà÷íûõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà (ñì.[38, Òåîð.3.9] è [51, Òåîð.3.6]).

Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ìîäóëü âûïóêëîñòè è ìîäóëü
ãëàäêîñòè X îïðåäåëÿþòñÿ êàê

�X(") = inf
{

1−
∥∥∥x+ y

2

∥∥∥ : x, y ∈ X, ∥x∥ = 1, ∥y∥ = 1, ∥x− y∥ ≥ "
}
, 0 < " < 2,
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�X(�) = sup
{1

2

(
∥x+ �y∥+ ∥x− �y∥

)
: x, y ∈ X, ∥x∥ = 1, ∥y∥ = 1

}
, � > 0.

Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî âûïóêëûì (ñîîòâ. ðàâíîìåðíî ãëàäêèì),
åñëè �X(") > 0 äëÿ âñåõ " ∈ (0, 2) (ñîîòâ. �X(�)/� → 0 ïðè � → 0).

Åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ p ≥ 2 òàêàÿ, ÷òî �X(") ≥ c"p, ãäå c � ïîëîæèòåëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî X � p-ðàâíîìåðíî âûïóêëîå. Õîðîøî èçâåñòíî è ëåãêî
çàìåòèòü, ÷òî X p-ðàâíîìåðíî âûïóêëî, åñëè

∥x+ y∥p + ∥x− y∥p

2
≥ ∥x∥p + �∥y∥p, x, y ∈ X, (1.5.7)

äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé �. Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà Ôèãåëÿ è
Ïèçèå [87], îáðàòíîå òàêæå âåðíî.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî p ≥ 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç Ip(X) íàèáîëüøåå � ≥ 0, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå (1.5.7).

Ïîýòîìó X p-ðàâíîìåðíî âûïóêëî, åñëè è òîëüêî åñëè Ip(X) > 0.
Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ q-ðàâíîìåðíî ãëàäêèì (1 < q ≤ 2), åñëè

�X(�) ≤ C� q äëÿ 0 < � < 1, ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Èçâåñòíî, ÷òî

X ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âûïóêëûì (ñîîòâ. ãëàäêèì) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X∗ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ãëàäêèì (ñîîòâ. âûïóêëûì).

Êîëè÷åñòâåííàÿ ôîðìà ýòèõ ôàêòîâ âûðàæåíà â ôîðìóëàõ Ëèíäåíøòðàóñà:

�X∗(�) = sup
{�"

2
− �X(") : 0 < " < 2

}
, (1.5.8)

�X(�) = sup
{�"

2
− �X∗(") : 0 < " < 2

}
(1.5.9)

(ñì. [143], [144]).
Ñîãëàñíî ñòàðîìó ðåçóëüòàòó Ìèëìàíà (ñì. [144, Ïðåäë.1.e.3])

êàæäîå ðàâíîìåðíî âûïóêëîå (à çíà÷èò êàæäîå ðàâíîìåðíî ãëàäêîå) ïðîñòðàí-
ñòâî ðåôëåêñèâíî.

Õàííåð [103] âû÷èñëèë òî÷íûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé âûïóêëîñòè ëåáåãîâûõ ïðîñò-
ðàíñòâ Lp. Èç åãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî Ls ÿâëÿåòñÿ p-ðàâíîìåðíî âûïóêëûì ïðè p = max{s, 2}, è ÿâëÿ-
åòñÿ q-ðàâíîìåðíî ãëàäêèì ïðè q = min{s, 2}.

Ôóíêöèÿ f : D 7→ X íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì, åñëè

∂2f

∂�2
+
∂2f

∂�2
= 0, äëÿ âñåõ � + i� ∈ D. (1.5.10)

Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ êàæäîãî Φ ∈ X∗ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ
Φf = Φ ∘ f ãàðìîíè÷íà D.

Ïóñòü ℎ(D, X) îáîçíà÷àåò êëàññ âñåõ X-çíà÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â D.
Åñëè f ∈ ℎ(D, X), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}∞n=−∞ ⊂ X
òàêàÿ, ÷òî
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f(rei�) =
∞∑

n=−∞

anr
∣n∣ein�, rei� ∈ D, (1.5.11)

ãäå ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êàæäîì êîìïàêòå èç D.
Ãðàäèåíò ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(∇f)(a) =
(

(D1f)(a), (D2f)(a)
)
,

ãäå

(D1f)(� + i�) =
∂f

∂�
, (D2f)(� + i�) =

∂f

∂�
.

Ãðàäèåíò â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå a ∈ D ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûé îïåðà-
òîð èç ℝ2 â X, èìåííî

ℝ2 ∋ (t1, t2) 7→ (D1f)(a) t1 + (D2f)(a) t2 ∈ X.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íîðìà ýòîãî îïåðàòîðà ýêâèâàëåíòíà

(∥D1f(a)∥2
X + ∥D2f(a)∥2

X)1/2 =: ∥∇f(a)∥X .

Ëåììà 22 Ïóñòü u : D 7→ ℝ � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ∣u∣ ≤ 1 â D.
Òîãäà

∣∇u(0)∣ ≤ 2(1− ∣u(0)∣).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè u(0) ≥ 0, òî ôóíêöèÿ v = 1 − u ïîëîæèòåëüíà, è ñëåäîâà-
òåëüíî ∣∇v(0)∣ ≤ 2v(0), ò.å.

∣∇u(0)∣ ≤ 2
(
1− u(0)

)
= 2(1− ∣u(0)∣).

Åñëè æå u(0) < 0, òî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ v = 1 + u, è ðåçóëüòàò ñëåäóåò. ■

Ëåììà 23 Ïóñòü f : D 7→ X � îãðàíè÷åííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ãäå ïðî-
ñòðàíñòâî X p-ðàâíîìåðíî âûïóêëî (p ≥ 2). Òîãäà

∥f∥∞,X ≥
(
∥f(0)∥p + c∥∇f(0)∥p

)1/p

,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c > 0 íåçàâèñèìà îò f.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∥f∥∞,X = 1 è � ∈ X∗, ∥�∥ = 1. Ïî Ëåììå 22,

∣�D1f(0))∣ = ∣D1�f(0))∣ ≤ 2(1− ∣�(f(0))∣),

îòêóäà
∣�(f(0))∣+ (1/2)∣�D1f(0)∣ ≤ 1

è ñëåäîâàòåëüíî ∣∣�(f(0)±D1f(0)/2
)∣∣ ≤ 1.
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Ïîýòîìó ∥∥f(0)±D1f(0)/2
∥∥ ≤ 1.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

1 ≥
∥∥f(0) +D1f(0)/2

∥∥p +
∥∥f(0)−D1f(0)/2

∥∥p
2

≥ ∥f(0)∥p + Ip(X)∥D1f(0)/2∥p.

Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ D2, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. ■

Åñëè X � ïðîèçâîëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òî îïðåäåëèì ℎp(X), 0 < p <∞,
êàê ïðîñòðàíñòâî òåõ X-çíà÷íûõ ôóíêöèé f , ãàðìîíè÷åñêèõ â D òàêèõ, ÷òî

∥f∥p,X := sup
0<r<1

Mp(r, f) <∞,

ãäå

Mp(r, f) = Mp,X(r, f) =

(
1

2�

∫ �

−�
∥f(rei�)∥p d�

)1/p

.

Ëåììà 24 Ïóñòü X � p-ðàâíîìåðíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, p ≥ 2. Åñëè f ∈
ℎp(X), òî

∥f∥p,X ≥
(
∥f(0)∥p + c∥∇f(0)∥p

)1/p

, (1.5.12)

ãäå c > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íåçàâèñèìàÿ îò f.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì, ÷òî f � ãàðìîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è îïðåäåëèì ãàðìî-
íè÷åñêóþ ôóíêöèþ g : D 7→ Lp(∂D, X) =: Y ïî ôîðìóëå

g(z)(ei�) = f(zei�) (z ∈ D). (1.5.13)

Òîãäà g îãðàíè÷åíà è

∥g(z)∥Y = Mp,X(r, f), ∥g(0)∥Y = ∥f(0)∥X , ∥g∥∞,Y = ∥f∥p,X .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì

D1g(0)(ei�) = D1f(0) cos � +D2f(0) sin �, (1.5.14)

D2g(0)(ei�) = D2f(0) cos � −D1f(0) sin �, (1.5.15)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

∥D1g(0)∥Y + ∥D2g(0)∥Y ≤ 2
(
∥D1f(0)∥X + ∥D2f(0)∥X

)
.

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî ìîæíî óñòàíîâèòü àíàëîãè÷íî. Ïîýòîìó

∥∇f(0)∥X ≈ ∥∇g(0)∥Y , ò.å.
1

K
∥∇f(0)∥X ≤ ∥∇g(0)∥Y ≤ K∥∇f(0)∥X ,

ãäå K � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íåðàâåíñòâî (1.5.12) ñëåäóåò òåïåðü èç Ëåììû 23,
è ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Y ÿâëÿåòñÿ p-ðàâíîìåðíî âûïóêëûì ñ Ip(Y ) = Ip(X). ■

Äàëåå, êàê è ïðåæäå ïîëàãàåì, ÷òî X � p-ðàâíîìåðíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî.
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Ëåììà 25 Ïóñòü f : D 7→ X � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

∥∇f(z)∥p(1− ∣z∣)p ≤ C

∫
D"(z)

d�(w),

ãäå d�(w) � ìåðà Ðèññà ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè w 7→ ∥f(w)∥p, è

D"(z) = {w : ∣w − z∣ < "(1− ∣z∣)}.

Çäåñü ÷èñëî " > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, è C çàâèñèò îò ", íî íå îò f.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u � ïðîèçâîëüíàÿ ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â D. Òîãäà
èìååò ìåñòî ôîðìóëà Ïóàññîíà�Éåíñåíà

1

2�

∫ �

−�
u(rei�) d� − u(0) =

1

2�

∫
∣w∣<r

log
r

∣w∣
d�(w) (0 < r < 1).

Ïîäñòàâëÿÿ u(z) = ∥f(z)∥p è èñïîëüçóÿ p-ðàâíîìåðíóþ âûïóêëîñòü ïðîñòðàíñòâà X
è Ëåììó 24, ìû ïîëó÷àåì

∥∇f(0)∥p ≤ C

∫
∣w∣<r

log
r

∣w∣
d�(w).

Ïðèìåíÿÿ ýòî ê ôóíêöèè w 7→ u(z + w), ïîëó÷àåì

∥∇f(z)∥p ≤ C

∫
∣w−z∣<r

log
r

∣w − z∣
d�(w),

÷òî èìååò ìåñòî äëÿ ìàëûõ r. Çäåñü

∥∇f(z)∥p ≤ C

∫
∣w−z∣<r

1

∣w − z∣
d�(w).

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî ïî êðóãó ∣z∣ < r è èñïîëüçóåì òåîðåìó Ôóáèíè è
ñóáãàðìîíè÷íîñòü ôóíêöèè ∥∇f(z)∥p

∥∇f(0)∥p ≤ C

∫
∣z∣<r
∥∇f(z)∥p dA(z)

≤ C

∫
∣z∣<r

(∫
∣w∣<2r

1

∣w − z∣
d�(w)

)
dA(z)

= C

∫
∣w∣<2r

(∫
∣z∣<r

1

∣w − z∣
dA(z)

)
d�(w) ≤ Cr

∫
∣w∣<2r

d�(w).

Âçÿâ ìàëîå r = "/2, ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó äëÿ z = 0. Â îáùåì ñëó÷àå
ïðèìåíÿåì äîêàçàííûé ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè

w 7→ f
(
z + "(1− ∣z∣)w

)
.

■
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Òåîðåìà 23 Ïóñòü X � p-ðàâíîìåðíî âûïóêëîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (p ≥ 2).
Åñëè f ∈ ℎp(X), òî íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî∫

D
∥∇f(z)∥p(1− ∣z∣)p−1 dA(z) ≤ C

(
∥f∥pp,X − ∥f(0)∥p

)
. (1.5.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ãàðìîíè÷íà â îêðåñòíîñòè çà-
ìêíóòîãî åäèíè÷íîãî êðóãà. Ïî Ëåììå 25∫

D
∥∇f(z)∥p(1− ∣z∣)p−1 dA(z) ≤ C

∫
D
d�(w)

∫
E"(w)

(1− ∣z∣)−1 dA(z),

ãäå E"(w) = {z : ∣z − w∣ < "(1− ∣z∣)}. Òåïåðü èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî

1

1 + "
(1− ∣w∣) < 1− ∣z∣ < 1

1− "
(1− ∣w∣), w ∈ E"(z),

÷òîáû ïîëó÷èòü ∫
E"(w)

(1− ∣z∣)−1 dA(z) ≤ C"(1− ∣w∣),

è ñëåäîâàòåëüíî∫
D
∥∇f(z)∥p(1− ∣z∣)p−1 dA(z) ≤ C

∫
D
(1− ∣w∣) d�(w)

≤ C

∫
D

log
1

∣w∣
d�(w)

= 2�C

(
1

2�

∫ �

−�
∥f(ei�)∥p d� − ∥f(0)∥p

)
,

ãäå èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà Ïóàññîíà�Éåíñåíà. Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó â ñïåöèàëü-
íîì ñëó÷àå. Åñëè æå ôóíêöèÿ f ∈ ℎp(X) ïðîèçâîëüíà, òî ïðèìåíèì äîêàçàííûé
ðåçóëüòàò ê ôóíêöèÿì fr(z) = f(rz), è ïîëó÷èì∫

D
rp∥∇f(rz)∥p(1− ∣z∣)p−1 dA(z) ≤ Cp

(
∥f∥pp,X − ∥f(0)∥p

)
, 0 < r < 1.

Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè r → 1 ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ëåììû Ôàòó. ■

Ñëåäóþùàÿ èçâåñòíàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìóëû (1.5.9).

Ëåììà 26 Ïóñòü 1/p + 1/q = 1. Ïðîñòðàíñòâî X q-ðàâíîìåðíî ãëàäêî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî p-ðàâíîìåðíî âûïóêëî.

Íàì íóæíà áóäåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ôèëëèïñà [168].

Òåîðåìà Ôèëëèïñà. Åñëè X ðåôëåêñèâíî, òî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà Lq(X,S, d�) èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Lp(X∗, S, d�), ñ
îïåðàöèåé ñïàðèâàíèÿ

(f, g) =

∫
S

⟨f(s), g(s)⟩ d�(s), f ∈ Lq(X,S, d�), g ∈ Lp(X∗, S, d�),

ãäå ⟨, ⟩ îáîçíà÷àåò ñïàðèâàíèå ìåæäó X è X∗.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñëåäóåò èç äâîéñòåííîñòè.
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Òåîðåìà 24 Ïóñòü X � q-ðàâíîìåðíî ãëàäêîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (1 < q ≤ 2).
Åñëè ∫

D
∥∇f(z)∥q(1− ∣z∣)q−1 dA(z) <∞,

òî f ∈ ℎq(X), è íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî

∥f∥qq,X − ∥f(0)∥q ≤ C

∫
D
∥∇f(z)∥q(1− ∣z∣)q−1 dA(z). (1.5.17)

Ïóñòü T (X) îáîçíà÷àåò êëàññ âñåõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ X-çíà÷-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ëåììà 27 Åñëè X ñåïàðàáåëüíî è ðåôëåêñèâíî, òî T (X) ïëîòíî Lp(T,X), ïðè 1 <
p <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òî-
ãî, ÷òîáû ïîäìíîæåñòâî T ⊂ L íîðìèðîâàííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L áûëî
ôóíäàìåíòàëüíûì, ò.å. T = L, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàæäûé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé
ôóíêöèîíàë, êîòîðûé èñ÷åçàåò íà T , èñ÷åçàåò òàêæå âñþäó.

Ïîýòîìó íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèîíàë Λ ∈ (Lp(T,X))∗ óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Λf = 0 äëÿ âñåõ f ∈ T (X), òî Λ ≡ 0.

Ïî Òåîðåìå Ôèëëèïñà, íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g ∈ Lq(X∗) òàêàÿ, ÷òî

Λf =
1

2�

∫ �

−�
⟨f(ei�), g(ei�)⟩ d�.

Ïîëàãàÿ, ÷òî Λ = 0 íà T (X), èìååì

1

2�

∫ �

−�
ein�⟨x, g(ei�)⟩ d� = 0

äëÿ âñåõ x ∈ X è âñåõ öåëûõ n. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî x ∈ X èìååì ⟨x, g(ei�)⟩ =
0 ïî÷òè äëÿ âñåõ � ∈ [−�, �].

Ïîñêîëüêó X ñåïàðàáåëüíî, ìû ìîæåì âûáðàòü ïëîòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} ⊂ X òàêóþ, ÷òî ⟨xn, g(ei�)⟩ = 0 äëÿ � ∈ En ⊂ [−�, �], ãäå ìåðà ìíîæåñòâà En
ðàâíà 2�. Òåïåðü ïóñòü E = ∩nEn. Òîãäà äëÿ êàæäîãî � ∈ E èìååì ⟨xn, g(ei�)⟩ = 0
äëÿ âñåõ n, è ïîýòîìó ⟨x, g(ei�)⟩ = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ýòî âëå÷åò g(ei�) = 0 äëÿ âñåõ � ∈ E, è ñëåäîâàòåëüíî g(ei�) = 0 ïî÷òè âñþäó, òàê
êàê ìåðà ìíîæåñòâà E ðàâíà 2�. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 24.
Ïóñòü X � q-ðàâíîìåðíî ãëàäêîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ãäå 1 < q ≤ 2, è ïóñòü

1/p+1/q = 1. Ïî Ëåììå 26, åãî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâîX∗ p-ðàâíîìåðíî âûïóêëî.
Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü Òåîðåìó 24, ïðèìåíèì Òåîðåìó 23 ê ïðîñòðàíñòâó X∗.

Áîëåå òîãî, çàïèøåì íåðàâåíñòâî (1.5.16) â âèäå∫
D
∥∇g(z)∥pX∗

(
log

1

∣z∣

)p−1

dA(z) ≤ Cp

(
∥g∥pp,X∗ − ∥g(0)∥pX∗

)
, (1.5.18)
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îòêóäà ïîëó÷àåì

∥g(0)∥pX∗ + c

∫
D
∥∇g(z)∥pX∗

(
log

1

∣z∣

)p−1

dA(z) ≤ ∥g∥pp,X∗ , (1.5.19)

ãäå c � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íåçàâèñèìàÿ îò g.
Ââåäåì Z êàê ïðîñòðàíñòâî òåõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé g : D 7→ X∗ òàêèõ, ÷òî

∥g∥pZ := ∥g(0)∥pX∗ + c

∫
D
∥∇g(z)∥pX∗

(
log

1

∣z∣

)p−1

dA(z) <∞.

Àíàëîãè÷íî, Y ñîñòîèò èç òåõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé f : D 7→ X, äëÿ êîòîðûõ

∥f∥qY := ∥f(0)∥qX + b

∫
D
∥∇f(z)∥qX

(
log

1

∣z∣

)q−1

dA(z) <∞,

ãäå b � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íåçàâèñèìàÿ îò f.
×òîáû ïðîäîëæèòü äîêàçàòåëüñòâî, îñòàåòñÿ çàïèñàòü áèëèíåéíóþ ôîðìó ⟨, ⟩ â

íóæíîì âèäå.

Ëåììà 28 Åñëè f è g ñîîòâåòñòâåííî X-çíà÷íîå è X∗-çíà÷íîå ôóíêöèè, ãàðìî-
íè÷åñêèå â îêðåñòíîñòè çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî êðóãà, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

(f, g) : =
1

2�

∫ �

−�
⟨f(ei�), g(ei�)⟩ d�

= ⟨f(0), g(0)⟩+

∫
D
⟨∇f(z),∇g(z)⟩ log

1

∣z∣
dA(z),

(1.5.20)

ãäå
⟨∇f(z),∇g(z)⟩ := ⟨D1f(z), D1g(z)⟩+ ⟨D2f(z), D2g(z)⟩.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ, ÷òî X è X∗ � êîìïëåêñíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ñ
îïåðàöèåé ñïàðèâàíèÿ

⟨�f(z), �g(z)⟩ = ��̄ ⟨f(z), g(z)⟩ äëÿ âñåõ �, � ∈ ℂ,

è èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííûå ðÿäû

f(z) =
∞∑

n=−∞

anr
∣n∣ein� =

∞∑
n=0

anz
n +

∞∑
n=1

a−nz̄
n, z = rei� ∈ D, an ∈ X,

g(z) =
∞∑

k=−∞

bkr
∣k∣eik� =

∞∑
k=0

bkz
k +

∞∑
k=1

b−kz̄
k, z = rei� ∈ D, bk ∈ X∗,

ìû ìîæåì çàïèñàòü ëåâóþ ÷àñòü (1.5.20) â âèäå

1

2�

∫ �

−�
⟨f(ei�), g(ei�)⟩ d� =

∞∑
n=−∞

⟨an, bn⟩.
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×òîáû ïðåîáðàçîâàòü ïðàâóþ ÷àñòü (1.5.20), âñïîìíèì äèôôåðåíöèàëüíûå îïå-
ðàòîðû Âèðòèíãåðà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂

∂z
=

1

2

(
D1 − iD2

)
,

∂

∂z̄
=

1

2

(
D1 + iD2

)
.

Òîãäà

⟨∇f(z),∇g(z)⟩ = ⟨D1f(z), D1g(z)⟩+ ⟨D2f(z), D2g(z)⟩

=

〈
∂f

∂z
+
∂f

∂z̄
,
∂g

∂z
+
∂g

∂z̄

〉
+

〈
i

(
∂f

∂z
− ∂f

∂z̄

)
, i

(
∂g

∂z
− ∂g

∂z̄

)〉
= 2

〈
∂f

∂z
,
∂g

∂z

〉
+ 2

〈
∂f

∂z̄
,
∂g

∂z̄

〉
= 2

∞∑
n,k=0

n k⟨an, bk⟩zn−1(z̄)k−1 + 2
∞∑

n,k=1

n k⟨a−n, b−k⟩(z̄)n−1zk−1.

Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷àåì

1

2�

∫ �

−�
⟨∇f(z),∇g(z)⟩d� = 2

∞∑
n=1

n2 r2n−2
(
⟨an, bn⟩+ ⟨a−n, b−n⟩

)
è ∫

D
⟨∇f(z),∇g(z)⟩ log

1

∣z∣
dA(z) = −⟨a0, b0⟩+

∞∑
n=−∞

⟨an, bn⟩.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 28. ■

Ëåììà 29 Â óñëîâèÿõ Ëåììû 28 ñïðàâåäëèâî ∣(f, g)∣ ≤ ∥f∥Y ∥g∥Z .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàò ëåãêî âûâîäèòñÿ èç (1.5.20) ñ ïðèìåíåíèåì íåðàâåíñòâà

∣⟨∇f(z),∇g(z)⟩∣ ≤ ∥∇f(z)∥X∥∇g(z)∥X∗

è íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà. ■

Ïðîäîëæåíèå Äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 24. Âíà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ãàð-
ìîíè÷íà â îêðåñòíîñòè çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî êðóãà. Òîãäà íàì ñëåäóåò ïîêàçàòü,
÷òî ∥f1∥Lq(T,X) ≤ ∥f∥Y , ãäå f1 îáîçíà÷àåò ñóæåíèå f íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü T .
Îáðàç çàìêíóòîãî êðóãà ïðè îòîáðàæåíèè f ñîäåðæèòñÿ â çàìêíóòîé ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êå êîýôôèöèåíòîâ f, òàê ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X ñåïàðàáåëüíî.

Ïîñêîëüêó X ðåôëåêñèâíî, òî X∗ ñåïàðàáåëüíî, è ïîýòîìó T (X∗) ïëîòíî â
Lp(T,X∗). Îòñþäà è èç Òåîðåìû Ôèëëèïñà ñëåäóåò, ÷òî

∥f1∥Lq(T,X) = sup{∣(f, g)∣ : g1 ∈ T (X∗), ∥g1∥Lp(T,X∗) ≤ 1}.

Ââèäó ∥g1∥Lp(T,X∗) ≥ ∥g∥Z , ïî Òåîðåìå 23, ïîëó÷àåì

∥f1∥Lq(T,X) ≤ sup{∣(f, g)∣ : g1 ∈ T (X∗), ∥g∥Z ≤ 1}.
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Ñëåäîâàòåëüíî ∥f1∥Lq(T,X) ≤ ∥f∥Y , òàê êàê ïî Ëåììå 29 ∣(f, g)∣ ≤ ∥f∥Y ∥g∥Z . Ýòî
äîêàçûâàåò òåîðåìó â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå.

Åñëè æå ôóíêöèÿ f ∈ ℎp(X) ïðîèçâîëüíà, òî ïðèìåíèì òîò æå ðåçóëüòàò ïî
îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè fr(z) = f(rz), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

M q
q (r, f) ≤ ∥f(0)∥qX + b

∫
D
rq∥∇f(rz)∥qX

(
log

1

∣z∣

)q−1

dA(z).

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ≤ ∥f∥qZ , ïîñêîëüêóMq(r, ∥∇f∥) âîçðàñòàåò ïî r, ÷òî ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäñòâèåì ñóáãàðìîíè÷íîñòè ∥∇f(z)∥. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî çàâåð-
øåíî. ■

Òåîðåìà 25 Åñëè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (1.5.17), òî ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåò-
ñÿ q-ðàâíîìåðíî ãëàäêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ðåçóëüòàò Àððåãó è Áëàñêî
î âåêòîðíîçíà÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà (ñì. [38, Òåîð.3.9] è [51, Òåîð.3.6]), â
ñëåãêà îáîáùåííîì âèäå. Èìåííî, äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè f : D 7→ X ïóñòü

Nq,X(f) =

(∫
D
∥∇f(z)∥qX

(
log

1

∣z∣

)q−1

dA(z)

)1/q

.

Â ñîîòâåñòâèè ñ ýòèì ìîäèôèöèðîâàííîå äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.6 èç [51] ïðè-
âîäèò ê

Np,X∗(g) ≈ sup{∣(f, g)∣ : Nq,X(f) ≤ 1}, (1.5.21)

ãäå

(f, g) =
1

2�

∫ �

−�
⟨f(ei�), g(ei�)⟩ d�,

è âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì X-çíà÷íûì ãàðìîíè÷åñêèì "ìíîãî÷ëåíàì" f ñ
f(0) = 0. Òåïåðü çàïèøåì (1.5.17) êàê

∥f∥qq,X ≤ ∥f(0)∥qX + CN q
q,X(f).

Îòñþäà ñîãëàñíî (1.5.21) è íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà íàõîäèì

Np,X∗(g) ≤ C∥g∥(ℎq(X))∗ .

Ïîñêîëüêó ∥g∥(ℎq(X))∗ ≤ ∥g∥ℎp(X∗), ïîëó÷àåì

∥g(0)∥X∗ + c1Np,X∗(g) ≤ ∥g∥p,X∗ .

Êàê ïîêàçàíî â íà÷àëå ýòîãî ïàðàãðàôà (ñì. (1.5.6)), îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî X∗ �
p-ðàâíîìåðíî âûïóêëî è ÷òî X � q-ðàâíîìåðíî ãëàäêî. ■

Òåîðåìà 26 Åñëè X � p-ðàâíîìåðíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, è 1 < q ≤ p (p ≥ 2).
Åñëè f ∈ ℎq(X), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫ 1

0

{Mq,X(r,∇f)}p (1− r)p−1 dr ≤ C
(
∥f∥pq,X − ∥f(0)∥p

)
. (1.5.22)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî Y = Lq(∂D, X) p-ðàâíîìåðíî âûïóêëî (ñì., íàïðè-
ìåð, [86]). Ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 23 ê ôóíêöèè g, îïðåäåëåííîé ïî (1.5.13), ïîëó÷àåì
òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. ■

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, äâîéñòâåííûé ê Òåîðåìå 26, äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 27 Ïóñòü X � q-ðàâíîìåðíî ãëàäêîå ïðîñòðàíñòâî, è p ≥ q(1 < q ≤ 2).
Åñëè f ∈ ℎq(X), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥f∥qp,X − ∥f(0)∥q ≤ C

∫ 1

0

{Mp,X(r,∇f)}q (1− r)q−1 dr. (1.5.23)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåðàâåíñòâà (1.5.22) è (1.5.23) ñîäåðæàò, ïîìèìî íåðà-
âåíñòâ Ëèòòëâóäà�Ïýëè, òàêæå íåðàâåíñòâà Õàðäè è Ëèòòëâóäà

∫ 1

0

{Mq(r,∇f)}2 (1− r) dr ≤ C
(
∥f∥2

q − ∣f(0)∣2
)

(1 < q ≤ 2), (1.5.24)

∥f∥2
p − ∣f(0)∣2 ≤ C

∫ 1

0

{Mp(r,∇f)}2 (1− r) dr (p ≥ 2), (1.5.25)

êîòîðûå èìåþò ìåñòî äëÿ ñêàëÿðíîçíà÷íûõ ℎq-ôóíêöèé. Íåðàâåíñòâà (1.5.24) è
(1.5.25) ñëåäóþò èç (1.5.22) è (1.5.23) âçÿòèåì X = ℝ.

Òåîðåìó 23 ìîæíî îáîáùèòü ñ òåì æå äîêàçàòåëüñòâîì è óñòàíîâèòü ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.

Òåîðåìà 28 Ïóñòü q ≥ p. Åñëè f ∈ ℎq(X), ãäå X � p-ðàâíîìåðíî âûïóêëî, òî∫
D
∥∇f(z)∥p ∥f(z)∥q−p(1− ∣z∣)p−1 dA(z) ≤ C

(
∥f∥qq,X − ∥f(0)∥q

)
.

Äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â D ñî çíà÷åíèÿìè â p-ðàâíîìåðíî PL-âûïóêëîì ïðî-
ñòðàíñòâå Òåîðåìû 26 è 27 äîêàçàíû â [52]. Ñâåäåíèÿ î PL-âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ìîæíî íàéòè â [75].
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Ãëàâà 2

Ëàêóíàðíûå ðÿäû â âåñîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ íà ïîëèêðóãå

Â ýòîé ãëàâå èçâåñòíûå íåðàâåíñòâà Ïýëè è Ïýëè-Êàõàíå-Õèí÷èíà î ëàêóíàðíûõ
ðÿäàõ îáîáùåíû è ðàñïðîñòðàíåíû íà ïîëèêðóã èç ℂn.

Ýòè íåðàâåíñòâà çàòåì ïðèìåíåíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ îöåíîê ðîñòà â âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ ℎ(p, �), ℎ

(
p, log(�)

)
òèïà Õàðäè�Áëîõà, ñîäåðæàùèõ n-ãàðìîíè÷åñêèå

ôóíêöèè â ïîëèêðóãå. Ýòè ïðîñòðàíñòâà ðîäñòâåííû êëàññàì Áëîõà è ïðîñòðàíñòâàì
ñî ñìåøàííîé íîðìîé è åñòåñòâåííî âîçíèêàþò êàê îáðàçû íåêîòîðûõ äðîáíûõ îïå-
ðàòîðîâ.

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [264], [268], [274] è àíîíñèðîâàíû â [281],
[282].

2.1 Ëàêóíàðíûå ðÿäû â ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè è

îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâ Ïýëè

Äëÿ èçìåðèìîé ôóíêöèè f(z) = f(r�) â Un, êàê îáû÷íî, èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå
îáîçíà÷àåì

Mp(f ; r) =
∥∥f(r⋅)

∥∥
Lp(Tn;dmn)

, r = (r1, . . . , rn) ∈ In, 0 < p ≤ ∞,

ãäå In = (0, 1)n, dmn � ìåðà Ëåáåãà íà T n, íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì mn(T n) = 1.
Ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé f(z), äëÿ êîòîðûõ ∥f∥Hp = sup

r∈In
Mp(f ; r) < +∞,

åñòü îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâî Õàðäè Hp = Hp(Un) â ïîëèêðóãå.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nk}∞k=1 íàçûâàåòñÿ ëàêó-
íàðíîé ïî Àäàìàðó, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ � > 1 òàêàÿ, ÷òî nk+1

nk
≥ � äëÿ âñåõ

k = 1, 2, . . . . Ñîîòâåòñòâóþùèé ñòåïåííîé ðÿä íàçûâàþò ëàêóíàðíûì ðÿäîì.

Ëàêóíàðíûå ðÿäû â êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ òàêèõ, êàê
ïðîñòðàíñòâà Áëîõà, Áåðãìàíà, Áåñîâà, Äèðèõëå, êëàññû òèïà Q, èíòåíñèâíî èçó-
÷àþòñÿ â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå, ñì. [39], [40], [95], [96], [97], [98], [232], [242].

Äëÿ èçó÷åíèÿ ëàêóíàðíûõ ðÿäîâ â ïîëèêðóãå íàì íóæíî ðàñïðîñòðàíèòü êëàñ-
ñè÷åñêèå íåðàâåíñòâà Ïýëè ([15, Ãë.XII, Òåîð.7.8], [80, ñ.104], [164, ñ.170]) è Ïýëè�
Êàõàíå�Õèí÷èíà ([15, Ãë. V, Òåîð.8.20], [164, ñ.172]) íà ïîëèêðóã.
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Òåîðåìà 29 Ïóñòü ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ

f(z) =
∑
k∈ℤn+

ak1...knz
k1
1 ⋅ ⋅ ⋅ zknn , z ∈ Un,

ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè H1. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé

{
mj,kj

}∞
kj=1

, j = 1, 2, . . . , n,

(∑
k∈ℕn

∣∣am1,k1
...mn,kn

∣∣2)1/2

≤ C∥f∥H1 , (2.1.1)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò f .

Òåîðåìà 30 Ïóñòü
{
mj,kj

}∞
kj=1

(j = 1, 2, . . . , n) � ïðîèçâîëüíûå ëàêóíàðíûå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè, è f(z) � ãîëîìîðôíàÿ â Un ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ñõîäÿùèìñÿ ëàêó-
íàðíûì ðÿäîì

f(z) =
∑
k∈ℕn

ak1...knz
m1,k1
1 ⋅ ⋅ ⋅ zmn,knn , z ∈ Un.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî p, 0 < p <∞, ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè Hp òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà {ak} ∈ ℓ2. Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñâóþùèå íîðìû ýêâèâàëåíòíû:

C1∥f∥Hp ≤

(∑
k∈ℕn

∣∣ak1...kn∣∣2
)1/2

≤ C2∥f∥Hp , (2.1.2)

ãäå ïîñòîÿííûå C1, C2 > 0 íåçàâèñèìû îò f .

Òåîðåìà 30, â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ëàêóíàðíûé ñòåïåííîé ðÿä ïðè-
íàäëåæèò íåêîòîðîìó êëàññó Õàðäè â ïîëèêðóãå, òî îí ïðèíàäëåæèò è âñåì êëàññàì
Õàðäè Hp(Un) (0 < p <∞).

Äëÿ ôóíêöèè f(z) = f(r�), r ∈ In, � ∈ T n, çàäàííîé â ïîëèêðóãå Un, áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû äâóõ òèïîâ: îïåðàòîðû Ðèìàíà�
Ëèóâèëëÿ D� è D�, à òàêæå îïåðàòîð Àäàìàðà ℱ� îòíîñèòåëüíî ðàäèàëüíîé ïåðå-
ìåííîé r ∈ In:

D−�f(z) =
r�

Γ(�)

∫
In

(1− �)�−1f(�z)d�, D�f(z) =

(
∂

∂r

)m
D−(m−�)f(z),

D−�f(r�) = r−�D−�f(r�), D�f(r�) = D�
{
r�f(r�)

}
,

(2.1.3)

ℱ−�f(z) =
1

Γ(�)

∫
In

n∏
j=1

(
log

1

�j

)�j−1

f(�z)d�,

ℱmf(z) =

(
∂

∂r
⋅ r
)m

f(z), ℱ�f(z) = ℱ−(m−�)ℱmf(z),

(2.1.4)
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ãäå
(
∂
∂r

)m
=
(

∂
∂r1

)m1

⋅ ⋅ ⋅
(

∂
∂rn

)mn
, m = (m1, . . . ,mn) ∈ ℤn+, � = (�1, . . . , �n), �j >

0, mj − 1 < �j ≤ mj (1 ≤ j ≤ n). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f n-ãàðìîíè÷íà
(èëè ãîëîìîðôíà), òî òàêîâû òàêæå D�f,ℱ�f äëÿ ëþáîãî � = (�1, . . . , �n), �j ∈ ℝ,
è êðîìå òîãî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû îáðàùåíèÿ

D�D−�f(z) = f(z), ℱ�ℱ−�f(z) = f(z). (2.1.5)

Êàê î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ℱ�f = ℱ�1
r1
ℱ�2
r2
. . .ℱ�nrn f , äëÿ ëþáîãî � = (�1, . . . , �n),

ãäå ℱ�jrj îáîçíà÷àåò òîò æå îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé òîëüêî ïî ïåðåìåííîé rj. Ñó-
ùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà ℱ�, ïðèãîäíîå äëÿ n-ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ ℎ(Un) ñî ñòåïåííûì ðàçëîæåíèåì

f(z) =
∑
k∈ℤn

akr
∣k∣eik⋅�,

ãäå r∣k∣ = r
∣k1∣
1 ⋅ ⋅ ⋅ r∣kn∣n , k ⋅ � = k1�1 + ⋅ ⋅ ⋅+ kn�n, ìîæåì çàïèñàòü

ℱ�f(z) =
∑
k∈ℤn

n∏
j=1

(1 + ∣kj∣)�jakr∣k∣eik⋅�. (2.1.6)

Â íèæåñëåäóþùèõ äîêàçàòåëüñòâàõ Òåîðåì 29 è 30 èñïîëüçîâàíû íåêîòîðûå àð-
ãóìåíòû Ïàâëîâè÷à [164, Ãë.11] íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâàìè òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè, ïî-
ëó÷åííûå àâòîðîì â [260], [261] è Ðàçäåëå 1.2 íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè âñþäó â äîêàçàòåëüñòâàõ ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 29.
Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè (ñì. Òåîðåìó 5 èëè [260], [261])∥∥∥∥∥∥(1− r)ℱ1f

∥∥
L2(dr/(1−r))

∥∥∥∥
Lp(Tn)

≤ C∥f∥Hp äëÿ ëþáîãî 0 < p <∞. (2.1.7)

Ïîëàãàÿ 0 < p ≤ 2, ìîæåì ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî ïî îòíîøåíèþ ê
(2.1.7), è ïîëó÷èòü ∥∥∥(1− r)Mp(ℱ1f ; r)

∥∥∥
L2(dr/(1−r))

≤ C∥f∥Hp . (2.1.8)

Äëÿ äâóõ ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{
mj,kj

}∞
kj=1

, j = 1, 2 íàéäóòñÿ ïîñòîÿí-
íûå �1, �2 > 1 òàêèå, ÷òî

mj,kj+1

mj,kj

≥ �j äëÿ âñåõ kj = 1, 2, . . . , j = 1, 2.

Âûáèðàÿ äâå ñòðîãî âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

r1,k1 = 1− 1

�k11

, r2,k2 = 1− 1

�k22

, k1, k2 = 1, 2, . . . ,

è p = 1 â (2.1.8), ìîæåì îöåíèòü
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∥f∥2
H1 ≥ C

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− r)M2
1 (ℱ1f ; r)dr1dr2

≥ C
∞∑
k1=1

∞∑
k2=1

∫ r1,k1+1

r1,k1

∫ r2,k2+1

r2,k2

(1− r)M2
1 (ℱ1f ; r)dr1dr2.

(2.1.9)

Ðàññìîòðèì ïðîìåæóòêè I
(1)
k1

= [�k11 , �
k1+1
1 ), I(2)

k2
= [�k22 , �

k2+1
2 ), k1, k2 = 1, 2, . . . .

Êàæäûé èíòåðâàë I(j)
kj

ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì îäíî ÷èñëî èç
{
mj,kj

}
. Ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî êàæäûé èíòåðâàë I(j)
kj

ñîäåðæèò ðîâíî îäíî òàêîå ÷èñëî, èìåííî �kjj ≤ mj,kj <

�
kj+1
j , kj ∈ ℕ, j = 1, 2. Òåïåðü ìîæåì îöåíèòü òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ðÿäà

ℱ1f(z1, z2) =
∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

(1 + k1)(1 + k2) ak1k2z
k1
1 z

k2
2 .

Ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè

(1 + k1)(1 + k2)∣ak1k2 ∣ ≤
1

rk11 r
k2
2

M1(ℱ1f ; r1, r2), k1, k2 = 0, 1, 2, . . . .

Ïðîäîëæàÿ îöåíêó (2.1.9),

∫ r1,k1+1

r1,k1

∫ r2,k2+1

r2,k2

(1− r)M2
1 (ℱ1f ; r)dr1dr2

≥
2∏
j=1

(1 + kj)
2 ∣ak1k2∣2

∫ r1,k1+1

r1,k1

∫ r2,k2+1

r2,k2

(1− r1)(1− r2) r2k1
1 r2k2

2 dr1dr2.

(2.1.10)

Âíóòðåííèå èíòåãðàëû ìîãóò áûòü îöåíåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì (j = 1, 2)∫ rj,kj+1

rj,kj

(1− rj) r
2kj
j drj ≥ (1− rj,kj+1) r

2kj
j,kj

(rj,kj+1 − rj,kj)

=
1

�
kj+1
j

(
1

�
kj
j

− 1

�
kj+1
j

) (
1− 1

�
kj
j

)2kj

.

Âçÿâ kj = mj,kj ≥ 1, kj = 1, 2, . . . , çàêëþ÷àåì, ÷òî∫ rj,kj+1

rj,kj

(1− rj) r
2mj,kj
j drj ≥ C(�j)

1

m2
j,kj

.

Òàêèì îáðàçîì,

∫ r1,k1+1

r1,k1

∫ r2,k2+1

r2,k2

(1− r)M2
1 (ℱ1f ; r)dr1dr2

≥
2∏
j=1

(1 +mj,kj)
2
∣∣am1,k1

m2,k2

∣∣2 C(�1, �2)

m2
1,k1

m2
2,k2

≥ C(�1, �2)
∣∣am1,k1

m2,k2

∣∣2. (2.1.11)
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Íåðàâåíñòâà (2.1.9)�(2.1.11) â ñóììå ïðèâîäÿò ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó, ÷òî çà-
âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 29. ■

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 30.
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1 ≤ p ≤ 2. Î÷åâèäíî, ÷òî ∥f∥Hp ≤ ∥f∥H2 =
∥∥{ak}∥∥ℓ2 . Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, îáðàòíîå íåðàâåíñòâî
∥∥{ak}∥∥ℓ2 ≤ C∥f∥H1 ≤ C∥f∥Hp ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç

Òåîðåìû 29.

Ñëó÷àé 0 < p < 1. Âíîâü íåðàâåíñòâî ∥f∥Hp ≤ ∥f∥H2 =
∥∥{ak}∥∥ℓ2 î÷åâèäíî. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà ïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà â
îêðåñòíîñòè çàìûêàíèÿ Un. Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Øâàðöà

∥f∥H1 = sup
r∈I2

∫
T 2

∣f(rw)∣p/2∣f(rw)∣1−p/2dm2(w) ≤ ∥f∥p/2Hp ∥f∥(2−p)/2
H2−p .

Ââèäó ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ ∥f∥H2 ≤ C∥f∥H1 , è ïîýòîìó

∥f∥H1 ≤ C∥f∥p/2Hp ∥f∥(2−p)/2
H1 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∥f∥Hp ≥ C∥f∥H1 ≥ C∥f∥H2 = C
∥∥{ak}∥∥ℓ2 . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé

ôóíêöèè f ∈ H(Un) ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî (2.1.2) ïî îòíîøåíèþ ê ðàñòÿíóòîé ôóíê-
öèè f�(z) = f(�z), � ∈ I2, è çàòåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåì ïðåäåëüíûì ïåðå-
õîäîì ïðè �1, �2 → 1.

Ñëó÷àé 2 < p <∞. Íåðàâåíñòâî
∥∥{ak}∥∥ℓ2 ≤ ∥f∥Hp î÷åâèäíî. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ äî-

êàçàòü îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð (If)(z) = f(z).
Åñëè q = p/(p − 1) � ñîïðÿæåííûé èíäåêñ, òî 1 < q < 2 < p < ∞ è ñîãëàñíî ïåðâî-
ìó ñëó÷àþ ∥If∥H2 ≤ C∥f∥Hq . Ââèäó ñàìîñîïðÿæåííîñòè òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà,
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ∥f∥Hp = ∥If∥Hp ≤ C∥f∥H2 . ■

2.2 Ëàêóíàðíûå ðÿäû â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Õàðäè è Áëîõà

Â ýòîì ðàçäåëå õàðàêòåðèçîâàíû ëàêóíàðíûå ðÿäû â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè
è Áëîõà H(p, �), H0(p, �).

Âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Õàðäè H(p, �)
(
0 < p ≤ ∞, � = (�1, . . . , �n), �j > 0

)
�

ýòî ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ôóíêöèé f(z), ãîëîìîðôíûõ â ïîëèêðóãå Un, äëÿ êîòîðûõ
êîíå÷íà êâàçèíîðìà

∥f∥p,� = sup
r∈In

n∏
j=1

(1− rj)�jMp(f ; r).

Ñîîòâåòñòâóþùåå ìàëîå ïðîñòðàíñòâî H0(p, �) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

(1− rj)�jMp(f ; r) = o(1) ïðè rj → 1−

äëÿ êàæäîãî j ∈ [1, n] â îòäåëüíîñòè. Ïðè n = 1 ïðîñòðàíñòâà H(p, �) è H0(p, �)
èññëåäîâàíû Ôëåòòîì [89], [91] â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâ ñî ñìåøàííîé íîðìîé.
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Åñëè ãðàäèåíò ôóíêöèè f(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèé H(∞, 1) èëè
H0(∞, 1), òî ãîâîðÿò, ÷òî f(z) � áëîõîâñêàÿ èëè ìàëàÿ áëîõîâñêàÿ ôóíêöèÿ, ñîîò-
âåòñòâåííî. Òåîðèþ ïðîñòðàíñòâ Áëîõà, âêëþ÷àÿ âûñøèå ðàçìåðíîñòè, ìîæíî íàéòè
â [37], [227], [241].

Òåîðåìà 31 Ïóñòü
{
mj,kj

}∞
kj=1

(j = 1, 2, . . . , n) � ïðîèçâîëüíûå ëàêóíàðíûå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè, � = (�1, . . . , �n), �j > 0, è f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â Un,
çàäàííàÿ ñõîäÿùèìñÿ ëàêóíàðíûì ðÿäîì

f(z) =
∑
k∈ℕn

ak1...knm
�1
1,k1
⋅ ⋅ ⋅m�n

n,kn
z
m1,k1
1 ⋅ ⋅ ⋅ zmn,knn , z ∈ Un.

Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(a) f(z) ∈ H(∞, �);

(b) f(z) ∈ H(p, �) äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ (0,∞);

(c) f(z) ∈ H(p, �) äëÿ âñåõ p ∈ (0,∞);

(d) {ak}k∈ℕn ∈ ℓ∞.

Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû ýêâèâàëåíòíû.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ "î-ìàëîé" âåðñèåé Òåîðåìû 31.

Òåîðåìà 32 Ïóñòü
{
mj,kj

}∞
kj=1

(j = 1, 2, . . . , n) � ïðîèçâîëüíûå ëàêóíàðíûå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè, � = (�1, . . . , �n), �j > 0, è f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â Un,
çàäàííàÿ ñõîäÿùèìñÿ ëàêóíàðíûì ðÿäîì

f(z) =
∑
k∈ℕn

ak1...knm
�1
1,k1
⋅ ⋅ ⋅m�n

n,kn
z
m1,k1
1 ⋅ ⋅ ⋅ zmn,knn , z ∈ Un.

Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(a) f(z) ∈ H0(∞, �);

(b) f(z) ∈ H0(p, �) äëÿ íåêîòîðîãî p, 0 < p <∞;

(c) f(z) ∈ H0(p, �) äëÿ âñåõ p, 0 < p <∞;

(d) lim
kj→∞

ak1...kn = 0 äëÿ êàæäîãî j ∈ [1, n].

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà îáåèõ Òåîðåì 31 è 32, õîòÿ èõ äîêàçàòåëüñòâà
ñõîæè.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 31.
Èìïëèêàöèÿ (a)⇒ (b) î÷åâèäíà ââèäó ýëåìåíòàðíîãî âëîæåíèÿ H(∞, �) ⊂ H(p, �).
Èìïëèêàöèÿ (b) ⇒ (c) ñëåäóåò èç Òåîðåìû 30, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî Mp(f ; r) ≈
Ms(f ; r) äëÿ ëþáîãî s, 0 < s <∞.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè (c) ⇒ (d), ïîëîæèì, ÷òî f(z) ∈ H(p, �) äëÿ
âñåõ p, 0 < p < ∞. Â ÷àñòíîñòè, (1 − r)�M1(f ; r1, r2) ≤ ∥f∥1,� ïðè âñåõ r1 è r2. Ïî
èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè

∣ak1k2 ∣m�1
1,k1

m�2
2,k2

=

∣∣∣∣∣ 1

(2�i)2

∫
∣�1∣=r1

∫
∣�2∣=r2

f(�1, �2) d�1d�2

�
1+m1,k1
1 �

1+m2,k2
2

∣∣∣∣∣
≤ 1

r
m1,k1
1 r

m2,k2
2

M1(f ; r1, r2) ≤ ∥f∥1,�

(1− r1)�1(1− r2)�2 r
m1,k1
1 r

m2,k2
2
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äëÿ âñåõ r = (r1, r2) ∈ I2 è k1, k2 = 1, 2, . . . . Âçÿâ rj = 1−1/mj,kj , j = 1, 2, çàêëþ÷àåì,
÷òî

∣ak1k2∣ ≤
(

1− 1

m1,k1

)−m1,k1
(

1− 1

m2,k2

)−m2,k2

∥f∥1,� ≤ 16 ∥f∥1,�

äëÿ âñåõ k1 è k2, ò.å. {ak} ∈ ℓ∞ è ∥{ak}∥ℓ∞ ≤ 16 ∥f∥1,�.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó èìïëèêàöèè (d)⇒ (a).
Ïóñòü ∣ak1k2∣ ≤M ≤ ∥{ak}∥ℓ∞ äëÿ âñåõ k1 è k2. Ïðèìåíèì îïåðàòîð Àäàìàðà ℱ1−�

ê ôóíêöèè f(z)

ℱ1−�f(z1, z2) =
∞∑

k1,k2=1

2∏
j=1

(1 +mj,kj)
1−�j m

�j
j,kj
⋅ ak1k2 z

m1,k1
1 z

m2,k2
2 ,

÷òî ïðèâîäèò ê îöåíêå

∣∣ℱ1−�f(z1, z2)
∣∣ ≤ C(�1, �2)

∞∑
k1=1

∞∑
k2=1

∣ak1k2∣m1,k1 m2,k2 r
m1,k1
1 r

m2,k2
2

≤ C�M
∞∑
k1=1

m1,k1 r
m1,k1
1

∞∑
k2=1

m2,k2 r
m2,k2
2 . (2.2.1)

Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ îöåíêè çàìåòèì, ÷òî

mj,kj+1 ≤
�j

�j − 1
(mj,kj+1 −mj,kj), kj ∈ ℕ, j = 1, 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ kj ∈ ℕ

mj,kj+1r
mj,kj+1

j ≤ �j
�j − 1

(
mj,kj+1 −mj,kj

)
r
mj,kj+1

j

≤ C(�j)
[
r

1+mj,kj
j + r

2+mj,kj
j + ⋅ ⋅ ⋅+ r

mj,kj+1

j

]
.

À äëÿ kj = 0 áóäåì èìåòü

mj,1r
mj,1
j ≤ rj + r2

j + ⋅ ⋅ ⋅+ r
mj,1
j .

Îòñþäà, çàïîëíÿÿ âñå ïðîïóñêè â ðÿäàõ (2.2.1), ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ âñåõ r1, r2∣∣ℱ1−�f(z1, z2)
∣∣ ≤ C(�, �)M

∞∑
k1=1

rk11

∞∑
k2=1

rk22 = C(�, �)M
r1

1− r1

r2

1− r2

.

Ïîýòîìó

(1− r1)(1− r2)M∞
(
ℱ1−�f ; r1, r2

)
≤ C(�, �)M ≤ C(�, �)

∥∥{ak}∥∥ℓ∞ .
Òàêèì îáðàçîì, ℱ1−�f(z) ∈ H(∞, 1).

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Àäàìàðà îáðàòèì, ìû ìîæåì òåïåðü äâàæäû ïðèìåíèòü ïðà-
âèëî äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîðìîé
(ñì. [91, Òåîð.6]) ïî êàæäîé ïåðåìåííîé r1 è r2, è â èòîãå ïîëó÷èòü

f(z) = ℱ�−1ℱ1−�f(z) ∈ H(∞, 1 + (�− 1)) = H(∞, �)
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ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 31. ■

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 32.
Èìïëèêàöèÿ (a) ⇒ (b) î÷åâèäíà ââèäó ýëåìåíòàðíîãî âëîæåíèÿ H0(∞, �) ⊂

H0(p, �).
Èìïëèêàöèÿ (b)⇒ (c) ñëåäóåò èç Òåîðåìû 30, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òîMp(f ; r) ≈

Ms(f ; r) äëÿ ëþáîãî s, 0 < s <∞.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè (c) ⇒ (d), ïóñòü f(z) ∈ H0(p, �) äëÿ âñåõ p, 0 <

p < ∞. Â ÷àñòíîñòè, (1 − r)�M1(f ; r1, r2) = o(1) ïðè r1 → 1− èëè r2 → 1−. Ïî
èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè

∣ak1k2∣m�1
1,k1

m�2
2,k2

=

∣∣∣∣∣ 1

(2�i)2

∫
∣�1∣=r1

∫
∣�2∣=r2

f(�1, �2) d�1d�2

�
1+m1,k1
1 �

1+m2,k2
2

∣∣∣∣∣
≤ 1

r
m1,k1
1 r

m2,k2
2

M1(f ; r1, r2) =
(1− r1)�1(1− r2)�2M1(f ; r1, r2)

(1− r1)�1(1− r2)�2 r
m1,k1
1 r

m2,k2
2

äëÿ âñåõ r = (r1, r2) ∈ I2 è k1, k2 = 1, 2, . . . . Âçÿâ rj = 1−1/mj,kj , j = 1, 2, çàêëþ÷àåì,
÷òî

∣ak1k2∣ ≤
(

1− 1

m1,k1

)−m1,k1
(

1− 1

m2,k2

)−m2,k2

×
(

1

m1,k1

)�1
(

1

m2,k2

)�2

M1

(
f ; 1− 1

m1,k1

, 1− 1

m2,k2

)
= o(1)

ïðè k1 →∞ èëè k2 →∞.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó èìïëèêàöèè (d)⇒ (a). Ïóñòü ak1k2 = o(1) ïðè

k1 → ∞ èëè k2 → ∞. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàäàííîãî " > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî k0
1 ∈ ℕ

òàêîå, ÷òî

∣ak1k2 ∣ < " äëÿ âñåõ k1 > k0
1 è ôèêñèðîâàííîãî k2.

Ïðèìåíèì îïåðàòîð Àäàìàðà ℱ1−� ê ôóíêöèè f(z):

ℱ1−�f(z1, z2) =
∞∑

k1,k2=1

2∏
j=1

(1 +mj,kj)
1−�j m

�j
j,kj
⋅ ak1k2 z

m1,k1
1 z

m2,k2
2 ,

÷òî ïðèâîäèò ê

∣∣ℱ1−�f(z1, z2)
∣∣ ≤ C(�1, �2)

∞∑
k2=1

(
∞∑
k1=1

∣ak1k2∣m1,k1 r
m1,k1
1

)
m2,k2 r

m2,k2
2 .

Çàòåì, âíóòðåííþþ ñóììó ðàçîáùèì íà äâå ñóììû

∞∑
k1=1

∣ak1k2∣m1,k1 r
m1,k1
1 =

k01∑
k1=1

+
∞∑

k1=k01+1

. (2.2.2)
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Äëÿ êîíå÷íîé ñóììû â (2.2.2) ìîæåì íàéòè r0
1 < 1 òàêîé, ÷òî

(1− r1)

k01∑
k1=1

∣ak1k2∣m1,k1 r
m1,k1
1 < " äëÿ âñåõ r1 ∈ (r0

1, 1). (2.2.3)

Ïîñëåäíþþ ñóììó â (2.2.2) ìîæåì îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê ëåãêî âèäåòü,

m1,k1+1 ≤
�1

�1 − 1
(m1,k1+1 −m1,k1).

Ñëåäîâàòåëüíî,

m1,k1+1r
m1,k1+1

1 ≤ �1

�1 − 1

[
r

1+m1,k1
1 + r

2+m1,k1
1 + ⋅ ⋅ ⋅+ r

m1,k1+1

1

]
.

Îòñþäà
∞∑

k1=k01+1

∣ak1k2∣m1,k1 r
m1,k1
1 < "

�1

�1 − 1

∞∑
k1=1

rk11 = "C(�1)
1

1− r1

. (2.2.4)

Ñîâìåùàÿ (2.2.2)�(2.2.4), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ r1 ∈ (r0
1, 1)

(1− r1)M∞
(
ℱ1−�f ; r1, r2

)
≤ "C(�1, �2, �1)

∞∑
k2=1

m2,k2 r
m2,k2
2 .

Ïîýòîìó
(1− r1)M∞

(
ℱ1−�f ; r1, r2

)
= o(1) ïðè r1 → 1− .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

(1− r2)M∞
(
ℱ1−�f ; r1, r2

)
= o(1) ïðè r2 → 1− .

Òàêèì îáðàçîì, ℱ1−�f ∈ H0(∞, 1).
Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Àäàìàðà îáðàòèì, ìû ìîæåì òåïåðü äâàæäû ïðèìåíèòü ïðà-

âèëî äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîðìîé
(ñì. [91, Òåîð.6]) ïî êàæäîé ïåðåìåííîé r1 è r2, è â èòîãå ïîëó÷èòü

f(z) = ℱ�−1ℱ1−�f(z) ∈ H0(∞, 1 + (�− 1)) = H0(∞, �).

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 32. ■

2.3 Ëàêóíàðíûå ðÿäû â ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà,

Õàðäè�Ñîáîëåâà è ñî ñìåøàííîé íîðìîé

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê èçó÷åíèþ ëàêóíàðíûõ ðÿäîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà
è ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîðìîé, äîêàæåì äâå ïîëåçíûå ëåììû, íåîáõîäèìûå
äëÿ ïîñëåäóþùèõ îöåíîê.

Áîëüøàÿ ÷àñòü îöåíîê, ñîäåðæàùèõñÿ â íèæåñëåäóþùåé ëåììå äîêàçàíà Ëèòò-
ëâóäîì [145, ñ.93�96], ñì. òàêæå [43], [62, ñ.14]. Ïîäîáíûå íåðàâåíñòâà îáû÷íî äîêà-
çûâàþòñÿ îöåíêàìè ðîñòà òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ, óñòàíîâëåííûìè Ôàáåðîì
è Ëèòòëâóäîì, ñì. [145, ñ.93�96], [15, Ãë.5,Òåîð.2.31].

Íèæå ïðèâåäåì ïðÿìîå è ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî îöåíîê Ëèòòëâóäà.
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Ëåììà 30 Äëÿ �, � ∈ ℝ ïîëîæèì

J�,� = J�,�(r) :=

∫ �

−�

∣∣1− rei�∣∣−�−1

∣∣∣∣log
e

1− rei�

∣∣∣∣−� d�.
Òîãäà äëÿ âñåõ 0 ≤ r < 1

J�,� ≈

⎧⎨⎩ (1− r)−�
(

log
e

1− r

)−�
, � > 0, � ∈ ℝ,

1, � < 0, � ∈ ℝ,
(2.3.1)

J0,� ≈

⎧⎨⎩

(
log

e

1− r

)1−�

, � < 1,

1, � > 1,

log

(
e log

e

1− r

)
, � = 1,

(2.3.2)

ãäå ó÷àñòâóþùèå ïîñòîÿííûå C = C(�, �) > 0 çàâèñÿò òîëüêî îò �, �.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âñå îöåíêè òîëüêî äëÿ âñåõ r, äîñòàòî÷íî
áëèçêèõ ê 1, èëè æå äëÿ âñåõ z ∈ D, ëåæàùèõ â íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè 1.

Âûðàæåíèå ∣∣1− rei�∣∣ =

√
(1− r)2 + 4r sin2 �

2
äîïóñêàåò ïðîñòûå îöåíêè

1√
2

(
1− r + 2

√
r
∣�∣
�

)
≤
∣∣1− rei�∣∣ ≤ 1− r + ∣�∣, z = rei� ∈ D,

â ÷àñòíîñòè,

1

�
(1− r + ∣�∣) ≤

∣∣1− rei�∣∣ ≤ 1− r + ∣�∣, 1

2
≤ r < 1. (2.3.3)

Îïðåäåëèì êîëüöåâîé ñåêòîð

E :=

{
z = rei� ∈ D :

9

10
< r < 1, ∣�∣ < 1

2

}
,

òàê ÷òî ∣1− z∣ < 1

2
(z ∈ E), è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà∣∣∣∣log

1

1− z

∣∣∣∣ ≤ log
1

∣1− z∣
+
�

2
≤ 5 log

1

∣1− z∣
, z ∈ E, (2.3.4)∣∣∣∣log

1

1− z

∣∣∣∣ ≥ log
1

∣1− z∣
≥ log

1

1− r + ∣�∣
≥ log

5

3
>

1

2
, z ∈ E. (2.3.5)

Âåçäå íèæå ïîëàãàÿ
9

10
< r < 1 è � > 0, íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé îöåíêè èç

(2.3.1).
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Ñîãëàñíî îöåíêàì (2.3.3)�(2.3.5) ïîëó÷àåì

J�,� =

(∫
∣�∣>1/2

+

∫
∣�∣<1/2

)
d�∣∣1− rei�∣∣�+1
∣∣∣log e

1−rei�

∣∣∣�
≈ C(�, �) + C(�, �)

∫ 1/2

0

d�(
1− r + �

)�+1 (
log 1

1−r+�

)�
= C(�, �) + C(�, �)

log 1
1−r∫

log 1
3/2−r

e�t

t�
dt ≈

log 1
1−r∫

1

e�t

t�
dt. (2.3.6)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè íåðàâåíñòâà

0 < log
5

3
< log

1

3/2− r
< log 2,

9

10
< r < 1.

Ïîñêîëüêó ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ∫ x

1

e�t

t�
dt ∼ ex

�x�
ïðè x→ +∞ (� > 0),

òî çàêëþ÷àåì, ÷òî

J�,� ≈
e� log 1

1−r(
log 1

1−r

)� =
1

(1− r)�
(
log 1

1−r

)�
äëÿ âñåõ r, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê 1. Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâóþ îöåíêó èç (2.3.1).

Âòîðàÿ îöåíêà èç (2.3.1) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç (2.3.6).
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó (2.3.2), ò.å. êîãäà � = 0.

Ñëó÷àé � < 1. Èñïîëüçóÿ îöåíêè (2.3.4), (2.3.5), âûâîäèì îöåíêè

J0,� =

∫
∣�∣>1/2

+

∫
∣�∣<1/2

≈ C� + C�

∫ 1/2

0

d�

(1− r + �)
(
log 1

1−r+�

)�
= C� + C�

[(
log

1

1− r

)1−�

−
(

log
1

3/2− r

)1−�
]

≈
(

log
1

1− r

)1−�

, (2.3.7)

â êîòîðûõ èñïîëüçîâàíû íåðàâåíñòâà

0 <

(
log

5

3

)1−�

<

(
log

1

3/2− r

)1−�

< (log 2)1−� <

(
1

2
log

1

1− r

)1−�

äëÿ âñåõ 9
10
< r < 1.
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Ñëó÷àé � = 1. Ââèäó (2.3.4), (2.3.5) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ r, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ
ê 1

J0,1 ≈ C + C

∫ 1/2

0

d�(
1− r + �

) (
log 1

1−r+�

)
= C + C

[
log

(
log

1

1− r

)
− log

(
log

1

3/2− r

)]
≈ log

(
log

1

1− r

)
, (2.3.8)

ãäå èñïîëüçîâàíû íåðàâåíñòâà

log log
5

3
< log log

1

3/2− r
< log log 2 < 0,

9

10
< r < 1.

Ñëó÷àé � > 1. Àíàëîãè÷íî (2.3.6), èìååì

J0,� ≈ C� + C

log 1
1−r∫

log 1
3/2−r

1

t�
dt ≈ C� + C

log 1
1−r∫

1

1

t�
dt ≈ 1. (2.3.9)

Îáúåäèíÿÿ (2.3.7)�(2.3.9), ïðèõîäèì ê (2.3.2). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
■

Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ïðîáíóþ ôóíêöèþ â åäèíè÷íîì êðóãå

Fb,c(z) :=
(
1− z

)−b(
log

e

1− z

)−c
, z ∈ D, (2.3.10)

ãäå b, c ∈ ℝ. Ôóíêöèè Fb,c âåñüìà ïîëåçíû êàê òèïè÷íûå ôóíêöèè âî ìíîãèõ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñì., íàïðèìåð, [43], [62], [80], [91], [94], [95].

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò òî÷íóþ èíôîðìàöèþ íàñ÷åò ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè
Fb,c ïðîñòðàíñòâàì ñî ñìåøàííîé íîðìîé H(p, q, �) è H0(p,∞, �).

Ëåììà 31 Ïóñòü b, c ∈ ℝ, 0 < p ≤ ∞, 0 < q <∞, � > 0.
(a) Fb,c ∈ H(p, q, �) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b < �+ 1

p
, c ∈ ℝ èëè b = �+ 1

p
, c > 1

q
.

(b) Fb,c ∈ H(p,∞, �) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b < �+ 1
p
, c ∈ ℝ èëè b = �+ 1

p
, c ≥ 0.

(c) Fb,c ∈ H0(p,∞, �) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b < �+ 1
p
, c ∈ ℝ èëè b = �+ 1

p
, c > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå èìïëèêàöèè ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê Ëåììû 30,

Mp(Fb,c; r) ≈ (1− r)−b+1/p

(
log

e

1− r

)−c
, 0 ≤ r < 1,

ïðè 1/p < b ≤ � + 1/p. ■

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçàíà Ìàòåëüåâè÷åì è Ïàâëîâè÷åì [151].
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Ëåììà 32 Ïóñòü � > 0, p > 0, ak ≥ 0, Ik =
{
j ∈ ℕ; 2k ≤ j < 2k+1

}
, k = 1, 2, . . . .

Òîãäà ∫ 1

0

(1− r)�−1

(
∞∑
k=1

akr
k

)p

dr ≈
∞∑
k=0

1

2�k

(∑
j∈Ik

aj

)p

,

ãäå âîâëå÷åííûå ïîñòîÿííûå C = C(p, �) çàâèñÿò òîëüêî îò p è �.

Ëåììà 33 Ïóñòü p > 0, ak ≥ 0, N ∈ ℕ. Òîãäà

min{1, Np−1}

(
N∑
k=1

apk

)
≤

(
N∑
k=1

ak

)p

≤ max{1, Np−1}

(
N∑
k=1

apk

)
.

Ëåììà 33 åñòü ïðîñòîå ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà ℱ� äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ Àäà-
ìàðà ïîðÿäêà � = (�1, . . . , �n), �j ∈ ℝ, äëÿ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â ïîëèêðóãå,

ℱ�f(z) =
∑
k∈ℤn+

(1 + k1)�1 ⋅ ⋅ ⋅ (1 + kn)�nak1...knz
k1
1 ⋅ ⋅ ⋅ zknn , (2.3.11)

ñðàâíè ñ (1.2.28), (1.3.3), (1.4.8), (2.1.4), (2.1.6).

Â ïîëèêðóãå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëàêóíàðíûå ñòåïåííûå ðÿäû âèäà

f(z) =
∑
k∈ℤn+

ak1...knz
m1,k1
1 ⋅ ⋅ ⋅ zmn,knn , z ∈ Un. (2.3.12)

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû, áóäó÷è ñëåäñòâèÿìè Òåîðåì 31 è 32, õàðàêòåðèçóþò
ëàêóíàðíûå ðÿäû íå òîëüêî â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè H(p,∞, �) (ñðàâíè ñ
Òåîðåìàìè 31, 32), íî è â âåñîâûõ êëàññàõ Áëîõà.

Òåîðåìà 33 Ïóñòü
{
mj,kj

}∞
kj=0

(j = 1, 2, . . . , n) � ïðîèçâîëüíûå ëàêóíàðíûå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè, � = (�1, . . . , �n), �j > 0, � = (�1, . . . , �n), �j ∈ ℝ, è f(z) � ãî-
ëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â Un, çàäàííàÿ ñõîäÿùèìñÿ ëàêóíàðíûì ðÿäîì (2.3.12). Òîãäà
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(a) ℱ�f(z) ∈ H(∞,∞, �);

(b) ℱ�f(z) ∈ H(p,∞, �) äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ (0,∞);

(c) ℱ�f(z) ∈ H(p,∞, �) äëÿ âñåõ p ∈ (0,∞);

(d) sup
k∈ℤn+

∣ak∣
m�1−�1

1,k1
⋅ ⋅ ⋅m�n−�n

n,kn

< +∞.

Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû ýêâèâàëåíòíû:

∥ℱ�f∥∞,∞,� ≈ ∥ℱ�f∥p,∞,� ≈ sup
k∈ℤn+

∣ak∣
m�1−�1

1,k1
⋅ ⋅ ⋅m�n−�n

n,kn

.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ "î-ìàëîé" âåðñèåé Òåîðåìû 33.
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Òåîðåìà 34 Ïóñòü
{
mj,kj

}∞
kj=0

(j = 1, 2, . . . , n) � ïðîèçâîëüíûå ëàêóíàðíûå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè, � = (�1, . . . , �n), �j > 0, � = (�1, . . . , �n), �j ∈ ℝ, è f(z) � ãî-
ëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â Un, çàäàííàÿ ñõîäÿùèìñÿ ëàêóíàðíûì ðÿäîì (2.3.12). Òîãäà
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(a) ℱ�f(z) ∈ H0(∞,∞, �);

(b) ℱ�f(z) ∈ H0(p,∞, �) äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ (0,∞);

(c) ℱ�f(z) ∈ H0(p,∞, �) äëÿ âñåõ p ∈ (0,∞);

(d) lim
kj→∞

ak

m�1−�1
1,k1

⋅ ⋅ ⋅m�n−�n
n,kn

= 0 äëÿ êàæäîãî j ∈ [1, n].

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåì 33 è 34.
Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåííîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ℱ�f(z) òàêæå ëàêóíàðíî,

ℱ�f(z) =
∑
k∈ℤn+

(1 +mk1)
�1 ⋅ ⋅ ⋅ (1 +mkn)�nak z

mk1
1 ⋅ ⋅ ⋅ zmknn .

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü Òåîðåìû 31 è 32 ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè ℱ�f(z).
■

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Òåîðåìû 33 è 34 ïîêðûâàþò âñå âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà
Áëîõà è ìàëûå ïðîñòðàíñòâà Áëîõà, îáîáùàÿ è óòî÷íÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû
èç [39], [40], [96], [205], [206], [235], [242].

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïåðåõîäÿ ê äðîáíûì ïðîèçâîäíûì è ïåðâîîáðàçíûì, ïðè-
õîäèì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå, êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè õàðàêòåðèçóåò ëàêóíàðíûå ðÿäû
èç ãîëîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ Õàðäè�Ñîáîëåâà [45] è, òåì ñàìûì, îáîáùàåò êëàññè-
÷åñêóþ òåîðåìó Ïýëè (ìíîãîìåðíûé âàðèàíò ñì. â Òåîðåìå 30).

Òåîðåìà 35 Ïóñòü
{
mj,kj

}∞
kj=0

(j = 1, 2, . . . , n) � ïðîèçâîëüíûå ëàêóíàðíûå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè, � = (�1, . . . , �n), �j ∈ ℝ, è f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â Un,
çàäàííàÿ ñõîäÿùèìñÿ ëàêóíàðíûì ðÿäîì (2.3.12). Òîãäà äëÿ ëþáîãî p ∈ (0,∞) ôóíê-
öèÿ ℱ�f(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè Hp(Un) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
{m�

kak} ∈ ℓ2.
Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû ýêâèâàëåíòíû:

∥ℱ�f∥Hp ≈

⎛⎝∑
k∈ℤn+

m2�1
1,k1
⋅ ⋅ ⋅m2�n

n,kn
∣ak∣2

⎞⎠1/2

.

Â ñëåäóþùåé îñíîâíîé òåîðåìå äàííîãî ðàçäåëà ìû îáîáùàåì Òåîðåìó 31 íà âñå
çíà÷åíèÿ q ∈ (0,∞), ò.å. íà ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàííîé íîðìîé.

Òåîðåìà 36 Ïóñòü
{
mj,kj

}∞
kj=0

(j = 1, 2, . . . , n) � ïðîèçâîëüíûå ëàêóíàðíûå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè, 0 < q < ∞, � = (�1, . . . , �n), �j > 0, è f(z) � ãîëîìîðôíàÿ
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ôóíêöèÿ â Un, çàäàííàÿ ñõîäÿùèìñÿ ëàêóíàðíûì ðÿäîì (2.3.12). Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(a) f(z) ∈ H(∞, q, �);

(b) f(z) ∈ H(p, q, �) äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ (0,∞);

(c) f(z) ∈ H(p, q, �) äëÿ âñåõ p ∈ (0,∞);

(d)
∑
k∈ℤn+

∣∣ak1...kn∣∣q
m�1q
k1
⋅ ⋅ ⋅m�nq

kn

< +∞.

Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû ýêâèâàëåíòíû:

∥f∥∞,q,� ≈ ∥f∥p,q,� ≈

⎛⎝∑
k∈ℤn+

∣∣ak1...kn∣∣q
m�1q
k1
⋅ ⋅ ⋅m�nq

kn

⎞⎠1/q

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2. Ïóñòü f(z1, z2) =
∑∞

j,k=0 ajk z
mj
1 znk2 .

Èìïëèêàöèÿ (a)⇒(b) î÷åâèäíà â ñèëó ýëåìåíòàðíîãî âëîæåíèÿ

H(∞, q, �) ⊂ H(p, q, �).

Èìïëèêàöèÿ (b)⇒(c) ñëåäóåò èç Òåîðåìû 30, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî

Mp(f ; r1, r2) ≈Ms(f ; r1, r2) äëÿ ëþáîãî s, 0 < s <∞.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè (c)⇒(d), ïîëîæèì, ÷òî f(z) ∈ H(2, q, �). Òîãäà
ïî Òåîðåìå 30

∥f∥q2,q,� =

1∫
0

1∫
0

(1− r)�q−1

⎛⎝∫
T 2

∣∣∣∣ ∞∑
j,k=0

ajk r
mj
1 �

mj
1 rnk2 �nk2

∣∣∣∣2dm2(�)

⎞⎠q/2

dr1dr2

≥ C

1∫
0

1∫
0

(1− r)�q−1

(
∞∑

j,k=0

∣ajk∣2 r
mj
1 rnk2

)q/2

dr1dr2

= C

∫ 1

0

(1− r2)�2q−1

∫ 1

0

(1− r1)�1q−1

(
∞∑
j=0

Gj(r2)r
mj
1

)q/2

dr1dr2,

ãäå Gj(r2) :=
∑∞

k=0 ∣ajk∣2 r
nk
2 . Ïðèìåíÿÿ Ëåììû 32 è 33, è çàòåì òåîðåìó Ôóáèíè,
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ïîëó÷àåì

∥f∥qp,q,� ≥ C

∫ 1

0

(1− r2)�2q−1

∞∑
m=0

1

2m�1q

⎛⎝ ∑
mj∈Im

Gj(r2)

⎞⎠q/2

dr2

≥ C

∫ 1

0

(1− r2)�2q−1

∞∑
m=0

∑
mj∈Im

1

m�1q
j

(
Gj(r2)

)q/2
dr2

≥ C

∫ 1

0

(1− r2)�2q−1

∞∑
j=0

1

m�1q
j

(
Gj(r2)

)q/2
dr2

= C
∞∑
j=0

1

m�1q
j

∫ 1

0

(1− r2)�2q−1

(
∞∑
k=0

∣ajk∣2 rnk2

)q/2

dr2

≥ C

∞∑
j=0

1

m�1q
j

∞∑
m=0

1

2m�2q

( ∑
nk∈Im

∣ajk∣2
)q/2

≥ C
∞∑
j=0

1

m�1q
j

∞∑
m=0

( ∑
nk∈Im

∣ajk∣q

n�2q
k

)
= C

∞∑
j=0

∞∑
k=0

∣ajk∣q

m�1q
j n�2q

k

,

ãäå C = C(p, q, �1, �2, �1, �2).
Ïåðåõîäÿ ê èìïëèêàöèè (d)⇒(a), çàïèøåì

∥f∥q∞,q,� =

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− r)�q−1 sup
�∈T 2

∣∣∣∣∣
∞∑

j,k=0

ajk r
mj
1 �

mj
1 rnk2 �nk2

∣∣∣∣∣
q

dr1dr2

≤ C

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− r)�q−1

(
∞∑

j,k=0

∣ajk∣ r
mj
1 rnk2

)q

dr1dr2.

Îöåíèâàÿ êàê âûøå ñ èñïîëüçîâàíèåì Ëåìì 32 è 33, ïðèõîäèì ê èñêîìîìó íåðà-
âåíñòâó

∥f∥q∞,q,� ≤ C
∞∑
j=0

∞∑
k=0

∣ajk∣q

m�1q
j n�2q

k

.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 36. ■

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, áóäó÷è ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 36, â òî æå âðåìÿ îáîáùàåò åå
è äàåò õàðàêòåðèñòèêó ëàêóíàðíûõ ðÿäîâ â êëàññàõ Áåñîâà.

Òåîðåìà 37 Ïóñòü
{
mj,kj

}∞
kj=0

(j = 1, 2, . . . , n) � ïðîèçâîëüíûå ëàêóíàðíûå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè, 0 < q < ∞, � = (�1, . . . , �n), �j > 0, � = (�1, . . . , �n), �j ∈ ℝ, è f(z)
� ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â Un, çàäàííàÿ ñõîäÿùèìñÿ ëàêóíàðíûì ðÿäîì (2.3.12).
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Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(a) ℱ�f(z) ∈ H(∞, q, �);

(b) ℱ�f(z) ∈ H(p, q, �) äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ (0,∞);

(c) ℱ�f(z) ∈ H(p, q, �) äëÿ âñåõ p ∈ (0,∞);

(d)
∑
k∈ℤn+

∣∣ak1...kn∣∣q
m

(�1−�1)q
k1

⋅ ⋅ ⋅m(�n−�n)q
kn

< +∞.

Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû ýêâèâàëåíòíû:

∥ℱ�f∥∞,q,� ≈ ∥ℱ�f∥p,q,� ≈

⎛⎝∑
k∈ℤn+

∣∣ak1...kn∣∣q
m

(�1−�1)q
k1

⋅ ⋅ ⋅m(�n−�n)q
kn

⎞⎠1/q

.

Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòàõ [205] è [242] óñòàíîâëåíû àíàëîãè Òåîðåìû 36 äëÿ âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà â åäèíè÷íîì êðóãå, øàðå è ïîëèêðóãå. Â ðàáîòå [206] óñòàíîâ-
ëåíà ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé (b) è (d) Òåîðåìû 37 â ñëó÷àå îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìû 36 è 37 îñòàþòñÿ âåðíûìè â ñëó÷àå çàìåíû äðîáíûõ ïðîèçâîä-
íûõ Àäàìàðà íà ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå èëè äðîáíûå ïðîèçâîäíûå
Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ.

Çàìå÷àíèå. Ïîäñòàâëÿÿ � −� (�j > �j) âìåñòî �, çàìå÷àåì, ÷òî Òåîðåìà 37 ïîêðû-
âàåò âñå ïðîñòðàíñòâà Áåñîâà, è îáîáùàåò àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû [39],
[40], [152], [242].

Òåïåðü ïåðåéäåì ê íåêîòîðûì ïîòî÷å÷íûì îöåíêàì ëàêóíàðíûõ ðÿäîâ.
Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. âëîæåíèÿ (iv) ñ p0 = ∞ è (iii) ñ q0 = ∞ Òåîðåìû 40), ÷òî

ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f(z) ∈ H(p, q, �) óäîâëåòâîðÿåò ïîòî÷å÷íîé îöåíêå

∣f(z)∣ ≤ C(p, q, �, n)
∥f∥p,q,�

(1− ∣z∣)�+1/p
, z ∈ Un, (2.3.13)

â êîòîðîé èíäåêñ � + 1/p íàèëó÷øèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé. Äåéñòâèòåëüíî,
âëîæåíèå H(p, q, �) ⊂ H(∞,∞, � + 1/p − ") ëîæíî äëÿ ëþáîãî ìàëîãî " > 0. Ôóíê-
öèÿ F�+1/p,2/q(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó H(p, q, �) ïî Ëåììå 31, îäíàêî F�+1/p,2/q(z) /∈
H(∞,∞, � + 1/p− ").

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ëàêóíàðíûå ðÿäû â H(p, q, �) âáëèçè (òîïî-
ëîãè÷åñêîé) ãðàíèöû ïîëèêðóãà âîçðàñòàþò ìåäëåííåå, ÷åì ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè
èç H(p, q, �).

Òåîðåìà 38 Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞,
{
mj,kj

}∞
kj=0

(j = 1, 2, . . . , n) � ïðîèçâîëüíûå ëàêó-

íàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, � = (�1, . . . , �n), �j > 0, è f(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíê-
öèÿ êëàññà H(p, q, �) â Un, çàäàííàÿ ñõîäÿùèìñÿ ëàêóíàðíûì ðÿäîì (2.3.12). Òîãäà

∣f(z)∣ ≤ C(�, p, q, �, n)
∥f∥p,q,�

(1− ∣z∣)�
, z ∈ Un, (2.3.14)

ãäå èíäåêñû �j íåëüçÿ óìåíüøèòü.

97



Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî âëîæåíèþ (iii) Òåîðåìû 40, H(p, q, �) ⊂ H(p,∞, �).
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f ∈ H(p,∞, �) çàäàíà ëàêóíàðíûì ðÿäîì, òî ïî Òåîðåìå 31

(1− ∣z∣)�∣f(z)∣ ≤ ∥f∥∞,∞,� ≈ ∥f∥p,∞,� ≤ C∥f∥p,q,�, z ∈ Un,

êàê è òðåáîâàëîñü.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî íè îäèí èíäåêñ �j â (2.3.14) íå ìîæåò áûòü óìåíüøåí. Ïî-

ëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ íåêîòîðûé èíäåêñ, ñêàæåì �1, 0 < �1 < �1, òàêîé, ÷òî äëÿ
êàæäîãî ëàêóíàðíîãî ðÿäà f ∈ H(p, q, �) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî

∣f(z)∣ ≤ C∥f∥p,q,�
(1− ∣z1∣)�1(1− ∣z2∣)�2 . . . (1− ∣zn∣)�n

, z ∈ Un,

ò.å. f ∈ H
(
∞,∞, (�1, �2, . . . , �n)

)
.

Òîãäà âûáèðàÿ ìóëüòèèíäåêñ  = (1, . . . , n) òàêîé, ÷òî �1 < 1 < �1 è 0 < j < �j
äëÿ âñåõ j ∈ [2, n], îïðåäåëèì ôóíêöèþ

f0(z) =
∑
k∈ℤn+

2k11 ⋅ ⋅ ⋅ 2knnz2k1
1 ⋅ ⋅ ⋅ z2kn

n , z ∈ Un.

Ñîãëàñíî Òåîðåìàì 31 è 36, f0(z) ∈ H(p, q, �), íî ñ äðóãîé ñòîðîíû,

f0(z) ∕∈ H
(
∞,∞, (�1, �2, . . . , �n)

)
.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 38. ■

Õîòÿ èíäåêñû �j â (2.3.14) íåëüçÿ óìåíüøèòü, íî òåì íå ìåíåå, ìû ìîæåì óëó÷-
øèòü îöåíêè (2.3.14) â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Òåîðåìà 39 Ïóñòü
{
mj,kj

}∞
kj=0

(j = 1, 2, . . . , n) � ïðîèçâîëüíûå ëàêóíàðíûå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè, 0 < p ≤ ∞, 0 < q <∞, � = (�1, . . . , �n), �j > 0, è f(z) ãîëîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ êëàññà H(p, q, �) â Un, çàäàííàÿ ñõîäÿùèìñÿ ëàêóíàðíûì ðÿäîì (2.3.12).
Òîãäà äëÿ êàæäîãî j ∈ [1, n]

f(z) = o

(
1

(1− ∣z∣)�

)
ïðè ∣zj∣ → 1−. (2.3.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî âëîæåíèþ (x) Òåîðåìû 40, f ∈ H0(p,∞, �). Òåîðåìà 32
óòâåðæäàåò, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü f ∈ H0(p,∞, �) ðàâíîñèëüíà f ∈ H0(∞,∞, �) äëÿ
ëàêóíàðíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ f , è ñîîòíîøåíèå (2.3.15) ñëåäóåò. Ðàçóìååòñÿ èíäåêñû
�j â (2.3.15) íå ìîãóò áûòü óìåíüøåíû ââèäó Òåîðåìû 38. ■
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Ãëàâà 3

Ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé
íîðìîé ãàðìîíè÷åñêèõ è

n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Â ýòîé ãëàâå îïðåäåëåíû ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé ãàðìîíè-
÷åñêèõ è n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîëèêðóãå Un èç êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà ℂn è â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå ℝn+1

+ ïðîñòðàíñòâà ℝn+1. Èçó÷åíû
íåêîòîðûå ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà, îòëè÷àþùèå èõ îò àíàëîãè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Äàëåå ïîñòðîåíû îïåðàòîðû òèïà Áåðãìàíà, êîòîðûå ïðî-
åêòèðóþò ïðîñòðàíñòâà L(p, q, �) èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà èõ n-ãàðìîíè÷åñêîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ℎ(p, q, �). Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà. Â
êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ íàéäåíû ñîïðÿæåííûå ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �).

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [254], [257], [259], [269], [280].

3.1 Îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé

íîðìîé è òî÷íûå âëîæåíèÿ â ïîëèêðóãå

Ïóñòü Un = {z = (z1, . . . , zn) ∈ ℂn : ∣zj∣ < 1, 1 ≤ j ≤ n} � åäèíè÷íûé ïîëèêðóã â
ℂn, è T n = {w = (w1, . . . , wn) ∈ ℂn : ∣wj∣ = 1, 1 ≤ j ≤ n} � åãî îñòîâ, n-ìåðíûé òîð.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü n-ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â ïîëèêðóãå Un, ò.å. ôóíêöèè,
ãàðìîíè÷åñêèå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé zj ïî îòäåëüíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℎ(Un) (è
H(Un)) ìíîæåñòâî âñåõ n-ãàðìîíè÷åñêèõ (ñîîòâ. ãîëîìîðôíûõ) ôóíêöèé â Un. Äëÿ
èçìåðèìîé â Un ôóíêöèè f(z) = f(rw) åå èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå çàïèøåì êàê

Mp(f ; r) =
∥∥f(r⋅)

∥∥
Lp(Tn;dmn)

, r = (r1, . . . , rn) ∈ In, 0 < p ≤ ∞,

ãäå In = [0, 1)n, dmn � ìåðà Ëåáåãà íà T n, íîðìèðîâàííàÿ òàê, ÷òîáû mn(T n) = 1.
Êëàññ n-ãàðìîíè÷åñêèõ (ãîëîìîðôíûõ) ôóíêöèé f(z), äëÿ êîòîðûõ

∥f∥ℎp = sup
r∈In

Mp(f ; r) < +∞,

åñòü îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâî Õàðäè ℎp (ñîîòâ. Hp).
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Êâàçèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî L(p, q, �)
(
0 < p, q ≤ ∞, � = (�1, . . . , �n)

)
�

ýòî ìíîæåñòâî òåõ ôóíêöèé f(z), èçìåðèìûõ â ïîëèêðóãå Un, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà
êâàçèíîðìà

∥f∥p,q,� =

⎧⎨⎩

⎛⎝∫
In

n∏
j=1

(1− rj)�jq−1M q
p (f ; r)

n∏
j=1

drj

⎞⎠1/q

, 0 < q <∞,

ess sup
r∈In

n∏
j=1

(1− rj)�jMp(f ; r), q =∞.

Åñëè äëÿ êàæäîãî j ∈ [1, n],

(1− r)�Mp(u; r) = o(1) ïðè rj → 1−,

òî ñêàæåì, ÷òî n-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u(z) ïðèíàäëåæèò ìàëîìó ïðîñòðàíñòâó
ℎ0(p,∞, �).

Îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâà L(p, q, �), ñîñòîÿùèå èç n-ãàðìîíè÷åñêèõ èëè ãîëî-
ìîðôíûõ ôóíêöèé,

ℎ(p, q, �) = ℎ(Un) ∩ L(p, q, �),

H(p, q, �) = H(Un) ∩ L(p, q, �),

H0(p,∞, �) = H(Un) ∩ ℎ0(p,∞, �).

Äëÿ p = q < ∞ ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) è H(p, q, �) ñîâïàäàþò ñ èçâåñòíûìè âå-
ñîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè Áåðãìàíà, à ïðè q = ∞ ïîëó÷àåì âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà
Õàðäè. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîðìîé áûëè ïîëó÷åíû
â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Õàðäè è Ëèòòëâóäà [104], [106], [107], êîòîðûå ðàññìàòðè-
âàëè ôóíêöèè, ãîëîìîðôíûå â åäèíè÷íîì êðóãå D = U1. Ïîçäíåå Ôëåòò [88]�[92]
ñóùåñòâåííî óñîâåðøåíñòâîâàë è ðàçâèë ìåòîäû [104], [106], [107]. Ãîëîìîðôíûå è
ïëþðèãàðìîíè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàííîé íîðìîé â åäèíè÷íîì øàðå è áî-
ëåå îáùèõ îãðàíè÷åííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ îáëàñòÿõ èç ℂn èññëåäîâàíû, íàïðèìåð, â
[117], [174], [179], [180], [222].

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ â ℂn:

�̄ = (�̄1, . . . , �̄n), r� = (r1�1, . . . , rn�n), dr = dr1 ⋅ ⋅ ⋅ drn, (1−∣�∣2)� =
n∏
j=1

(1−∣�j∣2)�j ,

Γ(�+∣k∣) =
n∏
j=1

Γ(�j+∣kj∣) äëÿ � ∈ ℂn, r ∈ In, � = (�1, . . . , �n), k = (k1, . . . , kn).

Ñèìâîë dm2n áóäåò îáîçíà÷àòü ìåðó Ëåáåãà íà ïîëèêðóãå Un, íîðìèðîâàííóþ óñëî-
âèåì m2n(Un) = 1.

Âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ℎ(p, q, �) ïðåäñòàâèì â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû.
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Òåîðåìà 40 Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞, � = (�1, . . . , �n), � = (�1, . . . , �n),�j, �j ∈ ℝ,
1 ≤ j ≤ n. Òîãäà ñëåäóþùèå âëîæåíèÿ íåïðåðûâíû:

(i) ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p, q, �), �j ≥ �j (1 ≤ j ≤ n),

(ii) ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p0, q, �), 0 < p0 < p ≤ ∞,
(iii) ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p, q0, �), 0 < q < q0 ≤ ∞,
(iv) ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p0, q, �), �j ≥ �j + 1/p− 1/p0, p ≤ p0 ≤ ∞,
(v) ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(∞, q0, �), �j > �j + 1/p, 0 < q0 ≤ ∞,

(vi) ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p, q0, �), �j > �j, 0 < q0 ≤ ∞,
(vii) Hp ⊂ H(p0, q, 1/p− 1/p0), 0 < p < p0 ≤ ∞, p ≤ q ≤ ∞,

(viii) ℎp ⊂ ℎ(p0, q, 1/p− 1/p0), 1 ≤ p < p0 ≤ ∞, p ≤ q ≤ ∞,
(ix) ℎp ⊂ ℎ(p0, q, �), �j > 1/p− 1/p0, 0 < p < p0 ≤ ∞.
(x) Åñëè u ∈ ℎ(p, q, �), 0 < q <∞, òî u ∈ ℎ0(p,∞, �).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 40.

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) òðèâèàëüíû, åñëè õîòÿ áû îäíà
êîìïîíåíòà �j < −1. Òî÷íûé ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ íèæå â Ëåììå 36.

Áîëüøàÿ ÷àñòü âëîæåíèé (i)-(x) äàííîé òåîðåìû èçâåñòíà äëÿ ôóíêöèé, ãîëî-
ìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå, ñì. [91].

Äëÿ n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé u(z) âîçíèêàþò òðóäíîñòè ââèäó îòñóòñòâèÿ n-
ñóáãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè ∣u∣p (0 < p < 1). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè è äëÿ óïðî-
ùåíèÿ çàïèñè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî (iii). Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ñëó÷àÿ q0 =∞ è ïîêàæåì, ÷òî

ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p,∞, �). (3.1.1)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ p ≥ 1 èëè äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé âëîæåíèå (3.1.1) ýëåìåí-
òàðíî ââèäó ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõMp(u; r) ïî êàæäîé ðàäèàëüíîé ïå-
ðåìåííîé rj. Ïîýòîìó äîêàæåì ñëó÷àé 0 < p < 1, õîòÿ íèæåïðèâåäåííîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ 0 < p ≤ ∞. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ u ∈ ℎ(p, q, �)
è çàôèêñèðóåì òî÷êó z = (z1, z2) = (r1e

i�1 , r2e
i�2) ∈ U2. Äëÿ ýòîé òî÷êè z è áèêðóãà

Bz = Bz1 ×Bz2 , ãäå Bzj = {� ∈ ℂ : ∣�j − zj∣ < (1− rj)/2}, j = 1, 2,

çàïèøåì íåðàâåíñòâî Õàðäè�Ëèòòëâóäà (ñì. [4], [85]) î ñóáãàðìîíè÷íîì ïîâåäåíèè
ôóíêöèè ∣u∣p:

∣u(z1, z2)∣p ≤ Cp
(1− r1)2(1− r2)2

∫∫
Bz1×Bz2

∣u(�1, �2)∣pdm2(�1)dm2(�2). (3.1.2)

Åñëè � = (�1, �2) ∈ Bz, òî �′j < ∣�j∣ = �j < �′′j , j = 1, 2, ãäå �′j = max
{

0,
3rj−1

2

}
,

�′′j =
1+rj

2
. Ñëåäîâàòåëüíî

1

2
(1− rj) < 1− ∣�j∣ <

3

2
(1− rj) , j = 1, 2. (3.1.3)
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Èç (3.1.2), (3.1.3) è ýëåìåíòàðíîãî íåðàâåíñòâà ∣1− �j z̄j∣ < 3(1− ∣�j∣), ∣zj∣ < 1, �j ∈
Bzj , ìû ïîëó÷àåì

∣u(r1e
i�1 , r2e

i�2)∣p ≤ Cp

∫
Bz1

∫
Bz2

∣u(�1, �2)∣p dm2(�1)

∣1− �1z̄1∣2
dm2(�2)

∣1− �2z̄2∣2
. (3.1.4)

Çàòåì ðàñøèðèì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â (3.1.4) äî êîëåö �′j < ∣�j∣ < �′′j (j = 1, 2) è
äàëåå ïðîèíòåãðèðóåì ïî òîðó T 2:

Mp
p (u; r1, r2) ≤ Cp

(1− r1)(1− r2)

∫ �′′1

�′1

∫ �′′2

�′2

Mp
p (u; �1, �2)d�1d�2.

Åñëè 0 < p < q <∞, òî ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà ñ èíäåêñàìè q/p è q/(q − p)

2∏
j=1

(1− rj)�jqM q
p (u; r) ≤ C

∫ �′′1

�′1

∫ �′′2

�′2

2∏
j=1

(1− �j)�jq−1M q
p (u; �)d�1d�2, (3.1.5)

è ïîýòîìó (1− r)�Mp(u; r) ≤ C(p, q, �)∥u∥p,q,�, r ∈ I2.
Åñëè æå 0 < q ≤ p ≤ ∞, òî çàïèøåì (3.1.4) ñ èíäåêñîì q âìåñòî p, è ïðèìåíèì

èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî ñ ïîêàçàòåëåì p/q ≥ 1:

M q
p (u; r1, r2) ≤ Cq

(1− r1)(1− r2)

∫ �′′1

�′1

∫ �′′2

�′2

M q
p (u; �1, �2)d�1d�2.

Îòñþäà (3.1.5) ñëåäóåò. Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ âëîæåíèå (3.1.1) íåïðåðûâíî.
Îáùèé ñëó÷àé â (iii) ñâîäèòñÿ ê (3.1.1). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 0 < q < q0 < ∞.

Òîãäà ïî (3.1.1)

∥u∥q0p,q0,� ≤ ∥u∥
q0−q
p,∞,�∥u∥qp,q,� ≤ C∥u∥q0−qp,q,�∥u∥qp,q,� = C∥u∥q0p,q,�.

Òàêèì îáðàçîì, âëîæåíèå (iii) äîêàçàíî.
Íåðàâåíñòâî (3.1.5) âåäåò òàêæå ê óòâåðæäåíèþ (x) Òåîðåìû 40.

Äîêàçàòåëüñòâî (iv). Íà ñàìîì äåëå óñëîâèå �j+1/p0 ≥ �j+1/p ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî
äîñòàòî÷íûì äëÿ âëîæåíèÿ ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p0, q, �), íî è íåîáõîäèìûì. Ýòî ñëåäóåò èç
ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 34 Äëÿ 0 < p ≤ p0 ≤ ∞, �j > 0 âëîæåíèå ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p0, q, �) èìååò
ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �j + 1/p0 ≥ �j + 1/p (1 ≤ j ≤ n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �j + 1/p0 = �j + 1/p (1 ≤ j ≤ 2), è äîêàæåì ñïåðâà ñëó÷àé
p0 =∞, ò.å.

ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(∞, q, � + 1/p). (3.1.6)

Åñëè 0 < p < q <∞, òî èç (3.1.2)�(3.1.3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî r = (r1, r2) ∈ I2

M q
∞(u; r) ≤ C(p, q)∏2

j=1(1− rj)q/p

(∫ �′′1

�′1

∫ �′′2

�′2

Mp
p (u; �)

d�1d�2∏2
j=1(1− �j)

)q/p

.
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Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ñ èíäåêñàìè q/p, 1/(1 − p/q), èíòåãðèðóÿ ïî I2 è
çàòåì ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ìû ïîëó÷àåì ∥u∥q∞,q,�+1/p ≤ C(p, q, �)∥u∥qp,q,�.

Åñëè æå 0 < q ≤ p ≤ ∞, òî èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî (3.1.2) ñ èíäåêñîì q âìåñòî p.
Òîò æå ìåòîä êàê âûøå ïðèâîäèò ê (3.1.6).

Òàêèì îáðàçîì, âëîæåíèå (iv) äîêàçàíî â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ p0 = ∞ è
p0 = p. Äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé p0 ∈ [p,∞] âëîæåíèå (iv) ñëåäóåò èç âåðñèè èíòåðïî-
ëÿöèîííîé òåîðåìû Ðèññà�Òîðèíà äëÿ êâàçèíîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, ñì. [112],
[46].

Îáðàòíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò èíäåêñ j ∈ [1, n], ñêàæåì j = 1, òàêîé, ÷òî �1 +
1/p0 < �1 + 1/p. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a = (a1, . . . , an) ∈ Un è ìóëüòèèíäåê-
ñà  = (1, . . . , n), j > max{�j + 1/p0, �j + 1/p}, 1 ≤ j ≤ n, îïðåäåëèì ôóíêöèþ
f,a(z) = 1/(1− āz). Ïðîñòàÿ îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

∥f,a∥p0,q,�
∥f,a∥p,q,�

≈ (1− ∣a∣)(�+1/p0)−(�+1/p).

Óñòðåìëÿÿ ∣a1∣ → 1, ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p0, q, �). Äîêàçà-
òåëüñòâî Ëåììû 34 è âëîæåíèÿ (iv) çàâåðøåíî.

Äîêàçàòåëüñòâà (v) è (vi) ïîëó÷àþòñÿ èç (iii) è âëîæåíèÿ ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(∞,∞, �+
1/p), êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â (iv).

Äîêàçàòåëüñòâî (vii) ìîæíî íàéòè â ñòàòüå Ôðàçüå [94], à äîêàçàòåëüñòâî âëî-
æåíèÿ (viii) ñëåäóåò èç [94] ââèäó n-ñóáãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè ∣u∣p, p ≥ 1.

Íàêîíåö, âëîæåíèå (ix) åñòü êîìáèíàöèÿ (vi) è (iv). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
� = (�1, . . . , �n), �j > 0, èìååì ℎp ⊂ ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ (p0, q, � + 1/p− 1/p0) .

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 40 çàâåðøåíî. ■

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ãîëîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà â åäèíè÷íîì øàðå èç ℂn

óòâåðæäåíèå Ëåììû 34 ìîæíî íàéòè â [119]. Âëîæåíèå (ix) äëÿ n = 1, 0 < p < 1, p0 =
q = 1 äîêàçàíî Äþðåíîì è Øèëäñîì [82], êîòîðûå ïîêàçàëè òàêæå, ÷òî ïðåäåëüíûé
ñëó÷àé ℎp ⊂ ℎ(1, 1, 1/p− 1) íå èìååò ìåñòà.

Ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ ℎ(p, q, �)
ñî ñìåøàííîé íîðìîé â ïîëèêðóãå ïðè �j ≤ 0

Â îòëè÷èå îò ãîëîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ H(p, q, �), ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) ïðè 0 <
p < 1 îáëàäàþò íåîáû÷íûì ñâîéñòâîì: îíè íå ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè ïðè íåêî-
òîðûõ ìóëüòèèíäåêñàõ � = (�1, . . . , �n) ñ íåïîëîæèòåëüíûìè �j ≤ 0. Ýòîò ôåíîìåí
äëÿ âåñîâûõ êëàññîâ Õàðäè ℎ(p,∞, �) â øàðå èç ℝn áûë çàìå÷åí â [2], [159], [160].

ßäðî Ïóàññîíà â ïîëèêðóãå

P (z) =
n∏
j=1

P (zj) =
n∏
j=1

1− ∣zj∣2

∣1− zj∣2

ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèìåðîì íåòðèâèàëüíîé ôóíêöèè èç ℎ(p, q, �) ñ �j ≤ 0. Òî÷íûå
óñëîâèÿ ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé ëåììå.
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Ëåììà 35 Ïðè 0 < p ≤ ∞, 0 < q <∞, � = (�1, . . . , �n), �j ∈ ℝ

(a) P (z) ∈ ℎ(p, q, �) òîãäà è òîëüêî òîãäà �j > max{−1, 1− 1/p}, 1 ≤ j ≤ n.

(b) P (z) ∈ ℎ(p,∞, �) äëÿ p ∕= 1

2
òîãäà è òîëüêî òîãäà �j ≥ max

{
−1, 1− 1

p

}
.

(c) P (z) ∈ ℎ
(

1

2
,∞, �

)
òîãäà è òîëüêî òîãäà �j > −1, 1 ≤ j ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàò íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç äâóñòîðîííèõ îöåíîê ÿäðà
Ïóàññîíà

Mp(P ; r) ≈
n∏
j=1

(1− rj)min{1,1/p−1}, p ∕= 1

2
, r ∈ In,

M1/2(P ; r) ≈
n∏
j=1

(1− rj)
(

log
e

1− rj

)2

, r ∈ In.

■

Ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �), òåì íå ìåíåå, ñòàíîâÿòñÿ òðèâèàëüíûìè, ò.å. ñîñòîÿùè-
ìè òîëüêî èç íóëåâîé ôóíêöèè, åñëè õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà �j ìåíüøå, ÷åì −1.
Òî÷íûé ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 36 (a) H(p, q, �) = {0}, åñëè èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
∙ 0 < p ≤ ∞, 0 < q <∞, è ñóùåñòâóåò j ∈ [1, n] òàêîé, ÷òî �j ≤ 0;
∙ 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, è ñóùåñòâóåò j ∈ [1, n] òàêîé, ÷òî �j < 0.
(b) ℎ(p, q, �) = {0}, åñëè èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
∙ 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q <∞, è ñóùåñòâóåò j ∈ [1, n] òàêîé, ÷òî �j ≤ 0;
∙ 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, è ñóùåñòâóåò j ∈ [1, n] òàêîé, ÷òî �j < 0;

∙ 0 < p ≤ 1, 0 < q <∞, è ñóùåñòâóåò j ∈ [1, n] òàêîé, ÷òî �j ≤ max
{
−1, 1− 1

p

}
;

∙ p = 1/2, 0 < q ≤ ∞, è ñóùåñòâóåò j ∈ [1, n] òàêîé, ÷òî �j ≤ −1;

∙ 0 < p ≤ 1, 0 < q ≤ ∞, è ñóùåñòâóåò j ∈ [1, n] òàêîé, ÷òî �j < max
{
−1, 1− 1

p

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèëëþñòðèðóåì ëèøü äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî òèïè÷íîãî
ñëó÷àÿ. Ïóñòü u ∈ ℎ(p, q, �) äëÿ 0 < p < 1/2, 0 < q ≤ ∞, è ñóùåñòâóåò êîìïî-
íåíòà �j, ìåíüøàÿ, ÷åì −1, ñêàæåì �1 < −1. Ñîãëàñíî âëîæåíèÿì (vi) è (x) Òåîðåìû
40

ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p, 1,−1) è (1− r1)−1Mp(u; r1) = o(1) ïðè r1 → 1− .

Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà Àëåêñàíäðîâà [2, Òåîð.2.11], u ≡ 0. ■
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Òî÷íîñòü âëîæåíèé ïðîñòðàíñòâ ℎ(p, q, �) â ïîëèêðóãå è
îáîáùåíèå êîíòðïðèìåðà Õàðäè�Ëèòòëâóäà

Õàðäè è Ëèòòëâóä â [105, ñ.416] îïðåäåëèëè ñëåäóþùóþ âàæíóþ ôóíêöèþ

f(z) :=
ei�m/2

(1− z)1/p
, p =

1

m+ 1
, m ∈ ℕ, z ∈ D, (3.1.7)

â êà÷åñòâå ïðèìåðà ãîëîìîðôíîé â Dôóíêöèè, ÷üÿ âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïðèíàäëåæèò
ãàðìîíè÷åñêîìó êëàññó Õàðäè ℎp(D), 0 < p < 1, íî f(z) ∕∈ Hp(D), è áîëåå òîãî,

Mp
p (f ; r) ≈ log

e

1− r
äëÿ âñåõ 0 ≤ r < 1.

Ïîçäíåå, Äþðåí è Øèëäñ [82, ñ.257] ïðèìåíèëè ïðèìåð Õàðäè�Ëèòòëâóäà (3.1.7)
÷òîáû äîêàçàòü ëîæíîñòü âëîæåíèÿ

ℎp ⊂ ℎ(1, 1, 1/p− 1), 0 < p < 1, (3.1.8)

â åäèíè÷íîì êðóãå D. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âåðñèè (3.1.8) â ïîëèêðóãå, ñì. [154,
ñ.140]. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû îáîáùèì ðåçóëüòàò Äþðåíà è Øèëäñà.

Òåîðåìà 41 Ïóñòü 0 < p < 1, p < p0 ≤ ∞, �j > 1
p
− 1

p0
äëÿ âñåõ j ∈ [2, n]. Òîãäà

âëîæåíèå

ℎp ⊂ ℎ

(
p0,∞,

(1

p
− 1

p0

, �2, . . . , �n

))
(3.1.9)

ëîæíî ïî ìåíüøåé ìåðå äëÿ p = 1
m+1

, m = 1, 2, . . . . Âëîæåíèå

ℎp ⊂ ℎ

(
p0, q,

(1

p
− 1

p0

, �2, . . . , �n

))
(3.1.10)

ëîæíî äëÿ p = 1
m+1

(m = 1, 2, . . . ) è êàæäîãî q, 0 < q ≤ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó âëîæåíèÿ (iii) Tåîðåìû 40 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëîæíîñòü
âëîæåíèÿ (3.1.9). Îïðåäåëèì ôóíêöèè

g(z1, . . . , zn) :=
ei�(m+1)/2

(1− z1)1/p
log

1

1− z1

, z ∈ Un,

u(z1, . . . , zn) := Re g(z1, . . . , zn), z ∈ Un,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìîäèôèêàöèÿìè (3.1.7). Ïî Ëåììå 31 ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∣g(z)∣ = ∣F1/p,−1(z1)∣ è g(z) /∈ H
(
p0,∞,

(1

p
− 1

p0

, �2, . . . , �n

))
.

Òîãäà u(z) /∈ ℎ
(
p0,∞, (1

p
− 1

p0
, �2, . . . , �n)

)
ïîñêîëüêó îïåðàòîð ïëþðèãàðìîíè÷åñêîãî

ñîïðÿæåíèÿ îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé íà ïîëèêðóãå,
ñì., íàïðèìåð, [179], [222], [269] è Ãëàâó 7 íàñòîÿùåé ðàáîòû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîëàãàÿ zj = rje

i�j , ìû ïîëó÷àåì

∣u(ei�1 , . . . , ei�n)∣ =
∣∣∣∣Re

ei�(m+1)/2

(1− ei�1)1/p
log

1

1− ei�1

∣∣∣∣ =
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=
1∣∣2 sin �1
2

∣∣m+1

∣∣∣∣cos
�1(m+ 1)

2
log ∣1− ei�1∣+ sin

�1(m+ 1)

2
arg(1− ei�1)

∣∣∣∣ .
Ñëåäîâàòåëüíî,

∣u(ei�1 , . . . , ei�n)∣ ≤ Cm
∣�1∣m

=
Cp

∣�1∣1/p−1
, ei� ∈ T n,

ïîýòîìó u(z) ∈ ℎp(Un). Òàêèì îáðàçîì, ëîæíîñòü âëîæåíèÿ (3.1.9) äîêàçàíà. ■

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Õàðäè è Ëèòòëâóäà (3.1.7) íåäîñòàòî÷íà äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ëîæíîñòè âëîæåíèÿ ℎp ⊂ ℎ

(
p0,∞, 1

p
− 1

p0

)
. Ôàêòè÷åñêè, Òåîðåìà (41)

ïîêàçûâàåò, ÷òî âëîæåíèå (ix) Òåîðåìû 40 òî÷íî â òîì ñìûñëå, ÷òî íèêàêîé äðóãîé
âûáîð êîìïîíåíòîâ �j íåäîïóñòèì.

Çàìå÷àíèå. Îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ ëîæíîñòè âëîæåíèé (3.1.9) è (3.1.10) äëÿ
çíà÷åíèé p ∈ (0, 1), îòëè÷íûõ îò p = 1

m+1
(m = 1, 2, . . . ).

Ïåðåéäåì ê âîïðîñó î òî÷íîñòè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàñòîÿùåãî ðàçäåëà (Òåîðå-
ìû 40), ò.å. î òî÷íîñòè âëîæåíèé ïðîñòðàíñòâ ℎ(p, q, �).

Òåîðåìà 42 Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞, �j > 0, 1 ≤ j ≤ n. Òîãäà íèæåñëåäóþùèå íåïðå-
ðûâíûå âëîæåíèÿ èç Òåîðåìû 40 ñòðîãè è òî÷íû â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, à èìåííî
â òîì ñìûñëå, ÷òî çàÿâëåííûå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ íåëüçÿ óëó÷øèòü.

(i) ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p, q, �), �j ≥ �j (1 ≤ j ≤ n),

(ii) ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p0, q, �), 0 < p0 < p ≤ ∞,
(iii) ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p, q0, �), 0 < q < q0 ≤ ∞,
(iv) ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p0, q, �), �j ≥ �j + 1/p− 1/p0, p ≤ p0 ≤ ∞,
(v) ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(∞, q0, �), �j > �j + 1/p, 0 < q0 ≤ ∞,

(vi) ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p, q0, �), �j > �j, 0 < q0 ≤ ∞,
(vii) Hp ⊂ H(p0, q, 1/p− 1/p0), 0 < p < p0 ≤ ∞, p ≤ q ≤ ∞,

(viii) ℎp ⊂ ℎ(p0, q, 1/p− 1/p0), 1 ≤ p < p0 ≤ ∞, p ≤ q ≤ ∞,
(ix) ℎp ⊂ ℎ(p0, q, �), �j > 1/p− 1/p0, 0 < p < p0 ≤ ∞.
(x) Åñëè u ∈ ℎ(p, q, �), 0 < q <∞, òî u ∈ ℎ0(p,∞, �).

Äîêàçàòåëüñòâî.
(i) Âëîæåíèå (i) ñòðîãî, åñëè �j > �j äëÿ êàêîãî-ëèáî j, ñêàæåì �1 > �1. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïî Ëåììå 31 ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ F�+1/p,0(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó ℎ(p, q, �),
íî íå ℎ(p, q, �), 0 < p ≤ ∞, 0 < q < ∞. Òàêæå, ôóíêöèÿ F�+1/p,0(z) ïðèíàäëåæèò
ℎ(p,∞, �), íî íå ℎ(p,∞, �), 0 < p ≤ ∞.

(ii) Ñòðîãîñòü (ii) äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåðàìè F�+1/p,0(z) äëÿ 0 < q < ∞, è F�+1/p0,0(z)
äëÿ q =∞.

(iii) Ñòðîãîñòü âëîæåíèÿ (iii) äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåðàìè F�+1/p,0(z) äëÿ ïàðàìåòðà q0 =
∞, è F�+1/p,1/q(z) äëÿ 0 < q < q0 <∞.

Òàêæå, âëîæåíèÿ (i)-(iii), î÷åâèäíî, òî÷íû â òîì ñìûñëå, ÷òî ìû íå ìîæåì âçÿòü
ëþáûå äðóãèå çíà÷åíèÿ �j, p0 èëè q0.
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(iv) Òî÷íîñòü âëîæåíèÿ (iv) â íàèáîëåå ñòðîãîé ôîðìå äîêàçàíà â Ëåììå 34. Èìåííî,
óñëîâèå �j ≥ �j + 1/p− 1/p0 (1 ≤ j ≤ n) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ âëîæåíèÿ (iv).
Ñòðîãîñòü âëîæåíèÿ (iv) äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåðîì

f1(z) =
∑
k∈ℤn+

k1 ⋅ ⋅ ⋅ kn2k1�1 ⋅ ⋅ ⋅ 2kn�nz2k1
1 ⋅ ⋅ ⋅ z2kn

n , z ∈ Un,

êîòîðûé ïðèíàäëåæèò H(p, q, �), íî íå H(p0, q, �+ 1/p− 1/p0), ñîãëàñíî Òåîðåìàì 36
è 31.

(v)�(vi) Âëîæåíèÿ (v) è (vi) ñòðîãè ââèäó ïðèìåðîâ f1(z) èëè F�+1/p,0(z). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, âëîæåíèÿ (v) è (vi) òî÷íû äëÿ q0 < q â òîì ñìûñëå, ÷òî íèêàêîé äðóãîé
âûáîð êîìïîíåíòîâ �j íåäîïóñòèì. Ôóíêöèÿ F�+1/p,1/q0(z) äàåò ïðèãîäíûé ïðèìåð.

(vii)�(ix) Ñòðîãîñòü âëîæåíèé (vii)�(ix) ìîæíî äîêàçàòü ïðèìåðîì

f2(z) =
∑
k∈ℤn+

z2k1
1 ⋅ ⋅ ⋅ z2kn

n , z ∈ Un.

Âëîæåíèÿ (vii) è (viii) òî÷íû â òîì ñìûñëå, ÷òî óñëîâèå p ≤ q ñóùåñòâåííî, ò.å.
äëÿ p > q âëîæåíèÿ (vii) è (viii) ëîæíû. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïðåäîñòàâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé F1/p,�(z), ãäå 1/p < � < 1/q. Äåéñòâèòåëüíî, F1/p,�(z) ïðèíàäëåæèò Hp, íî
íå H(p0, q, 1/p− 1/p0), ñîãëàñíî Ëåììå 31.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âëîæåíèÿ (viii) è (ix) òî÷íû â òîì ñìûñëå, ÷òî ïàðàìåòð p
â (viii) íå ìîæåò áûòü óìåíüøåí è íèêàêîé äðóãîé âûáîð êîìïîíåíòîâ �j â (ix)
íåäîïóñòèì, ñîãëàñíî Òåîðåìå 39.

(x) Ñòðîãîñòü âëîæåíèÿ (x) ñëåäóåò ââèäó ïðèìåðà F�+1/p,1/q(z). Äåéñòâèòåëüíî, ïî
Ëåììå 31 F�+1/p,1/q(z) ∈ H0(p,∞, �), íî F�+1/p,1/q(z) /∈ H(p, q, �).

Òî÷íîñòü âëîæåíèÿ (x) ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî íè îäíà êîìïîíåíòà �j íå
ìîæåò áûòü óìåíüøåíà. Èìåííî, âëîæåíèå

ℎ
(
p, q, (�1, �2)

)
⊂ ℎ0

(
p,∞, (�1 − ", �2)

)
ëîæíî äëÿ ëþáûõ 0 < p ≤ ∞, 0 < q < ∞, 0 < " < �. Ôóíêöèÿ F�+1/p−"/2,0(z) äàåò
ñîîòâòñòâóþùèé ïðèìåð. ■

3.2 Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ïðîåêöèè

Áåðãìàíà ïðîñòðàíñòâ ℎ(p, q, �) è Áåñîâà.

Ñîïðÿæåííûå ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) â ïîëèêðóãå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì â îñíîâíîì îïåðàòîðû òèïà Áåðãìàíà è âîñïðîèç-
âîäÿùèå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì ïîëèêðóãå
Un ⊂ ℂn. Îãðàíè÷åííîñòü ïðîåêòîðîâ è äðóãèõ îïåðàòîðîâ òèïà Áåðãìàíà ïîëó÷åíà
â ïðîñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé è ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà.

Âíà÷àëå â Òåîðåìå 43 âîñïðîèçâîäÿùàÿ èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà òèïà Ïóàññîíà�
Áåðãìàíà óñòàíîâëåíà äëÿ n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé èç ℎ(p, q, �). Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû T�,�, T̃�,�, S�,�, S̃�,� òèïà Áåðãìàíà ïîñòðîåíû íà îñíî-
âå äðîáíûõ îïåðàòîðîâ èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ è âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð òèïà
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Ïóàññîíà. Â Òåîðåìå 44 òèïà Ôîðåëëè�Ðóäèíà, äëÿ çàäàííûõ 1 ≤ p, q < ∞ ìû íà-
õîäèì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðàòîð T�,0 ñòàë îãðà-
íè÷åííûì ïðîåêòîðîì èç L(p, q, �) íà ℎ(p, q, �), à òàêæå, ÷òîáû îïåðàòîð T�,� ñòàë
îãðàíè÷åííûì â L(p, q, �). Îáû÷íûì ñïîñîáîì äîêàçàòåëüñòâà îãðàíè÷åííîñòè ïðî-
åêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òåñòà Øóðà, ñì., íàïðèìåð, [110]. Âìåñòî ýòîãî, ìû
èñïîëüçóåì âåðñèþ íåðàâåíñòâà Õàðäè â âûñøèõ ðàçìåðíîñòÿõ è ïðèâîäèì êîðîòêîå
ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîåêöèîííûõ òåîðåì. Äàëåå, îïåðàòîðû òèïà Áåðã-
ìàíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà äðóãèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â Òåîðåìå
45 ðàññìîòðåíî äåéñòâèå îïåðàòîðîâ T�,0 è T̃�,0 íà ïðîñòðàíñòâàõ L(p, q, �) ñî ñìå-
øàííîé íîðìîé äëÿ ìóëüòèèíäåêñîâ � = (�1, . . . , �n) ñ íåïîëîæèòåëüíûìè �j ≤ 0.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáðàçîì ïðîñòðàíñòâà L(p, q, �) ñ �j ≤ 0 ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðîâ
T�,0 è T̃�,0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Áåñîâà ℎΛp,q

� n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî ïðîåêöèÿ Áåðãìàíà ñîõðàíÿåò êëàññû Ëèïøèöà â åäèíè÷íîì
øàðå èç ℂn èëè ℝn è â ñòðîãî ïñåâäîâûïóêëûõ îáëàñòÿõ èç ℂn (ñì. [187], [142], [77]).
Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ: âåðíî ëè ýòî ñâîéñòâî äëÿ áîëåå îáùèõ ïðîñòðàíñòâ
Áåñîâà? Â Òåîðåìå 46 ìû îáîáùàåì ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâà Áåñîâà
ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà òèïà Áåðãìàíà, êîòîðûé îãðàíè÷åííî ïðîåêòèðóåò ïðîñòðàí-
ñòâî Áåñîâà Λp,q

� íà åãî n-ãàðìîíè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ℎΛp,q
� . Òåîðåìà 46 êàæåòñÿ

íîâûì ðåçóëüòàòîì äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Íàêîíåö, â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ ìû
äîêàçûâàåì â Òåîðåìå 47 ðåçóëüòàò î äâîéñòâåííîñòè ïðîñòðàíñòâ ℎ(p, q, �).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî ÷àñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòèõ òåîðåì õîðîøî èçâåñòíû äëÿ ãîëî-
ìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà íà åäèíè÷íîì êðóãå, åäèíè÷íîì øàðå èëè ïîëèêðóãå
èç ℂn, ñì. [106], [107], [91], [117], [179], [180], [76], [29],[68], [240], [174], [110]. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî Òåîðåìàõ 43�46 ïðè p ∕= q èòåðàöèÿ îäíîìåðíîãî ðåçóëüòàòà íå ðàáîòàåò.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîãî ðàçäåëà íàì ïîòðåáóþòñÿ îáî-
çíà÷åíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáû÷íûå îáîçíà÷å-
íèÿ â ℂn: �̄ = (�̄1, . . . , �̄n), r� = (r1�1, . . . , rn�n), dr = dr1 ⋅ ⋅ ⋅ drn, (1 − ∣�∣2)� =∏n

j=1(1 − ∣�j∣2)�j , Γ(� + ∣k∣) =
∏n

j=1 Γ(�j + ∣kj∣) äëÿ � ∈ ℂn, r ∈ In, � = (�1, . . . , �n),
k = (k1, . . . , kn).

Ñèìâîë dm2n íèæå îáîçíà÷àåò ìåðó Ëåáåãà íà ïîëèêðóãå Un, íîðìèðîâàííóþ
òàê, ÷òîáû m2n(Un) = 1. Áóäåì ïèñàòü T : X −→ Y , åñëè T � îïåðàòîð, îãðàíè÷åííî
äåéñòâóþùèé èç X â Y , ò.å. ∥Tf∥Y ≤ C∥f∥X ∀f ∈ X.

Äëÿ ôóíêöèè f(z) = f(rw), r ∈ In, w ∈ T n, çàäàííîé íà Un, íàïîìíèì îïðåäåëå-
íèå îïåðàòîðà èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ D� ≡ D�

r Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ îòíîñèòåëü-
íî ïåðåìåííîé r:

D−�f(z) =
r�

Γ(�)

∫
In

(1− �)�−1f(�z)d�, D�f(z) =

(
∂

∂r

)m
D−(m−�)f(z),

ãäå
(
∂
∂r

)m
=
(

∂
∂r1

)m1

⋅ ⋅ ⋅
(

∂
∂rn

)mn
, m = (m1, . . . ,mn) ∈ ℤn+, � = (�1, . . . , �n), �j >

0, mj − 1 < �j ≤ mj (1 ≤ j ≤ n). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà � =
(�1, . . . , �n), �j ≥ 0 D±�f = D±�1

r1
D±�2
r2

. . . D±�nrn f , ãäå D�j
rj îçíà÷àåò òîò æå îïåðàòîð,

äåéñòâóþùèé òîëüêî ïî rj. Îáîçíà÷èì

D−�f(rw) = r−�D−�f(rw), D�f(rw) = D�{r�f(rw)}.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f n-ãàðìîíè÷íà, òî òàêîâû òàêæå D�f è D−�f , è
äëÿ íèõ âûïîëíåíû ôîðìóëû îáðàùåíèÿ

D�D−�f(z) = D−�D�f(z) = f(z). (3.2.1)

Äëÿ n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé îïåðàòîðû D−� è D� èìåþò ýêâèâàëåíòíîå îïðåäå-
ëåíèå. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ ℎ(Un) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

f(z) =
∑
k∈ℤn

akr
∣k∣eik⋅�,

ãäå r∣k∣ = r
∣k1∣
1 ⋅ ⋅ ⋅ r∣kn∣n , k ⋅ � = k1�1 + ⋅ ⋅ ⋅+ kn�n, è ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü

D−�f(z) =
∑
k∈ℤn

n∏
j=1

Γ(∣kj∣+ 1)

Γ(∣kj∣+ 1 + �j)
akr
∣k∣eik⋅�,

D�f(z) =
∑
k∈ℤn

n∏
j=1

Γ(∣kj∣+ 1 + �j)

Γ(∣kj∣+ 1)
akr
∣k∣eik⋅�.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ÿäðà òèïà Ïóàññîíà P� è ñîïðÿæåííûå ÿäðà Q� â åäèíè÷íîì êðóãå
D (ñì. [12, Ãë. IX])

P�(z) = Γ(� + 1)

[
Re

2

(1− z)�+1
− 1

]
, z ∈ D, � ≥ 0,

Q�(z) = Γ(� + 1) Im
2

(1− z)�+1
, z ∈ D, � ≥ 0.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî P0(z) = P (z) è Q0(z) = Q(z) � îáû÷íûå ÿäðî è ñîïðÿæåííîå
ÿäðî Ïóàññîíà. Îáîçíà÷èì òàêæå P�(z, �) = P�(z�̄), Q�(z, �) = Q�(z�̄), z, � ∈ D. Äëÿ
ïîëèêðóãà Un ÿäðà P� è Q� ìû îïðåäåëèì êàê

P�(z, �) =
n∏
j=1

P�j(zj, �j), Q�(z, �) =
n∏
j=1

Q�j(zj, �j), (3.2.2)

ãäå � = (�1, . . . , �n), �j ≥ 0, z, � ∈ Un. ßäðà P� è Q� n-ãàðìîíè÷íû ïî îáåèì ïåðå-
ìåííûì z è �. ßñíî, ÷òî P�(z, �) = P�(�, z) = P�(z̄, �̄). Äâå íèæåñëåäóþùèå ïðåäâà-
ðèòåëüíûå ëåììû äîêàçûâàþòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì è îöåíêîé.

Ëåììà 37 Äëÿ ëþáûõ z, � ∈ Un, �j ≥ 0 (1 ≤ j ≤ n)

P0(z, �) = D−�P�(z, �), Q0(z, �) = D−�Q�(z, �),

P�(z, �) = D�P0(z, �), Q�(z, �) = D�Q0(z, �).

Ýòà ëåììà ïîçâîëÿåò íàì ðàñïðîñòðàíèòü îïðåäåëåíèå ÿäåð P� è Q� íà îòðèöàòåëü-
íûå �j < 0, ïîëàãàÿ P� = D�P0 è Q� = D�Q0 äëÿ âñåõ �j ∈ ℝ.

Ëåììà 38 Ïóñòü �j ≥ 0, 1
1+�j

< p ≤ ∞ (1 ≤ j ≤ n) è ïóñòü K îáîçíà÷àåò ëþáîå

èç ÿäåð P� è Q�. Òîãäà

∣K(z, �)∣ ≤ C(�, n)
n∏
j=1

1

∣1− �̄jzj∣�j+1
, z, � ∈ Un,

Mp(K; r) ≤ C(�, n, p)
n∏
j=1

1

(1− rj)�j+1−1/p
, r ∈ In.
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Íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå âåðñèÿ íåðàâåíñòâ Õàðäè âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé.

Ëåììà 39 Åñëè g(t) ≥ 0, t ∈ In, 1 ≤ q <∞, �j < −1 < �j (1 ≤ j ≤ n), òî∫
In

(1− r)�
(∫ r1

0

⋅ ⋅ ⋅
∫ rn

0

g(t)dt

)q
dr ≤ C

∫
In

(1− r)�+qgq(r)dr, (3.2.3)∫
In
x�
(∫ x1

0

⋅ ⋅ ⋅
∫ xn

0

g(t)dt

)q
dx ≤ C

∫
In
x�+qgq(x)dx, (3.2.4)

ãäå ïîñòîÿííûå C çàâèñÿò ëèøü îò �, �, q, n.

Íåðàâåíñòâà (3.2.3) è (3.2.4) äîêàçûâàþòñÿ èòåðàöèåé îäíîìåðíûõ íåðàâåíñòâ.

Âîñïðîèçâîäÿùàÿ èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà òèïà Ïóàññîíà�Áåðãìàíà â ℎ(p, q, �)
ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 43 Ïóñòü �j > 0, u ∈ ℎ(p, q, �). Åñëè 0 < p, q ≤ ∞, �j > max{�j + 1/p −
1, �j}, ëèáî 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ 1, �j ≥ �j (1 ≤ j ≤ n), òî

u(z) =
1∏n

j=1 Γ(�j)

∫
Un

n∏
j=1

(1− ∣�j∣2)�j−1 P�(z, �)u(�) dm2n(�), z ∈ Un. (3.2.5)

ãäå P�(z, �) � ÿäðà òèïà Ïóàññîíà (3.2.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âíà÷àëå p = q = 1, �j = �j (1 ≤ j ≤ n) è ïóñòü u(z) ∈
ℎ(1, 1, �). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ (3.2.1) è çàòåì çàìåíÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó-
÷àåì

u(z) =
1

Γ(�)

∫
In

(1− �2)�−1D�r u(�2z)2n�d�

=
1

Γ(�)

∫
In

(1− �2)�−1D�r

⎧⎨⎩
∫
Tn

P (z, ��)u(��)dmn(�)

⎫⎬⎭ 2n�d�

=
1

Γ(�)

∫
In

∫
Tn

(1− �2)�−1D�r P (z, ��)u(��)2n�d�dmn(�),

ãäå èíòåãðàë ñõîäèòñÿ áëàãîäàðÿ îöåíêàì Ëåììû 38. Äëÿ îñòàëüíûõ äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèé p, q, � äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç âëîæåíèÿ ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(1, 1, �),
êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â Òåîðåìå 40. ■

Ïðåäñòàâëåíèå (3.2.5) ïîðîæäàåò ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû òèïà Áåðã-
ìàíà:

T�,�(f)(z) =
(1− ∣z∣2)�

Γ(� + �)

∫
Un

(1− ∣�∣2)�−1 P�+�(z, �) f(�) dm2n(�),

S�,�(f)(z) =
(1− ∣z∣2)�

Γ(� + �)

∫
Un

(1− ∣�∣2)�−1 ∣P�+�(z, �)∣ f(�) dm2n(�),
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ãäå � = (�1, . . . , �n), � = (�1, . . . , �n). Òàêæå, ìû îïðåäåëèì ñõîæèå èíòåãðàëüíûå
îïåðàòîðû ñ "ñîïðÿæåííûì" ÿäðîì Q� òèïà Ïóàññîíà:

T̃�,�(f)(z) =
(1− ∣z∣2)�

Γ(� + �)

∫
Un

(1− ∣�∣2)�−1Q�+�(z, �) f(�) dm2n(�),

S̃�,�(f)(z) =
(1− ∣z∣2)�

Γ(� + �)

∫
Un

(1− ∣�∣2)�−1 ∣Q�+�(z, �)∣ f(�) dm2n(�).

Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè ýòèõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ
ñî ñìåøàííîé íîðìîé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà òèïà Ôîðåëëè�Ðóäèíà äàåò ÷àñòè÷íûé
îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà 44 (i) Ïóñòü 1 ≤ p, q ≤ ∞, �j > �j > −�j (1 ≤ j ≤ n). Òîãäà êàæäûé

èç îïåðàòîðîâ T�,�, T̃�,�, S�,�, S̃�,� íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî L(p, q, �) â
ñåáÿ. Áîëåå òîãî, îïåðàòîð T�,0 (�j = 0) ïðîåêòèðóåò L(p, q, �) íà ℎ(p, q, �).

(ii) Ïóñòü 1 ≤ p, q < ∞, �j, �j, �j ∈ ℝ. Òîãäà êàæäûé èç îïåðàòîðîâ T�,�, S�,�
îãðàíè÷åí â L(p, q, �) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè �j > �j > −�j (1 ≤ j ≤ n).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà S�,�. Âìåñòî
òåñòà Øóðà (ñì, íàïðèìåð, [110]) ìû ïðèìåíèì Ëåììó 39. Ïóñòü f(z) ∈ L(p, q, �), 1 ≤
q <∞. Ïî íåðàâåíñòâó Ìèíêîâñêîãî è Ëåììå 38

Mp(S�,�f ; r) ≤ (1− r2)�

Γ(� + �)

∫
Un

(1− ∣�∣2)�−1∣P�+�(r, �)∣Mp(f ; �)dm2n(�)

≤ C (1− r)�
(∫ r1

0

⋅ ⋅ ⋅
∫ rn

0

+

∫ 1

r1

⋅ ⋅ ⋅
∫ 1

rn

)
Mp(f ; �)

(1− �)�−1

(1− r�)�+�
d�.

Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà è Ëåììå 39

∥S�,�f∥p,q,� =
∥∥(1− r)�Mp(S�,�f ; r)

∥∥
Lq(dr/(1−r))

≤ C

∥∥∥∥(1− r)�+�

∫ r1

0

⋅ ⋅ ⋅
∫ rn

0

Mp(f ; �)
d�

(1− �)1+�

∥∥∥∥
Lq(dr/(1−r))

+ C

∥∥∥∥(1− r)�−�
∫ 1

r1

⋅ ⋅ ⋅
∫ 1

rn

(1− �)�−1Mp(f ; �)d�

∥∥∥∥
Lq(dr/(1−r))

≤ C

[∫
In

(1− r)(�+�)q−1

(
1− r

(1− r)1+�
Mp(f ; r)

)q
dr

]1/q

+ C

[∫
In
x(�−�)q−1

(∫ x1

0

⋅ ⋅ ⋅
∫ xn

0

��−1Mp(f ; 1− �)d�

)q
dx

]1/q

≤ C∥f∥p,q,�.

Ñëó÷àé q =∞ äîêàçûâàåòñÿ ïðîùå. Êîíå÷íî, îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà T�,0 (�j = 0)
îçíà÷àåò, ÷òî T�,0 � n-ãàðìîíè÷åñêèé ïðîåêòîð èç L(p, q, �) íà ℎ(p, q, �). Ýòî çàâåð-
øàåò äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (i) Òåîðåìû 44.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ÷àñòè (ii) Òåîðåìû 44. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îãðà-
íè÷åííîñòü îïåðàòîðà T�,� íà L(p, q, �) âëå÷åò �j > �j > −�j. Ïóñòü T�,� � îãðàíè÷åí-
íûé îïåðàòîð íà L(p, q, �), ò.å. ∥T�,�∥p,q,� ≤ C∥f∥p,q,� ∀f ∈ L(p, q, �), ãäå ïîñòîÿííàÿ
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C íå çàâèñèò îò f . Âçÿâ ìóëüòèèíäåêñ N = (N1, . . . , Nn) ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè êîì-
ïîíåíòàìè Nj (Nj + �j > 0, Nj + �j > 0) òàêèìè, ÷òî fN(z) = (1− ∣z∣2)N ∈ L(p, q, �),
ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî T�,�(fN)(z) = C(�, �,N)(1− ∣z∣2)�. Ñëåäîâàòåëüíî

+∞ > ∥T�,�(fN)∥qp,q,� ≥ C(�, �, q,N, n)

∫
In

(1− r)(�+�)q−1dr,

ïîýòîìó íåðàâåíñòâî �j + �j > 0 èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ j ∈ [1, n]. Äàëåå, ïóñòü T ∗�,� �
ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê T�,�. Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð èìååò ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå

T ∗�,�(f)(z) =
(1− ∣z∣2)�−�q

Γ(� + �)

∫
Un

(1− ∣�∣2)�+�q−1P�+�(z, �)f(�)dm2n(�).

Ñîãëàñíî [46, ñ.304] ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî L∗(p, q, �) ê L(p, q, �) ìîæíî îòîæ-
äåñòâèòü ñ L(p′, q′, �q/q′). Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà T�,� íà L(p, q, �) ðàâíîñèëüíî
îãðàíè÷åííîñòè T ∗�,� íà L

∗(p, q, �) ∼= L(p′, q′, �q/q′), ò.å.

∥T ∗�f∥p′,q′,�q/q′ ≤ C∥f∥p′,q′,�q/q′ ∀f ∈ L(p′, q′, �q/q′). (3.2.6)

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1 < q <∞. Äåéñòâèå îïåðàòîðà T ∗�,� îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè

fN(z) = (1− ∣z∣2)N ∈ L(p′, q′, �q/q′)

ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè êîìïîíåíòàìè Nj äàåò

T ∗�,�(fN)(z) = C(1− ∣z∣2)�−�q.

Ñëåäîâàòåëüíî

+∞ > ∥T ∗�,�(fN)∥q
′

p′,q′,�q/q′ ≥ C

∫
In

(1− r)q′(�−�q)+�q−1dr,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò òîëüêî îò �, �, �, q,N, n. Ïîýòîìó îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
q′(�j − �jq) + �jq > 0, èëè ýêâèâàëåíòíî �j > �j äëÿ âñåõ j, 1 ≤ j ≤ n.

Ñëó÷àé q = 1. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (3.2.6) îáðàùàåòñÿ â

∥T ∗�,�f∥p′,∞,0 ≤ C∥f∥p′,∞,0 ∀f ∈ L(p′,∞, 0). (3.2.7)

Äåéñòâèå T ∗�,� îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè fN(z) äàåò

+∞ > ∥T ∗�,�(fN)∥p′,∞,0 = C sup
r∈In

(1− r2)�−�.

Çíà÷èò �j − �j ≥ 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ n. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ q = 1, 1 ≤ p <∞
ðàâåíñòâî �j = �j ëîæíî äëÿ âñåõ èíäåêñîâ j. Ïîëîæèì �1 = �1, äëÿ ïðèìåðà. Äëÿ
çàäàííîãî ïàðàìåòðà a ∈ Un ðàññìîòðèì ôóíêöèè ga(z) = ∣P�+�(a, z)∣/P�+�(a, z), ãäå
�j + �j ≥ �j + �j > 0. ßñíî, ÷òî ∣ga(z)∣ ≡ 1 è ga(z) ∈ L(p′,∞, 0) äëÿ êàæäîãî a ∈ Un.
Òîãäà â ñèëó (3.2.7), T ∗�,�(ga) ∈ L(p′,∞, 0). Äëÿ z = a èìååì

T ∗�,�(gz)(z) = C
n∏
j=2

(1− ∣zj∣2)�j−�j
n∏
j=1

∫
D

(1− ∣�j∣2)�j+�j−1
∣∣P�j+�j(zj, �j)∣∣ dm2(�j).
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Ââèäó îãðàíè÷åííîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ ℎ(1, 1, �) (ñì.,
íàïðèìåð, [91], [76])

T ∗�,�(gz)(z) ≥ C(�, �, �, n) log
1

1− ∣z1∣
.

Óñòðåìëÿÿ çäåñü ∣z1∣ → 1, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ îãðàíè÷åííîñòüþ îïåðàòîðà T ∗�,�
íà L(p′,∞, 0). Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî �j = �j íå èìååò ìåñòà íè äëÿ êàêîãî j. Ýòî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 44. ■

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå èëè åäèíè÷íîì øàðå
èç ℂn, à òàêæå äëÿ ãîëîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà (p = q) ðåçóëüòàòû Òåîðåì
43 è 44 èçâåñòíû äàæå äëÿ áîëåå îáùèõ âåñîâ, ñì., íàïðèìåð, [117], [76], [29], [174],
[110] è äðóãèå ïðåäñòàâëåííûå òàì ññûëêè.

Äàëåå, âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷òî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðîñòðàíñòâà L(p, q, �) ñ îòðèöà-
òåëüíûìè �j ïðè îòîáðàæåíèÿõ T�,� è T̃�,� ? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ îïðåäå-
ëèì ïðîñòðàíñòâà Áåñîâà äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ è n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z), çàäàííàÿ â Un, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó Áåñîâà Λp,q

� (0 < p, q ≤ ∞, �j ≥ 0), åñëè D�̃f(z) ∈ L(p, q, �̃ − �), ãäå �̃ =
(�̃1, . . . , �̃n), �̃j � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, ïðåâîñõîäÿùåå �j, è D� � îïåðàòîð èí-
òåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ.

Ïðîñòðàíñòâî Áåñîâà Λp,q
� ñíàáæåíî (êâàçè)íîðìîé ∥f∥Λp,q� = ∥D�̃f∥p,q,�̃−�.

Ïóñòü ℎΛp,q
� � ïîäïðîñòðàíñòâî Λp,q

� , ñîäåðæàùåå n-ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Äëÿ
ôóíêöèè f ∈ ℎΛp,q

� ìóëüòèèíäåêñ �̃ ìîæåò áûòü çàìåíåí íà ëþáîé ìóëüòèèíäåêñ
 = (1, . . . , n), j > �j, ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå íîðìû: ∥f∥ℎΛp,q� ≈
∥Df∥p,q,−�. Â ñëó÷àå p = q = ∞ ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Ëèïøèöà ïîðÿäêà �, è
áóäåì ÷àñòî ïèñàòü Λ∞,∞� = Λ� è ℎΛ∞,∞� = ℎΛ�.

Òåîðåìà 45 Ïðè 1 ≤ p, q ≤ ∞, �j ≥ 0, �j > 0 (1 ≤ j ≤ n) îïåðàòîðû

T�,0 : L(p, q,−�) −→ ℎΛp,q
� , (3.2.8)

T̃�,0 : L(p, q,−�) −→ ℎΛp,q
� , (3.2.9)

îãðàíè÷åíû. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå (3.2.8) ñþðúåêòèâíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 45 íàì ïîòðåáóþòñÿ åùå íåñêîëüêî äîïîëíèòåëíûõ
ëåìì.

Â ðàáîòàõ [187], [142], [77] óñòàíîâëåíà èíâàðèàíòíîñòü êëàññîâ Ëèïøèöà ïîä äåé-
ñòâèåì ïðîåêòîðà Áåðãìàíà. Íèæå â Òåîðåìå 46 äëÿ ñõîæåãî îïåðàòîðà

Φ�̃(f)(z) =
1

Γ(�̃)

∫
Un

(1− ∣�∣2)�̃−1 P (z, �)D�̃f(�) dm2n(�),

ìû èçó÷àåì òó æå çàäà÷ó â áîëåå îáùèõ ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà.

Ëåììà 40 Âëîæåíèÿ

ℎΛp,q
� ⊂ ℎ(1, 1, �) è ℎΛp,q

� ⊂ ℎΛ1,1
0

íåïðåðûâíû äëÿ ëþáûõ 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, �j > 0, �j > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âëîæåíèé (ii) è (vi) Òåîðåìû
40 è îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà. ■

Ëåììà 41 Ïóñòü ôóíêöèÿ u(z) ïðèíàäëåæèò ℎΛp,q
� äëÿ 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤

∞, �j > 0, 1 ≤ j ≤ n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî � = (�1, . . . , �n), �j > 0, 1 ≤ j ≤ n, ôóíêöèÿ
u(z) ïðåäñòàâèìà â âèäå u(z) = Φ�(u)(z), z ∈ Un.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî âòîðîìó âëîæåíèþ èç Ëåììû 40, D�u(z) ∈ ℎ(1, 1, �) äëÿ
ëþáûõ �j > 0. Äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü D�u(z) = T�,0(D�u)(z) ïî Òåîðåìå 43, è çàòåì
ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà D−� è ñ èñïîëüçîâàíèåì (3.2.1). ■

Ëåììà 42 Ïðè �j > 0, j ≥ 0 (1 ≤ j ≤ n), k ∈ ℤn, z = rw, r ∈ In, w ∈ T n èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

T�,
{
r∣k∣wk

}
= (1− ∣z∣2)

Γ(�) Γ(∣k∣+ 1 + � + )

Γ(� + ) Γ(∣k∣+ 1 + �)
r∣k∣wk, (3.2.10)

T�,0
{

(1− ∣z∣2) r∣k∣wk
}

=
Γ(� + ) Γ(∣k∣+ 1 + �)

Γ(�) Γ(∣k∣+ 1 + � + )
r∣k∣wk. (3.2.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä ÿäðà P�+ = D�+P â ëåâóþ ÷àñòü
ðàâåíñòâà (3.2.10), ïîëó÷àåì òîæäåñòâî (3.2.10). Òîæäåñòâî (3.2.11) äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. ■

Ëåììà 43 Ïðè ëþáûõ 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, �j ≥ 0, �j > 0, j ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n,
îïåðàòîð T�,0 ∘ T�, åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå â ℎΛp,q

� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f(z) =
∑

k∈ℤn akr
∣k∣wk ïðèíàäëåæèò ℎΛp,q

� , òî ââèäó (3.2.10),
îïåðàòîð T�, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

T�,(f)(z) =
(1− ∣z∣2)

Γ(� + )

∑
k∈ℤn

ak
Γ(�)Γ(∣k∣+ 1 + � + )

Γ(∣k∣+ 1 + �)
r∣k∣wk. (3.2.12)

Èç (3.2.11) ñëåäóåò, ÷òî T�,0
(
T�,f(z)

)
= f(z). ■

Ëåììà 44 Ïðè 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, �j ≥ 0, �j > 0, m ∈ ℤn+,mj > �j, 1 ≤ j ≤ n,
îïåðàòîð T�,m íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò ℎΛp,q

� â L(p, q,−�).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ (3.2.12) èìååì

T�,mf(z)

(1− ∣z∣2)m
= C

∑
k∈ℤn

(
∣k∣m + C∣k1∣m1−1∣k2∣m2 ⋅ ⋅ ⋅ ∣kn∣mn + ⋅ ⋅ ⋅+ C

)
akr
∣k∣wk

= C

[
Dmf(z) + C�,mD(m1−1,m2,...,mn)f(z) + ⋅ ⋅ ⋅+ C�,mf(z)

]
.
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Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (1 − r)mDmf(z) ∈ L(p, q,−�) âëå÷åò T�,mf(z) ∈ L(p, q,−�).
■

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 45. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè '(z) ∈ L(p, q,−�), 1 ≤
p, q ≤ ∞, �j ≥ 0 (1 ≤ j ≤ n), äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ � = (�1, . . . , �n), �j > 0
∥T�,0(')∥ℎΛp,q� ≤ C∥'∥p,q,−�. Ïóñòü f(z) = T�,0(')(z), òîãäà äëÿ ëþáûõ j > �j (1 ≤
j ≤ n) òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ∥Df∥p,q,−� ≤ C∥'∥p,q,−�.
×òîáû äîêàçàòü ýòè íåðàâåíñòâà, ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî f(z) = T�,0(')(z)
ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà D, è çàòåì îöåíèì ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì Òåîðåìû
44 (i), èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, Ëåììû 38 è 39.

Ñþðúåêòèâíîñòü îïåðàòîðà T�,0 : L(p, q,−�) −→ ℎΛp,q
� ñëåäóåò èç Ëåìì 43 è 44.

■

Çàìå÷àíèå. Äëÿ p = q = ∞, �j = 0 Òåîðåìà 45 óòâåðæäàåò îãðàíè÷åííîñòü îïåðà-
òîðà T�,0 èç L∞(Un) íà ïðîñòðàíñòâî Áëîõà ℬℎ = ℎΛ∞,∞0 n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ýòî õîðîøî èçâåñòíî äëÿ (íåâåñîâûõ) ïðîåêòîðîâ Áåðãìàíà è ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, ñì., íàïðèìåð, [76], [68], [240], [110], òîãäà êàê äëÿ p = q,
�j = 1/p è ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ñîîòíîøåíèå (3.2.8) äàíî â ðàáîòå Æó [240].

Òåîðåìà 46 Ïðè 1 ≤ p, q ≤ ∞, �j > 0 (1 ≤ j ≤ n) îïåðàòîð Φ�̃ íåïðåðûâíî ïðîåê-
òèðóåò Λp,q

� íà ℎΛp,q
� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ çàäàííîé (íå n-ãàðìîíè÷åñêîé) ôóíêöèè f(z) ∈ Λp,q
� , íàì

íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ∥DΦ�̃(f)∥p,q,−� ≤ C∥D�̃f∥p,q,�̃−�, ãäå �̃ ∈ ℤn+, �j < �̃j ≤ �j +
1, j > �j (1 ≤ j ≤ n). Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 44 (i). ■

Â êîíöå ðàçäåëà â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ìû íàõîäèì ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî
ℎ(p, q, �) ïðè 1 ≤ p ≤ ∞, 1 < q <∞.

Òåîðåìà 47 Ïðè 1 ≤ p ≤ ∞, 1 < q < ∞, �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), èìååì
(
ℎ(p, q, �)

)∗ ∼=
ℎ(p′, q′, �q/q′) ñ ôîðìóëîé èíòåãðàëüíîãî ñïàðèâàíèÿ

⟨f, g⟩ =

∫
Un
f(z)g(z)(1− ∣z∣2)�q−1dm2n(z),

ãäå f ∈ ℎ(p, q, �), g ∈ ℎ(p′, q′, �q/q′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ g ∈ ℎ(p′, q′, �q/q′) ïîðîæäàåò îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë íà ℎ(p, q, �),

F (f) = ⟨f, g⟩ ∀ f ∈ ℎ(p, q, �).

Äåéñòâèòåëüíî, äâàæäû ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ïîëó÷àåì

∣F (f)∣ ≤ C(�, q, n)∥f∥p,q,�∥g∥p′,q′,�q/q′ .
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Îáðàòíî, ïóñòü F ∈
(
ℎ(p, q, �)

)∗
. Òîãäà ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà ôóíêöèîíàë F

ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü äî îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà L(p, q, �) áåç
èçìåíåíèÿ íîðìû. Â ñèëó äâîéñòâåííîñòè ïðîñòðàíñòâ ñî ñìåøàííîé íîðìîé, ñì.
[46, ñ.304], (

L(p, q, �)
)∗ ∼= L(p′, q′, �q/q′).

Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g0 â L(p′, q′, �q/q′) òàêàÿ, ÷òî

F (f) = ⟨f, g0⟩ è ∥F∥ = ∥g0∥p′,q′,�q/q′ .

Ïî Òåîðåìå 43 çàïèñàâ f = T�q,0f , ïîëó÷àåì

F (f) = ⟨T�q,0(f), g0⟩ = ⟨f, T�q,0(g0)⟩.

Áåðÿ g = T�q,0(g0) è èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 44, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî g ïðèíàäëåæèò
L(p′, q′, �q/q′) è F (f) = ⟨f, g⟩ ∀f ∈ ℎ(p, q, �), òàê, ÷òî

∥g∥p′,q′,�q/q′ ≤ C∥g0∥p′,q′,�q/q′ ≤ C∥F∥.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 47. ■

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ãîëîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ H(p, q, �) â åäèíè÷íîì êðóãå àíàëîãè÷-
íûå òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè ñîäåðæàòñÿ â [92], [34]. Äëÿ ãîëîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ
Áåðãìàíà â ïîëèêðóãå òåîðåìà î äâîéñòâåííîñòè ñ áîëåå îáùèìè âåñàìè óñòàíîâëåíà
â [29].

3.3 Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ïðîåêöèè

Áåðãìàíà ïðîñòðàíñòâ ℎ(p, q, �)

â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü ℝn � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, è x = (x1, . . . , xn) ∈ ℝn, ∣x∣2 =
x2

1 + ⋅ ⋅ ⋅+x2
n, dx = dx1 ⋅ ⋅ ⋅ dxn. Ïóñòü ℝn+1

+ îáîçíà÷àåò âåðõíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî ℝn×
(0,∞). Òî÷êè ýòîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâèì â âèäå (x, y) = (x1, . . . , xn, y), x ∈
ℝn, y > 0. Èíîãäà óäîáíî áóäåò ïîëîæèòü x0 = y. Äëÿ èçìåðèìîé â ℝn+1

+ ôóíêöèè
f(x, y) åå èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç

Mp(f ; y) = ∥f∥Lp(ℝn,dx), y > 0, 0 < p ≤ ∞.

Êëàññ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé u(x, y), äëÿ êîòîðûõ

∥u∥ℎp = sup
y>0

Mp(u; y) < +∞,

åñòü êëàññ Õàðäè ℎp(ℝn+1
+ ).

Êâàçèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî L(p, q, �) (0 < p, q ≤ ∞, � > 0) � ýòî ìíîæå-
ñòâî òåõ ôóíêöèé f(x, y), èçìåðèìûõ â ïîëóïðîñòðàíñòâå ℝn+1

+ , äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà
êâàçèíîðìà
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∥f∥p,q,� =

⎧⎨⎩
(∫ +∞

0

y�q−1M q
p (f ; y)dy

)1/q

, 0 < q <∞,

ess sup
y>0

y�Mp(f ; y), q =∞.
(3.3.1)

Ïóñòü ℎ(p, q, �) � ïîäïðîñòðàíñòâî L(p, q, �), ñîäåðæàùåå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíê-
öèè. Ïðè p = q < ∞ ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàííîé íîðìîé ñâîäÿòñÿ ê âåñîâûì ïðî-
ñòðàíñòâàì Áåðãìàíà. Ãàðìîíè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé è
ãàðìîíè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ℎ(p, p, �) â ℝn+1

+ áûëè èçó÷åíû íåñêîëüêèìè
àâòîðàìè, ñì. [225], [89], [90], [61], [175], [8], [169].

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ðàñïðîñòðàíåíèåì àíàëîãè÷íîãî îäíîìåð-
íîãî ðåçóëüòàòà èç [175, Ïðåäë.2.2]. Åå ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íûìè ìåòîäàìè.

Ëåììà 45 Ïðè 0 < p ≤ p0 ≤ ∞, 0 < q ≤ q0 ≤ ∞, � + n/p = �0 + n/p0, ñëåäóþùèå
âëîæåíèÿ íåïðåðûâíû

ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p0, q0, �0)

Áîëåå òîãî, åñëè u(x, y) ∈ ℎ(p, q, �) ñ q <∞, òî

y�Mp(u; y) = o(1) ïðè y → +0 èëè y → +∞.

Âëîæåíèå ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(p,∞, �), ñîäåðæàùååñÿ â ýòîé ëåììå, âåäåò ê îäíîìó
ïîëåçíîìó ñâîéñòâó ïðîñòðàíñòâ ℎ(p, q, �):

Ëåììà 46 Åñëè u(x, y) ∈ ℎ(p, q, �) (0 < p, q ≤ ∞, � > 0), u�(x, y) = u(x, y + �), òî
êâàçèíîðìà ∥u�∥p,q,� ñóùåñòâåííî âîçðàñòàþùàÿ ïî � ≥ 0, ò.å.

∥u�1∥p,q,� ≤ C(p, q, �, n)∥u�2∥p,q,�, �1 > �2 ≥ 0. (3.3.2)

Äëÿ ôóíêöèè u(x, y), ãàðìîíè÷åñêîé â ℝn+1
+ è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ u(x, y) =

O(y−�), y → +∞, � > 0, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðèññà ôóíêöèè u îïðåäåëÿþòñÿ êàê

uj(x, y) = (Rju)(x, y) = −
∫ +∞

y

∂u(x, �)

∂xj
d�, 1 ≤ j ≤ n.

Âåêòîð-ôóíêöèÿ F = (u0, u1, . . . , un), u = u0, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñîïðÿæåííûõ ãàðìî-
íè÷åñêèõ ôóíêöèé, ò.å. ôóíêöèè uj óäîâëåòâîðÿþò îáîáùåííûì óðàâíåíèÿì Êîøè�
Ðèìàíà

n∑
j=0

∂uj
∂xj

= 0,
∂uj
∂xk

=
∂uk
∂xj

, 0 ≤ j, k ≤ n.

Òåîðåìà 48 Ïóñòü � > 0 è u ≡ u0 ∈ ℎ(p, q, �). Åñëè 0 < p, q ≤ ∞, � > max{� +
n/p− n, �}, ëèáî p = 1, 0 < q ≤ 1, � ≥ �, òî äëÿ êàæäîãî j ∈ [0, n]

uj(x, y) =
2�

Γ(�)

∫∫
ℝn+1
+

u(�, �)D�Pj(x− �, y + �) ��−1d�d�, x ∈ ℝn, y > 0, (3.3.3)

uj(x, y) =
2�

Γ(�)

∫∫
ℝn+1
+

uj(�, �)D�P (x− �, y + �) ��−1d�d�, x ∈ ℝn, y > 0. (3.3.4)

117



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâëåíèå (3.3.3) ñ j = 0 ïîëó÷åíî Ðè÷è è Òåéáëñîíîì [175]
äëÿ öåëûõ � è n = 1 (ñì. òàêæå [8]). Äëÿ j ∈ [1, n] è 0 < p <∞ ïðåäñòàâëåíèå (3.3.3)
ñëåäóåò èç ïîëóãðóïïîâîé ôîðìóëû, âêëþ÷àþùåé ñîïðÿæåííûå ÿäðà Ïóàññîíà:

uj(x, y) =

∫
ℝn
u(�, y/2)Pj(x− �, y/2)d�.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ (3.3.4) ìû îòëîæèì äî Ðàçäåëà 7.3. Ïðåäñòàâëåíèå
(3.3.4) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïðèíàäëåæíîñòè uj ∈ ℎ(p, q, �), ÷òî áóäåò äîêàçàíî â
Òåîðåìå 96. ■

Òåïåðü ðàññìîòðèì îïåðàòîð

T�,j(f)(x, y) =

∫∫
ℝn+1
+

f(�, �)D�Pj(x− �, y + �) ��−1d�d�, � > 0, 0 ≤ j ≤ n.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî îáðàòíîé ê Òåîðåìå 48.

Òåîðåìà 49 Åñëè 1 ≤ p, q ≤ ∞, � > � > 0, 0 ≤ j ≤ n, òî îïåðàòîð T�,j ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííîé ïðîåêöèåé èç L(p, q, �) íà ℎ(p, q, �).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x, y) ∈ L(p, q, �) è q êîíå÷íà. Ïî íåðàâåíñòâó Ìèíêîâñêî-
ãî è Ëåììå 1

Mp(T�,jf ; y) ≤ C

∫ +∞

0

��−1

(y + �)�
Mp(f ; �)d�.

Ïîñëåäóþùåå ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Õàðäè (ñì., íàïðèìåð, [23]) ïîêàçûâàåò, ÷òî

∥T�,jf∥p,q,� ≤ C∥f∥p,q,�,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 49 ñ j = 0 äîêàçàíî â [8] äëÿ p = q öåëûõ �.
Åñòåñòâåííî çäåñü ïîñòàâèòü âîïðîñ: âëå÷åò ëè êîíå÷íîñòü ∥u∥p,q,� êîíå÷íîñòü

íîðìû ∥uj∥p,q,� äëÿ ñîïðÿæåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé? Óòâåðäèòåëüíûé îòâåò,
âêëþ÷àþùèé âñå çíà÷åíèÿ p, q ∈ (0,∞] áóäåò äàí â Ðàçäåëå 7.3, â Òåîðåìå 96.
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Ãëàâà 4

Ìàêñèìàëüíûå òåîðåìû

â ãàðìîíè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

Áåðãìàíà

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [254], [258], [278] è â ñîâìåñòíîé ñ Ê. Ãþð-
ëåáåêîì è Â. Øïð�åññèãîì ñòàòüå [273].

4.1 Ìàêñèìàëüíûå òåîðåìû â ãàðìîíè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà

íà åäèíè÷íîì øàðå èç ℝn

Ïóñòü n ≥ 2 � öåëîå ÷èñëî, è B = Bn � îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð â n-ìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ℝn, è S = ∂B � åãî ãðàíèöà, åäèíè÷íàÿ ñôåðà. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ℎ(Bn,ℝ), ℎ(Bn,ℂ) ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà âåùåñòâåííîçíà÷íûõ è êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ â åäèíè÷íîì øàðå. Äëÿ âåùå-
ñòâåííîçíà÷íîé èëè âåêòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè f(x) = f(r�) â Bn (0 ≤ r < 1, � ∈ S),
åå èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Mp(f ; r) = ∥f(r⋅)∥Lp(S,d�), 0 ≤ r < 1, 0 < p ≤ ∞,

ãäå d� � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Ëåáåãà íà ñôåðå S. Íîðìà Áåðãìàíà èçìåðèìîé ôóíê-
öèè â Bn îïðåäåëÿåòñÿ êàê

∥f∥p,� =

(∫
Bn

(1− ∣x∣)�∣f(x)∣pdVn(x)

)1/p

, 0 < p <∞, � > −1,

ãäå dVn � ìåðà Ëåáåãà íà øàðå Bn, íîðìèðîâàííàÿ òàê, ÷òîáû Vn(Bn) = 1. Â ïîëÿð-
íûõ êîîðäèíàòàõ èìååì dVn(x) = nrn−1drd�(�) ([42, ñ.6]). Îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ℎp� ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

ℎp� =
{
u ∈ ℎ(Bn,ℝ) èëè u ∈ ℎ(Bn,ℂ) : ∥u∥p,� < +∞

}
.

Îáùóþ òåîðèþ ãàðìîíè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà ìîæíî íàéòè â [42], [121], [153].
Íàì ïîòðåáóeòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì.
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Ëåììà 47 Ïóñòü � > � > −1. Òîãäà äëÿ âñåõ x = r� ∈ Bn∫
S

d�(�)

∣� − x∣�+n
≤ C(�, n)

1

(1− ∣x∣)�+1
, (4.1.1)∫

Bn

(1− ∣y∣)�

∣� − ry∣�+n
dVn(y) ≤ C(�, �, n)

1

(1− ∣x∣)�−�
. (4.1.2)

Îöåíêè Ëåììû 47 õîðîøî èçâåñòíû è ìîãóò áûòü íàéäåíû, íàïðèìåð, â [121, ñ.87-88],
[153, ñ.29-30], [170, ñ.90].

Ëåììà 48 (Íåðàâåíñòâà Õàðäè è òèïà Õàðäè)
(i) Åñëè 1 ≤ p <∞, � > −1, g(r) ≥ 0, òî∫ 1

0

(1− r)�
(∫ r

0

g(t)dt

)p
dr ≤ C

∫ 1

0

(1− r)�+pgp(r)dr,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò òîëüêî îò �, p.
(ii) Åñëè 0 < p < 1, è g(r) � ïîëîæèòåëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî(∫ 1

0

g(tr)dt

)p
≤ Cp

∫ 1

0

(1− t)p−1gp(tr)dt, 0 ≤ r < 1.

Ýòè íåðàâåíñòâà (òèïà) Õàðäè òàêæå õîðîøî èçâåñòíû, ñì., íàïðèìåð, [23], [180,
Ëåììà 8].

Ëåììà 49 Ïóñòü 0 < p <∞, � > −1. Òîãäà äëÿ âñåõ u ∈ ℎ(Bn)∫
Bn

(1− ∣x∣)�∣u(x)∣pdVn(x) ≈
∫ 1

0

(1− r)�Mp
p (u; r)dr.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ p ≥ 1 ðåçóëüòàò î÷åâèäåí ââèäó ñóáãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè
∣u∣p è ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ Mp(u; r) ïî r. Ïîýòîìó, íàì íóæíî äî-
êàçàòü ëåììó ëèøü äëÿ 0 < p < 1. Òåì íå ìåíåå, íèæåñëåäóþùåå äîêàçàòåëüñòâî
ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ 0 < p <∞. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî∫ 1/2

0

(1− r)�Mp
p (u; r)dr ≤ C(p, �, n)

∫ 1

0

(1− r)�Mp
p (u; r)rn−1dr. (4.1.3)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x, ∣x∣ < 1
2
, âîçüìåì øàð B(x) =

{
y ∈ Bn : ∣y − x∣ <

1
2
(1−∣x∣)

}
è çàïèøåì íåðàâåíñòâî Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ôåôôåðìàíà�Ñòåéíà [85, ñ.172]

(÷àñòî íàçûâàåìîå HL-ñâîéñòâîì äëÿ ∣u∣p)

∣u(x)∣p ≤ C(p, n)

(1− ∣x∣)n

∫
B(x)

∣u(y)∣pdVn(y).

Ïîñêîëüêó 1− ∣y∣ ≈ 1− ∣x∣ äëÿ y ∈ B(x), è B(x) ⊂
{
y : ∣y∣ < 3

4

}
, òî ïîëó÷àåì

∣u(x)∣p ≤ C(p, �, n)

(1− ∣x∣)n+�

∫
B(x)

(1− ∣y∣)�∣u(y)∣pdVn(y)

≤ C(p, �, n)2n+�

∫
∣y∣<3/4

(1− ∣y∣)�∣u(y)∣pdVn(y).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî∫ 1/2

0

∫
S

(1− r)�∣u(r�)∣pdr d�(�) ≤ C(�, n) sup
∣x∣<1/2

∣u(x)∣p

≤ C(p, �, n)

∫ 3/4

0

(1− r)�Mp
p (u; r)rn−1dr.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè äàæå áîëåå ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, ÷åì (4.1.3). ■

Ñëåäóþùàÿ ëåììà � õîðîøî èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå Óèòíè (ñì. [23, Ãë.6]), çàïè-
ñàííîå äëÿ åäèíè÷íîãî øàðà.

Ëåììà 50 Ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî {Δkj}k,j(1 ≤ j ≤ mk, k = 0, 1, 2, . . . ) çàìêíóòûõ
êóáîâ Δkj ⊂ Bn òàêèõ, ÷òî
(i)
∪∞
k=0

∪mk
j=1 Δkj = Bn è diamΔkj ≈ dist(Δkj, S).

(ii) Âíóòðåííèå îáëàñòè âñåõ Δkj ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
(iii) Ñóùåñòâóåò äðóãîå ñåìåéñòâî ðàñøèðåííûõ êóáîâ Δ∗kj ñ òåì æå öåíòðîì êàê
ó Δkj òàêîå, ÷òî ñèñòåìà {Δ∗kj}k,j îáðàçóåò êîíå÷íîêðàòíîå ïîêðûòèå øàðà Bn.
Òî÷íåå, êàæäûé êóá Δ∗kj ïåðåñåêàåò íå áîëåå, ÷åì 12n êóáîâ Δkj.

Îòìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì ÿâíî îïðåäåëèòü Δkj êàê "êóá"

Δkj =

{
x = r� ∈ Bn : 1− 1

2k
≤ r ≤ 1− 1

2k+1
, � ∈ Skj

}
,

ãäå Skj � ÷àñòü åäèíè÷íîé ñôåðû, âûáðàííàÿ òàê, ÷òî diamSkj = cn2−k ñ àáñîëþòíîé
ïîñòîÿííîé cn, çàâèñÿùåé ëèøü îò n, è

∪mk
j=1 Skj = S äëÿ êàæäîãî k. Äàëåå, åñëè ykj

(ykj = �kj�kj) � öåíòð êóáà Δkj, òî ∣Δkj∣ ≈ ∣Δ∗kj∣ ≈ (1− ∣ykj∣)n ≈ 2−kn.

Ëåììà 51 Ïóñòü Δkj è Δ∗kj � "êóáû" èç ïðåäûäóùåé ëåììû, è ïóñòü ykj = �kj�kj
� öåíòð êóáà Δkj. Åñëè ôóíêöèÿ u ãàðìîíè÷íà â Bn, òî äëÿ âñåõ 0 < p < ∞ è
� > −1

(1− ∣ykj∣)� max
x∈Δkj

∣u(x)∣p ≤ C(p, �, n)

∣Δ∗kj∣

∫
Δ∗kj

(1− ∣y∣)�∣u(y)∣pdVn(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êóáà Δkj è ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ Δkj âîçüìåì øàð Bx

ñ öåíòðîì x è ðàäèóñîì 2−k−3 òàê, ÷òî Bx ⊂ Δ∗kj. Òîãäà ñîãëàñíî HL-ñâîéñòâó äëÿ
ôóíêöèè ∣u∣p

∣u(x)∣p ≤ C(p, n)

∣Bx∣

∫
Bx

∣u(y)∣pdVn(y), x ∈ Δkj.

Ïîñêîëüêó ∣Bx∣ ≈ ∣Δ∗kj∣, òî

max
x∈Δkj

∣u(x)∣p ≤ C(p, n)

∣Δ∗kj∣

∫
Δ∗kj

∣u(y)∣pdVn(y).

Èñêîìîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò, òàê êàê 1− ∣ykj∣ ≈ 1− ∣y∣ äëÿ y ∈ Δ∗kj. ■
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Òåïåðü îïðåäåëèì âåñîâîå ÿäðî Áåðãìàíà K� äëÿ øàðà Bn, ñì. [121], [153], [170],
[171],

K�(x, y) =
2

nΓ(� + 1)

∞∑
k=0

Γ(� + 1 + k + n/2)

Γ(k + n/2)
Zk(x, y), x, y ∈ Bn, (4.1.4)

ãäå � > −1, Zk(x, y) � ðàñøèðåííûå çîíàëüíûå ãàðìîíèêè, ñì. [42, Ãë.5 è 8].
Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ìàêñèìàëüíûå òåîðåìû â âå-

ñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà.

Òåîðåìà 50 Ïóñòü u(x) : Bn −→ ℝ � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
èç ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ℎp� â åäèíè÷íîì øàðå Bn äëÿ íåêîòîðûõ � > −1 è 0 <
p < 1. Òîãäà ðàäèàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ

g(x) = sup
0<t<1

∣∣∇u(y)∣y=tx

∣∣ = sup
0<�<r

∣∣(∇u)(��)
∣∣, x = r�, (4.1.5)

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∥g∥p+�,� ≤ C(p, �, n)∥u∥p,�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [170, ñ.92] èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå ℎp� ⊂
ℎ1

(�+n)/p−n. Äëÿ ëþáîãî � ≥ (� + n)/p − n ôóíêöèÿ u ∈ ℎ1
(�+n)/p−n äîïóñêàåò èí-

òåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (ñì. [121], [153], [171])

u(x) =

∫
Bn

K�(x, y)u(y)(1− ∣y∣2)�dVn(y), x ∈ Bn, (4.1.6)

ãäå K� � ÿäðî Áåðãìàíà (4.1.4). Ãðàäèåíò ÿäðà Áåðãìàíà îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì ([171, Ëåì.2.2], [170, Òåîð.4.1], [121, Ëåì.2.8])∣∣∇xK�(x, y)

∣∣ ≤ C(�, n)∣∣�x− �∣∣�+n+1
, x = r�, y = ��.

Ïîýòîìó âçÿâ ãðàäèåíò â (4.1.6), ïîëó÷àåì

∣∇xu(x)∣ ≤ C(�, n)

∫
Bn

∣u(y)∣ (1− ∣y∣)�∣∣�x− �∣∣�+n+1
dVn(y), x ∈ Bn.

Òåïåðü ââåäåì ïàðàìåòð t ∈ (0, 1) è âîñïîëüçóåìñÿ ïðîñòûì íåðàâåíñòâîì

∣� − �x∣ ≤ 2∣� − t�x∣, x ∈ Bn, 0 < �, t < 1, � ∈ S,

êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà:

∣� − �x∣ ≤ ∣� − t�x∣+ �∣x∣ − t�∣x∣ ≤ ∣� − t�x∣+ 1− t�∣x∣ ≤ 2∣� − t�x∣.

Ñëåäîâàòåëüíî

g(x) = sup
0<t<1

∣∣∇u(tx)
∣∣ ≤ C(�, n)

∫
Bn

∣u(y)∣ (1− ∣y∣)�∣∣�x− �∣∣�+n+1
dVn(y), x ∈ Bn.
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Òåïåðü íàì íóæíî ðàçáèåíèå åäèíè÷íîãî øàðà, ðàçëîæåíèå Óèòíè èç Ëåììû 50

g(x) ≤ C(�, n)
∞∑
k=0

mk∑
j=1

∫
Δkj

∣u(y)∣ (1− ∣y∣)�∣∣�x− �∣∣�+n+1
dVn(y)

≤ C(�, n)
∞∑
k=0

mk∑
j=1

(1− ∣ykj∣)�∣Δkj∣ sup
y∈Δkj

∣u(y)∣∣∣�x− �∣∣�+n+1
, (4.1.7)

ãäå ykj = �kj�kj � öåíòð Δkj, è y = ��. Äàëåå, òàê êàê ∣ykj∣ = 1− 3
2k+2 , òî

1− ∣x∣+ 1

2k+1
∣x∣ ≤ 1− ∣ykj∣∣x∣ ≤ 1− ∣x∣+ 1

2k
∣x∣ ≤ 2

(
1− ∣x∣+ 1

2k+1
∣x∣
)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∣� − �x∣ = ∣� − ry∣ ≈ ∣� − rykj∣ = ∣�kj − �kjx∣, x = r�, y = ��.

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè (4.1.7) â ñòåïåíü p,

gp(x) ≤ C(p, �, n)
∞∑
k=0

mk∑
j=1

(1− ∣ykj∣)p�∣Δkj∣p∣∣�kj − �kjx∣∣p(�+n+1)
sup
y∈Δkj

∣u(y)∣p,

è çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì è îöåíèì ïî Ëåììå 47, ïîëàãàÿ � äîñòàòî÷íî áîëüøèì (� >
�+n
p
− n)

∥g∥pp,�+p ≤ C
∞∑
k=0

mk∑
j=1

(1− ∣ykj∣)p�∣Δkj∣p sup
y∈Δkj

∣u(y)∣p
∫
Bn

(1− ∣x∣)�+pdVn(x)∣∣�kj − �kjx∣∣p(�+n+1)

≤ C
∞∑
k=0

mk∑
j=1

(1− ∣ykj∣)p�∣Δkj∣p
supy∈Δkj

∣u(y)∣p

(1− �kj)p(�+n+1)−�−p−n

= C
∞∑
k=0

mk∑
j=1

(1− ∣ykj∣)�+n−pn∣Δkj∣∣Δkj∣p−1 max
y∈Δkj

∣u(y)∣p

≤ C

∞∑
k=0

mk∑
j=1

(1− ∣ykj∣)�∣Δkj∣ max
y∈Δkj

∣u(y)∣p.

Ïî Ëåììå 51,

∥g∥pp,�+p ≤ C
∞∑
k=0

mk∑
j=1

∫
Δ∗kj

(1− ∣y∣)�∣u(y)∣pdVn(y)

≤ C(p, �, �, n)

∫
Bn

(1− ∣y∣)�∣u(y)∣pdVn(y)

= C(p, �, �, n)∥u∥pp,�.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 50. ■

Ñëåäóþùàÿ ìàêñèìàëüíàÿ òåîðåìà óæå íå ñîäåðæèò ãðàäèåíòà.
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Òåîðåìà 51 Ïóñòü u(x) : Bn −→ ℝ � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
èç ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ℎp� â åäèíè÷íîì øàðå Bn äëÿ íåêîòîðûõ � > −1 è 0 <
p < 1. Òîãäà ðàäèàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ

u+(x) = sup
0<t<1

∣∣u(tx)
∣∣ = sup

0<�<r

∣∣u(��)
∣∣, x = r�,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∥u+∥p,� ≤ C(p, �, n)∥u∥p,�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåðÿ â ðàññ÷åò èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó (4.1.6) è îöåíêè ÿäðà Áåðã-
ìàíà ([171, Ëåì.2.2], [170, Òåîð.4.1], [121, Ëåì.2.7])

∣K�(x, y)∣ ≤ C(�, n)∣∣�x− �∣∣�+n
, x = r�, y = ��,

ìû çàòåì ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé Òåîðåìû
50. Äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà îïóñêàåì. ■

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 51 íåäàâíî äîêàçàíà â [78, Òåîð.4], íî äðóãèì ìåòîäîì è â
áîëåå îáùåì êîíòåêñòå. Íàø ìåòîä îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè Óèòíè è áûë ïðèìåíåí
â [254] (ñì. òàêæå ñëåäóþùèé ðàçäåë) â êîíòåêñòå âåðõíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ℝn+1

+ .
Ñõîæèå ìàêñèìàëüíûå òåîðåìû äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà ìîæíî
òàêæå íàéòè â [254], [278], [79], [161], [195], [196].

4.2 Ìàêñèìàëüíûå òåîðåìû â ãàðìîíè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà

íà âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû óñòàíîâèì ìàêñèìàëüíûå òåîðåìû äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ Áåðãìàíà â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå ℝn+1

+ .
Äëÿ 0 < p <∞, � > −1 îáîçíà÷èì ÷åðåç ℎp� ãàðìîíè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Áåðãìà-

íà, ñîäåðæàùåå âñå ãàðìîíè÷åñêèå â ℝn+1
+ ôóíêöèè u(x, y) òàêèå, ÷òî

∥u∥p,� =

(∫∫
ℝn+1
+

y�∣u(x, y)∣pdxdy

)1/p

< +∞.

Åñëè f(x, y) � èçìåðèìàÿ â ℝn+1
+ ôóíêöèÿ, òî åå èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ

êàê
Mp(f ; y) = ∥f∥Lp(ℝn,dx), y > 0, 0 < p ≤ ∞.

Ìíîæåñòâî (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé u(x, y), äëÿ êîòîðûõ

∥u∥ℎp = sup
y>0

Mp(u; y) < +∞,
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åñòü îáû÷íûé êëàññ Õàðäè ℎp(ℝn+1
+ ).

Â ðàáîòå [89] Ôëåòò óñòàíîâèë ìàêñèìàëüíóþ òåîðåìó òèïà Õàðäè�Ëèòòëâóäà.

Òåîðåìà Ôëåòòà. Ïóñòü w(x, y) � ïîëîæèòåëüíàÿ ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â
ℝn+1

+ , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

sup
y>0

∫
ℝn
w(x, y)dx ≤ K < +∞.

Ïóñòü òàêæå 0 < � < 1, B(x, y; �) � çàìêíóòûé øàð â ℝn+1
+ ñ öåíòðîì (x, y) è

ðàäèóñîì �y,

B(x, y; �) =
{

(�, �) ∈ ℝn+1
+ ; ∣� − x∣2 + (� − y)2 ≤ (�y)2

}
.

Òîãäà ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ

w∗�(x, y) = sup
(�,�)∈B(x,y;�)

w(�, �), (x, y) ∈ ℝn+1
+ .

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

sup
y>0

∫
ℝn
w∗�(x, y)dx ≤ C(n, �)K.

Â ÷àñòíîñòè, Òåîðåìà Ôëåòòà âåðíà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Õàðäè
ℎp(ℝn+1

+ ), p ≥ 1. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ðàñïðîñòðàíèì Òåîðåìó Ôëåòòà íà ãàð-
ìîíè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ℎp� ñ ìàëûìè p < 1.

Òåîðåìà 52 Ïóñòü � > 0, 0 < p < ∞, 0 < � < 1, u(x, y) ∈ ℎ(p, p, �). Òîãäà ìàêñè-
ìàëüíàÿ ôóíêöèÿ

u∗�(x, y) = sup
(�,�)∈B(x,y;�)

∣u(�, �)∣, x ∈ ℝn, y > 0

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∥u∗�∥p,p,� ≤ C(�, p, n, �)∥u∥p,p,�. (4.2.1)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ìàêñèìàëüíîé òåîðåìû íàì íóæíû äâå ïðåäâàðèòåëü-
íûå ëåììû. Ïåðâàÿ èç íèõ � èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå Óèòíè (ñì. [23, Ãë.6]) äëÿ âåðõ-
íåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Ëåììà 52 Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà {Δk}∞k=1 çàìêíóòûõ êóáîâ Δk ⊂ ℝn+1
+ ñî ñòîðî-

íàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, òàêàÿ, ÷òî
(i)
∪∞
k=1 Δk = ℝn+1

+ è diam Δk ≈ dist
(
Δk, ∂ℝn+1

+

)
;

(ii) Âíóòðåííèå îáëàñòè âñåõ Δk ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
(iii) Ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ñèñòåìà ðàñøèðåííûõ êóáîâ Δ∗k ñ òåì æå öåíòðîì êàê
ó Δk, òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà {Δ∗k}∞k=1 îáðàçóåò êîíå÷íîêðàòíîå ïîêðûòèå ïîëóïðî-
ñòðàíñòâà ℝn+1

+ . Òî÷íåå, êàæäûé êóá Δ∗k ïåðåñåêàåò íå áîëåå ÷åì 12n+1 êóáîâ Δk.

125



Ëåììà 53 Ïóñòü Δk è Δ∗k � êóáû èç ïðåäûäóùåé ëåììû, è ïóñòü (�k, �k) � öåíòð
êóáà Δk. Åñëè 0 < p <∞, � > 0, è ôóíêöèÿ u ãàðìîíè÷íà â ℝn+1

+ , òî

��p−1
k max

(�,�)∈Δk

∣u(�, �)∣p ≤ C(p, �, n)

∣Δ∗k∣

∫∫
Δ∗k

��p−1∣u(�, �)∣pd�d�.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 53 ìîæíî íàéòè â [8].
Çàìåòèì, ÷òî ∣Δk∣ ≈ ∣Δ∗k∣ ≈ �n+1

k .

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 52. Ïðè p ≥ 1 íåðàâåíñòâî (4.2.1) íåìåäëåííî ñëåäóåò
èç Òåîðåìû Ôëåòòà. Ñëó÷àé ìàëûõ p ñîïðÿæåí ñ ðÿäîì ñëîæíîñòåé ââèäó òîãî,÷òî
∣∇u∣p ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ïðè p < (n− 1)/n, à èíòåãðàëüíûå ñðåä-
íèå Mp(u; y), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîíîòîííû ïî y > 0. Ïóñòü 0 < p < 1. Ñîãëàñíî
ïðåäñòàâëåíèþ (3.3.3) ñ j = 0 è � > � + n/p− n,

∥u∗�∥pp,p,� =
2�p

Γp(�)

∫∫
ℝn+1
+

y�p−1 sup
�,�

∣∣∣∣∣
∫∫
ℝn+1
+

u(t, �)D�P (� − t, � + �)��−1dtd�

∣∣∣∣∣
p

dxdy

≤ C

∫∫
ℝn+1
+

y�p−1 sup
�,�

∞∑
k=1

(∫∫
Δk

∣u(t, �)∣ ∣D�P (� − t, � + �)∣ ��−1dtd�

)p

dxdy.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

max
(t,�)∈Δk

∣D�P (� − t, � + �)∣ ≤ C(n, �)∣D�P (� − �k, � + �k)∣.

Ñëåäîâàòåëüíî

∥u∗�∥pp,p,� ≤ C

∫∫
ℝn+1
+

y�p−1 sup
�,�

∞∑
k=1

max
Δk

∣u(t, �)∣p ∣D�P (� − �k, � + �k)∣p �p(�−1)
k ∣Δk∣pdxdy

≤ C
∞∑
k=1

∣Δk∣p�p(�−1)
k max

Δk

∣u(t, �)∣p
∫∫
ℝn+1
+

y�p−1 sup
�,�
∣D�P (� − �k, � + �k)∣pdxdy.

(4.2.2)

Îáîçíà÷àÿ ïîñëåäíèé èíòåãðàë ÷åðåç J è âûáðàâ � äîñòàòî÷íî áîëüøèì, îöåíèì
èíòåãðàë J :

J ≤
+∞∫
0

y�p−1

⎡⎣ ∫
ℝn

sup
∣�−x∣≤�y, ∣�−y∣≤�y

∣D�P (� − �k, � + �k)∣pdx

⎤⎦ dy
≤ C

+∞∫
0

y�p−1

[ ∫
∣x−�k∣≤�y

dx

((1− �)y + �k)p(�+n)
+

+

∫
∣x−�k∣>�y

dx

(∣x− �k∣ − �y + (1− �)y + �k)p(�+n)

]
dy ≤ C

1

�
p(�+n)−n−�p
k

.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (4.2.2) è ïðèìåíÿÿ Ëåììó 53, ïðîäîëæèì îöåíêó

∥u∗�∥pp,p,� ≤ C
∞∑
k=1

∣Δk∣p��p+n−pn−pk max
Δk

∣u(�, �)∣p

≤ C

∞∑
k=1

∣Δk∣��p−1
k max

Δk

∣u(�, �)∣p

≤ C
∞∑
k=1

∣Δk∣
1

∣Δ∗k∣

∫∫
Δ∗k

��p−1∣u(�, �)∣pd�d� ≤ C∥u∥pp,p,�.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. ■

Ïðèëîæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé Òåîðåìû 52 áóäóò äàíû â Ðàçäåëå 5.3.
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Ãëàâà 5

Èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå

â ïðîñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �)
ñî ñìåøàííîé íîðìîé

Ðåçóëüòàòû Ðàçäåëîâ 5.1�5.3 ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [254], [268], [269], à ðå-
çóëüòàòû Ðàçäåëîâ 5.4�5.5 � â ñîâìåñòíûõ ñî Ñ. Ñòåâè÷åì ñòàòüÿõ [271], [272].

5.1 Èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå â âåñîâûõ êëàññàõ

Õàðäè ℎ(p,∞, �) íà ïîëèêðóãå
Êâàçèíîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ℎ(p, �)

(
0 < p ≤ ∞, � = (�1, . . . , �n), �j > 0

)
ñîñòîèò èç òåõ ôóíêöèé f(z), n-ãàðìîíè÷åñêèõ â ïîëèêðóãå Un, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà
êâàçèíîðìà

∥f∥p,� = sup
r∈In

n∏
j=1

(1− rj)�jMp(f ; r).

Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàëûå ïðîñòðàíñòâà ℎ0(p, �) îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè

(1− rj)�jMp(f ; r) = o(1) ïðè rj → 1−

äëÿ êàæäîãî j ∈ [1, n] ïî îòäåëüíîñòè. Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ ℎ(p, �), ñîñòîÿùèõ èç
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì

H(p, �) = H(Un) ∩ ℎ(p, �), H0(p, �) = H(Un) ∩ ℎ0(p, �).

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, �) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïî øêàëå ïðîñòðàíñòâ ñî
ñìåøàííîé íîðìîé, èìåííî

ℎ(p, �) = ℎ(p,∞, �), H(p, �) = H(p,∞, �), ℎ0(p, �) = ℎ0(p,∞, �). (5.1.1)

Ïðè n = 1 ïðîñòðàíñòâà H(p, �) è ℎ(p, �) èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Ôëåòòà [89], [91]
â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâ ñî ñìåøàííîé íîðìîé. Åñëè ãðàäèåíò ôóíêöèè f èìååò êî-
íå÷íóþ íîðìó â ℎ(∞, 1) èëè ℎ0(∞, 1), òî ãîâîðÿò, ÷òî f � ôóíêöèÿ èç êëàññà Áëîõà
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èëè ìàëîãî êëàññà Áëîõà, ñîîòâåòñòâåííî. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Áëîõà,
âêëþ÷àÿ âûñøèå ðàçìåðíîñòè, ìîæíî íàéòè â [37], [227].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℎ
(
p, log(�)

) (
0 < p ≤ ∞, � = (�1, . . . , �n), �j > 0

)
ìíîæåñòâî òåõ

ôóíêöèé f(z), n-ãàðìîíè÷åñêèõ â ïîëèêðóãå Un, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà êâàçèíîðìà

∥f∥p,log(�) = sup
r∈In

(
n∏
j=1

log
e

1− rj

)−�j
Mp(f ; r).

Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ ℎ
(
p, log(�)

)
, ñîñòîÿùèõ èç ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, îáîçíà÷èì

H
(
p, log(�)

)
= H(Un) ∩ ℎ

(
p, log(�)

)
.

Îäíîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà H
(
p, log(�)

)
è áîëåå îáùèå "ïðîèíòåãðèðîâàííûå" ïðîñò-

ðàíñòâà òèïà Õàðäè�Áëîõà áûëè èçó÷åíû â [95].

Ëåììà 54 Åñëè �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 0 < p ≤ 2, òî äëÿ âñåõ u ∈ ℎ(Un)

∥D−�u∥ℎp ≤ C

(∫
Un

(1− ∣z∣)�p−1∣u(z)∣pdm2n(z)

)1/p

. (5.1.2)

Îäíîìåðíàÿ âåðñèÿ (5.1.2) èçâåñòíà è ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç [89, Òåîð.2] è îãðà-
íè÷åííîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé, çàäàííûõ â åäèíè÷íîì êðóãå, ñì. [91]. Íåðàâåíñòâî (5.1.2) ìîæíî çàòåì
äîêàçàòü èòåðàöèåé îäíîìåðíîãî íåðàâåíñòâà.

Ëåììà 55 Åñëè �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 2 ≤ p <∞, òî äëÿ âñåõ u ∈ ℎ(Un)

∥D−�u∥ℎp ≤ C

(∫
In

(1− r)2�−1M2
p (u; r)dr

)1/2

. (5.1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîäèôèêàöèÿ íåðàâåíñòâà òèïà Ëèòòëâóäà�Ïýëè èç Òåîðåìû 9
ïðèâîäèò ê

∥D−�u∥ℎp ≤ C(p, �, n)

∥∥∥∥∥∥(1− r)�u
∥∥
L2(dr/(1−r))

∥∥∥∥
Lp(Tn)

äëÿ âñåõ u ∈ ℎ(Un). Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

∥D−�u∥ℎp ≤ C(p, �, n)

∥∥∥∥(1− r)�
∥∥u∥∥

Lp(Tn)

∥∥∥∥
L2(dr/(1−r))

,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (5.1.3). ■

Òåïåðü óñòàíîâèì íåðàâåíñòâà ðîñòà äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ ℎ(p, �), ℎ
(
p, log(�)

)
.

Â ÷àñòíîñòè, â íèæåñëåäóþùåé òåîðåìå ìû îáîáùèì èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Êëóíè
è Ìàêãðåãîðà [70], Ìàêàðîâà [150], à òàêæå íåðàâåíñòâî Ãèðåëû è Ïåëàåñà [96]. Äëÿ
âñåõ íåðàâåíñòâ ìû äàåì êîðîòêèå è ïðîñòûå äîêàçàòåëüñòâà.

Áóäåì ïèñàòü T : X −→ Y , åñëè T � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç X
â Y , ò.å. ∥Tf∥Y ≤ C∥f∥X ∀f ∈ X.
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Òåîðåìà 53 Ïðè �j > 0 (1 ≤ j ≤ n) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

(i) D−� : ℎ(p, �) −→ ℎ
(
p, log(1/p)

)
, 0 < p ≤ 2, (5.1.4)

(ii) D−� : ℎ(p, �) −→ ℎ
(
p, log(1/2)

)
, 2 ≤ p <∞, (5.1.5)

(iii) D−� : ℎ(p, �) −→ ℎ(∞, 1/p), 0 < p <∞, (5.1.6)

(iv) D−� : ℎ(∞, �) −→ ℎ
(
p, log(1/2)

)
, 0 < p <∞, (5.1.7)

(v) D−� : ℎ(∞, �) −→ ℎ
(
∞, log(1)

)
. (5.1.8)

Âñå ñîîòíîøåíèÿ (5.1.4)�(5.1.8) íàèëó÷øèå â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñîîòíî-
øåíèÿ D−� : X −→ Y ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ ℎ(Un) òàêàÿ, ÷òî ∥D−�f∥Y ≈ ∥f∥X .

Çàìå÷àíèå. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = 1, � = 1 è äëÿ îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ ãîëî-
ìîðôíûõ ôóíêöèé àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èçâåñòíû: äëÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.1.4) ñì.
[96, ñ.461]; äëÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.1.5) ñì. [95, Òåîð.1.1]; äëÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.1.6) ñì. [96,
ñ.467] (p ≥ 1/2); äëÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.1.7) ñì. [70, ñ.364] è [150, ñ.374]; äëÿ ñîîòíîøåíèÿ
(5.1.8) ñì., íàïðèìåð, [96, ñ.460].

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 53.

(i). Ïóñòü u ∈ ℎ(p, �) äëÿ íåêîòîðûõ 0 < p ≤ 2 è �j > 0. Âíà÷àëå ïðèìåíèì Ëåììó
54 ïî îòíîøåíèþ ê ðàñòÿíóòîé ôóíêöèè u�(z) = u(�z), � ∈ In,

Mp(D−�u; �r) ≤ C

(∫
Un

(1− ∣z∣)�p−1∣u(�z)∣pdm2n(z)

)1/p

, �, r ∈ In.

Ëåììà Ôàòó è ïîñëåäóþùàÿ îöåíêà âåäóò ê

Mp
p (D−�u; �) ≤ C

∫
In

(1− r)�p−1Mp
p (u; �r)dr

≤ C∥u∥pp,�
∫
In

(1− r)�p−1

(1− �r)�p
dr ≤ C∥u∥pp,�

n∏
j=1

log
e

1− �j

äëÿ âñåõ � ∈ In. Òàêèì îáðàçîì,

∥D−�u∥p,log(1/p) ≤ C∥u∥p,�, 0 < p ≤ 2. (5.1.9)

Íåðàâåíñòâî (5.1.9) íàèëó÷øåå ââèäó ïðèìåðà

f1(z) =
n∏
j=1

1

(1− zj)�j+1/p
, z ∈ Un. (5.1.10)

Ëåãêî ïîñ÷èòàòü, ÷òî

(1− r)�Mp(f1; r) ≈ 1, Mp(D−�f1; r) ≈

(
n∏
j=1

log
e

1− rj

)1/p

.
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(ii). Ïóñòü u ∈ ℎ(p, �) äëÿ íåêîòîðûõ 2 ≤ p <∞ è �j > 0. Ëåììà 55 âìåñòå ñ ëåììîé
Ôàòó ïðèâîäÿò ê

M2
p (D−�u; �) ≤ C

∫
In

(1− r)2�−1M2
p (u; �r)dr

≤ C∥u∥2
p,�

∫
In

(1− r)2�−1

(1− �r)2�
dr ≤ C∥u∥2

p,�

n∏
j=1

log
e

1− �j

äëÿ âñåõ � ∈ In. Òàêèì îáðàçîì,

∥D−�u∥p,log(1/2) ≤ C∥u∥p,�, 2 ≤ p <∞. (5.1.11)

Ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ëàêóíàðíûì ðÿäîì

f2(z) =
∑
k∈ℤn+

2�1k1 ⋅ ⋅ ⋅ 2�nkn z2k1
1 ⋅ ⋅ ⋅ z2kn

n , z ∈ Un, (5.1.12)

ïðåäîñòàâëÿåò ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé òî÷íîñòü íåðàâåíñòâà (5.1.11). Äåéñòâèòåëüíî,
ïî Òåîðåìå 30

Mp(f2; r) ≈

⎛⎝∑
k∈ℤn+

22�k r2k+1

⎞⎠1/2

≈ r

(1− r)�
≡

n∏
j=1

rj
(1− rj)�j

ïðè r ∈ In. Ïîñëåäíþþ îöåíêó ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [80, ñ.66]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

D−�f2(z) =
1

Γ(�)

∑
k∈ℤn+

2�k
(∫

In
(1− �)�−1�2kd�

)
z2k ,

è

Mp(D−�f2; r) ≈

(
n∏
j=1

log
e

1− rj

)1/2

. (5.1.13)

(iii). Ïóñòü u ∈ ℎ(p, �) äëÿ íåêîòîðûõ 0 < p <∞ è �j > 0. Òîãäà

M∞(D−�u; r) ≤ 1

Γ(�)

∫
In

(1− r)�−1M∞(u; �r)d�

≤ ∥u∥∞,�+1/p
1

Γ(�)

∫
In

(1− �)�−1

(1− �r)�+1/p
d�

≤ C(�, p, n)∥u∥∞,�+1/p
1

(1− r)1/p
.

Ñëåäîâàòåëüíî ∥D−�u∥∞,1/p ≤ C∥u∥∞,�+1/p. Ñîãëàñíî íåïðåðûâíîìó âëîæåíèþ
ℎ(p, �) ⊂ ℎ(∞, � + 1/p) èç Òåîðåìû 40(iv) èìååì

∥D−�u∥∞,1/p ≤ C∥u∥p,�.

Ýòî íåðàâåíñòâî íàèëó÷øåå ââèäó ïðèìåðà (5.1.10), ÷òî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.
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(iv). Ïóñòü u ∈ ℎ(∞, �) äëÿ íåêîòîðûõ 0 < p < ∞ è �j > 0. Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ
(5.1.5) è ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ Mp ïî p,

∥D−�u∥p,log(1/2) ≤ ∥D−�u∥max{2,p},log(1/2) ≤ C∥u∥max{2,p},� ≤ C∥u∥∞,�.

Íåðàâåíñòâî òî÷íîå ââèäó ïðèìåðà (5.1.12). Äåéñòâèòåëüíî, îöåíèâàÿ êàê â äîêàçà-
òåëüñòâå (ii), ìû ïîëó÷àåì (5.1.13) è

M∞(f2; r) ≤
∑
k∈ℤn+

2�k r2k ≈ r

(1− r)�
, r ∈ In.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∥D−�f2∥p,log(1/2) ≈ ∥f2∥∞,�.

(v). Ïóñòü u(z) ∈ ℎ(∞, �) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

M∞(D−�u; r) ≤ 1

Γ(�)

∫
In

(1− �)�−1M∞(u; �r)d�

≤ 1

Γ(�)
∥u∥∞,�

∫
In

(1− �)�−1

(1− �r)�
d� ≤ C�∥u∥∞,�

n∏
j=1

log
e

1− rj
.

Ïîýòîìó ∥D−�u∥∞,log(1) ≤ C∥u∥∞,�. Íåðàâåíñòâî òî÷íîå ââèäó ïðèìåðà

f3(z) = 1/(1− z)�, �j > 0.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 53. ■

5.2 Èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå â êëàññàõ ℎ(p, q, �),

Áëîõà, Õàðäè, BMO, Ëèïøèöà íà ïîëèêðóãå

Êàê áûëî îòìå÷åíî âî Ââåäåíèè, ïåðâûå ðåçóëüòàòû î ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé
íîðìîé ïîÿâèëèñü â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Õàðäè è Ëèòòëâóäà [104], [106], [107], ðàñ-
ñìàòðèâàâøèå ôóíêöèè, ãîëîìîðôíûå â åäèíè÷íîì êðóãå D = U1. Îíè, â ÷àñòíîñòè,
óñòàíîâèëè, ÷òî

D�
(
H(p, q, �)

)
= H(p, q, � + �), 0 < p, q ≤ ∞, � > 0, � + � > 0, (5.2.1)

ãäå D� � îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîçäíåå, Ôëåòò [91] ñó-
ùåñòâåííî óñîâåðøåíñòâîâàë è ðàçâèë ìåòîäû [104], [106], [107]. Ñîîòíîøåíèå (5.2.1)
áûëî ìíîãîêðàòíî ïåðåîòêðûòî è îáîáùåíî â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ èç ℂn è ℝn, à òàê-
æå äëÿ îáùèõ âåñîâûõ ôóíêöèé. Ãîëîìîðôíûå è ïëþðèãàðìîíè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
ñî ñìåøàííîé íîðìîé â åäèíè÷íîì øàðå è â áîëåå îáùèõ îáëàñòÿõ èç ℂn èññëåäîâà-
ëèñü, íàïðèìåð, â [118], [154], [172], [179], [180], [222]. Ñëó÷àé ïîëèêðóãà ñì. [3], [29],
[200], [201], [203], [210], [240].

Íàøà ïåðâàÿ öåëü � ðàñïðîñòðàíèòü è îáîáùèòü ñîîòíîøåíèå (5.2.1) íà n-ãàðìî-
íè÷åñêèå ôóíêöèè â ïîëèêðóãå. Ñëåäóåò îòìåòèòü íåñêîëüêî âàæíûõ ðàçëè÷èé ñ
ðàíåå èçâåñòíûìè ñëó÷àÿìè.
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Åñëè ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà, òî ôóíêöèÿ ∣f ∣p n-ñóáãàðìîíè÷íà äëÿ ëþáîãî
p > 0, à åå èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå Mp(f ; r) âîçðàñòàþò ïî r. Ýòîò ôàêò íàìíîãî
îáëåã÷àåò äîêàçàòåëüñòâî (5.2.1) äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Åñëè ôóíêöèÿ u(z) ïëþðèãàðìîíè÷íà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ãîëî-
ìîðôíîé ôóíêöèè, òî, êàê èçâåñòíî, îïåðàòîð ïëþðèãàðìîíè÷íîãî ñîïðÿæåíèÿ îãðà-
íè÷åí â ℎ(p, q, �) äëÿ âñåõ 0 < p, q ≤ ∞, ñì. [118], [154], [29], [179], [180], [222]. Ïîýòîìó
äëÿ ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé äîêàçàòåëüñòâà ôàêòè÷åñêè ñâîäÿòñÿ ê ñëó÷àþ
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü n-ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè u, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ ∣u∣p
(0 < p < 1) íå îáÿçàòåëüíî n-ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ, à èíòåãðàëüíûå ñðåäíèåMp(u; r), âî-
îáùå ãîâîðÿ, íå ìîíîòîííû ïî r. Ïåðåõîä îò n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ê ãîëîìîðô-
íûì íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó n-ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ
âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó íàì íóæíà íåçàâèñèìàÿ
òåîðèÿ n-ãàðìîíè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé.

Äðóãàÿ îñîáåííîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïåðàòîð D� äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ ìîæåò äåéñòâîâàòü êàê äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
ïî íåêîòîðûì ïåðåìåííûì zj è îäíîâðåìåííî êàê èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ïî äðóãèì
ïåðåìåííûì zk.

Èçâåñòíî íåîáû÷íîå ÿâëåíèå (ñì. Ëåììó 36), ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî â îòëè÷èå
îò H(p, q, �), ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) íå òðèâèàëüíû äëÿ 0 < p < 1 è íåêîòîðûõ
ìóëüòèèíäåêñîâ � = (�1, . . . , �n) ñ íåïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè �j ≤ 0 (ñð. [2],
[159], [160]). Ýòîò ñëó÷àé òàêæå ðàññìîòðåí.

Òåîðåìà 54 Åñëè �j > 0,−∞ < �j < �j (1 ≤ j ≤ n), 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, òî äëÿ
âñåõ n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â Un

∥D−�u∥p,q,�−� ≈ ∥u∥p,q,�. (5.2.2)

Çàìåòèì, ÷òî Òåîðåìà 54 âêëþ÷àåò è äðîáíîå èíòåãðèðîâàíèå, è äðîáíîå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå. Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, îñòàíåòñÿ ëè âåðíîé ñîîòíîøåíèå (5.2.2) äëÿ
ìóëüòèèíäåêñîâ � = (�1, . . . , �n) ñ íåïîëîæèòåëüíûìè �j ≤ 0. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
äàåò ÷àñòè÷íûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà 55 Åñëè �j ≤ 0 ≤ �j (1 ≤ j ≤ n), 0 < p < 1, 0 < q ≤ ∞, òî äëÿ âñåõ
n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â Un

∥D�u∥p,q,�+� ≤ C(p, q, �, �, n)∥u∥p,q,�. (5.2.3)

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 55 ÿâëÿåòñÿ íîâîé äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, òîãäà êàê äëÿ âå-
ñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Õàðäè, q =∞, �+� > 0, è ôóíêöèé, ãàðìîíè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì
øàðå èç ℝn, Òåîðåìà 55 óñòàíîâëåíà Ïàâëîâè÷åì [160, Òåîð.1].

×òîáû äîêàçàòü Òåîðåìû 54 è 55, ìû íà÷íåì ñ íåêîòîðûõ ïîëóãðóïïîâûõ ôîðìóë
äëÿ îïåðàòîðà D� è äðóãîãî ñõîæåãî äðîáíîãî îïåðàòîðà D̃− íà åäèíè÷íîì êðóãå D:

D̃−f(z) :=
1

Γ()

∫ 1

0

(1− �)−1��f(�z)d�, , � > 0, z = r� ∈ D. (5.2.4)

Ìû ìîæåì ðàñïðîñòðàíèòü ýòî îïðåäåëåíèå íà ïîëèêðóã Un ôîðìóëîé ðàçëîæåíèÿ
D̃�f = D̃�1

r1
D̃�2
r2
. . . D̃�nrn f .
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Ëåììà 56 Äëÿ ôóíêöèè f(z), íåïðåðûâíîé â åäèíè÷íîì êðóãå D èìåþò ìåñòî ïî-
ëóãðóïïîâûå ôîðìóëû

(i) D−�−�f = r−�D−�
{
r�D−�f

}
= D̃−�D−�f, �, � > 0, (5.2.5)

(ii) D−�D�f = r−�D−(�−�)
{
r�f
}

= D̃−(�−�)f, � > � > 0, (5.2.6)

(iii) D−�D�f = r−�D�−�
{
r�f
}
, � > � > 0, (5.2.7)

(iv) D−�Dmf = DmD−�f, m ∈ ℤ+, � > 0. (5.2.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïî îïðåäåëåíèÿì îïåðàòîðîâ D�,D�, D̃−� èìååì

D−�−�f = r−�r−�D−�D−�f = r−�D−�
{
r�r−�D−�f

}
= r−�D−�

{
r�D−�f

}
= r−�

1

Γ(�)

∫ 1

0

(1− �)�−1��r�D−�f(�z) d� = D̃−�D−�f.

(ii) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû îáðàùåíèÿ (3.2.1)�(2.1.5) è (5.2.4)�(5.2.5), ïîëó÷àåì äëÿ � >
� > 0

D−�D�f = D−(�−�)−�D�f = r−�D−(�−�)
{
r�D−�D�f

}
= D̃−(�−�)f.

(iii) Âíîâü ïî ôîðìóëàì îáðàùåíèÿ (3.2.1)�(2.1.5) äëÿ � > � > 0 èìååì

D−�D�f = r−�D�−�D−(�−�)D−�
{
D�f

}
= r−�D�−�D−�

{
D�f

}
= r−�D�−�{r�D−�D�f} = r−�D�−�{r�f} = r−�D�−�

{
r�f
}
.

(iv) Èñêîìàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ ðàçëàãàÿ îáå ÷àñòè (5.2.7) è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
êîììóòàòèâíîñòè D−�

{
rmDmf

}
= rmDmD−�f . Ðóòèííûå äåòàëè îïóñêàåì. ■

Çàìå÷àíèå. Èòåðàöèåé ìîæíî ëåãêî âûâåñòè àíàëîãè (5.2.5)�(5.2.8) â âûñøèõ ðàç-
ìåðíîñòÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåì 54 è 55.
Áåç îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî â äîêàçàòåëüñòâàõ ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2. Âî-

ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà ℎ(p, p, �) ðåçóëüòàòû Òåîðåìû 54
íåìåäëåííî ñëåäóþò èòåðàöèåé îäíîìåðíîãî ðåçóëüòàòà. Îäíàêî ïðè p ∕= q èòåðà-
öèÿ íå ðàáîòàåò. Âî-âòîðûõ, îñíîâíîå âíèìàíèå ìû óäåëèì íà ìàëûå çíà÷åíèÿ p, q
(0 < p < 1 èëè 0 < q < 1), òàê êàê äëÿ p, q ≥ 1 ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî äîêàçà-
òåëüñòâ, ïîäõîäÿùèõ ê íàøåé ñèòóàöèè. Òåì íå ìåíåå, ìû äàäèì ïðîñòîå è êîðîòêîå
äîêàçàòåëüñòâî òàêæå è â ñëó÷àå p, q ≥ 1.

Íà÷íåì ñ äðîáíûõ èíòåãðàëîâ, ò.å. êîãäà �j > 0 (1 ≤ j ≤ 2).
Ñëó÷àé 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞. Ïðèìåíèì ñòàðûé ðåçóëüòàò Õàðäè è Ëèòòëâóäà

[104], [106], [88, ñ.490] îá èíòåãðàöèè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà∫
I2

(1− r)(�−�)q−1
(
D−�g(r)

)q
dr ≤ C(�, �, q)

∫
I2

(1− r)�q−1g(r)qdr, (5.2.9)

ãäå g(r) ≥ 0 (r ∈ I2), 1 ≤ q <∞, �j > �j > 0.
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Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî è (5.2.9) áóäåì èìåòü

∥D−�u∥qp,q,�−� =

∫
I2

(1− r)(�−�)q−1
∥∥D−�u∥∥q

Lp(T 2)
dr

≤
∫
I2

(1− r)(�−�)q−1
(
D−�∥u∥Lp(T 2)

)q
dr

≤ C

∫
I2

(1− r)(�−�)q−1∥u∥qLp(T 2)dr = ∥u∥qp,q,�.

Ñëó÷àé 1 ≤ p ≤ ∞, q =∞. Ïîëàãàÿ u ∈ ℎ(p,∞, �), èìååì

(1− r)�Mp(u; r) ≤ ∥u∥p,∞,�, r = (r1, r2) ∈ I2.

Ïî íåðàâåíñòâó Ìèíêîâñêîãî

Mp(D−�u; r) ≤ 1

Γ(�)

∫
I2

(1− �)�−1Mp(u; �r)d�

≤ ∥u∥p,∞,�
1

Γ(�)

∫
I2

(1− �)�−1

(1− r�)�
d� ≤ C(�, �)

∥u∥p,∞,�
(1− r)�−�

.

Ñëåäîâàòåëüíî ∥D−�u∥p,∞,�−� ≤ C∥u∥p,∞,�, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ñëó÷àé 0 < q < 1, 0 < q ≤ p ≤ ∞. Ïóñòü u(z1, z2) ∈ ℎ(p, q, �), è u� � ðàñòÿíóòàÿ

ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå u�(z) = u(�z) = u(�1z1, �2z2), � ∈ I2. Ïîñêîëüêó
q ≤ min{2, p} è ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) ðàñøèðÿþòñÿ ïî q (ñì. Òåîð. 40(iii)), òî ïî
Ëåììàì 54 è 55 ïîëó÷àåì

∥D−�u�∥ℎp ≤ C∥u�∥p,q,�, � ∈ I2,

èëè ýêâèâàëåíòíî
Mp

(
D−�u; �r

)
≤ C∥u�∥p,q,�, r, � ∈ I2,

äëÿ ëþáûõ �j > 0, j = 1, 2. Ïî ëåììå Ôàòó

M q
p

(
D−�u; �

)
≤ lim inf

r1,r2→1−
M q

p

(
D−�u; �r

)
≤ C

∫
I2

(1− r)�q−1M q
p (u; �r)dr = C D−�q

{
M q

p (u; �)
}
.

Èíòåãðèðîâàíèå ñ âåñîì ïî íåðàâåíñòâó (5.2.9) âåäåò ê

∥D−�u∥qp,q,�−� ≤ C

∫
I2

(1− �)(�−�)q−1D−�q
{
M q

p (u; �)
}
d� ≤ C∥u∥qp,q,�.

Ñëó÷àé 0 < p < 1, 0 < p ≤ q <∞. Íåðàâåíñòâî (5.1.2) Ëåììû 54 ïðèâîäèò ê

Mp

(
D−�u; �r

)
≤ C∥u�∥p,p,�, r, � ∈ I2.

äëÿ ëþáûõ �j > 0, j = 1, 2. Ïî ëåììå Ôàòó

Mp
p

(
D−�u; �

)
≤ C

∫
I2

(1− r)�p−1Mp
p (u; �r)dr = C D−�p

{
Mp

p (u; �)
}
.
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Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà â ñòåïåíü q/p ≥ 1 è çàòåì èíòåãðèðóÿ ñ ïðèìå-
íåíèåì (5.2.9), ïîëó÷àåì

∥D−�u∥qp,q,�−� ≤ C

∫
I2

(1− �)p(�−�)q/p−1
[
D−�pMp

p (u; �)
]q/p

d� ≤ C∥u∥qp,q,�.

Ñëó÷àé 0 < p < 1, q = ∞ äîêàçûâàåòñÿ ïðîùå. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî
äëÿ äðîáíûõ èíòåãðàëîâ çàâåðøåíî.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó ñëó÷àÿ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ, ò.å. êîãäà �j ≥
0 (1 ≤ j ≤ 2). Ìû ñîâìåñòèì äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñëó÷àÿ è Òåîðåìû 55. Äëÿ ëþ-
áîãî � = (�1, �2), �j ∈ ℝ è ôóíêöèè u(z) = u(r�) ∈ ℎ(p, q, �) íàì íóæíî äîêàçàòü
íåðàâåíñòâî

∥D�u∥p,q,�+� ≤ C∥u∥p,q,�. (5.2.10)

Âíà÷àëå äîêàæåì (5.2.10) äëÿ ìóëüòèèíäåêñîâ � = m = (m1,m2) ñ öåëûìè mj ∈ ℤ+.
Ñëó÷àé 0 < p ≤ q < ∞. Äëÿ çàäàííîé òî÷êè z = (z1, z2) = (r1w1, r2w2) ∈ U2

îïðåäåëèì áèêðóã Bz = Bz1 × Bz2 , ãäå Bzj = {� ∈ ℂ : ∣�j − zj∣ < (1 − rj)/2}, j = 1, 2.
Íåðàâåíñòâà Êîøè äëÿ n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé è èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Õàðäè-
Ëèòòëâóäà-Ôåôôåðìàíà-Ñòåéíà î ñóáãàðìîíè÷åñêîì ïîâåäåíèè ôóíêöèè ∣u∣p âåäóò
ê "äèôôåðåíöèðîâàííîìó" âàðèàíòó (ñð. [2], [89], [200], [201]):

∣Dmu(z1, z2)∣p ≤ C(p,m)

∣Bz1 ∣∣Bz2∣(1− r1)m1p(1− r2)m2p

∫∫
Bz1×Bz2

∣u(�1, �2)∣pdm4(�),

ãäå ∣Bzj ∣ � ïëîùàäü êðóãà Bzj . Ïðè � = (�1, �2) ∈ Bz èìååì

�′j < ∣�j∣ = �j < �′′j , where �′j = max

{
0,

3rj − 1

2

}
, �′′j =

1 + rj
2

,

äëÿ j = 1, 2. Ñëåäîâàòåëüíî

1

2
(1− rj) < 1− ∣�j∣ <

3

2
(1− rj) , j = 1, 2.

Îòñþäà è èç ïðîñòîãî íåðàâåíñòâà

∣1− �j z̄j∣ < 3(1− ∣�j∣), ∣zj∣ < 1, �j ∈ Bzj ,

ñëåäóåò, ÷òî

∣Dmu(z1, z2)∣p ≤ C(m, p)

∫
Bz1

∫
Bz2

∣u(�1, �2)∣p dm2(�1) dm2(�2)

∣1− �1z̄1∣2+m1p∣1− �2z̄2∣2+m2p
. (5.2.11)

Çàòåì ðàñøèðèì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â (5.2.11) äî êîëåö �′j < ∣�j∣ < �′′j (j = 1, 2)
è ïðîèíòåãðèðóåì ïî òîðó T 2:

Mp
p (Dmu; r1, r2) ≤ C(m, p)

(1− r1)1+m1p(1− r2)1+m2p

�′′1∫
�′1

�′′2∫
�′2

Mp
p (u; �1, �2)d�1d�2.
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Ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà ñ èíäåêñàìè q/p ≥ 1 è q/(q − p) ïîëó÷àåì

Mp
p (Dmu; r1, r2) ≤ C(m, p)

(1− r1)m1p(1− r2)m2p

⎡⎢⎣ �′′1∫
�′1

�′′2∫
�′2

M q
p (u; �1, �2) d�1 d�2

(1− �1)(1− �2)

⎤⎥⎦
p/q

,

è
2∏
j=1

(1− rj)(�j+mj)q−1M q
p (Dmu; r) ≤ C

2∏
j=1

(1− rj)�jq−1

�′′1∫
�′1

�′′2∫
�′2

M q
p (u; �)d�1 d�2

(1− �1)(1− �2)
.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî I2 è ïðèìåíèì òåîðåìó Ôóáèíè

∥Dmu∥qp,q,�+m ≤ C

1∫
0

1∫
0

2∏
j=1

(1− rj)�jq−1

⎡⎢⎣ �′′1∫
�′1

�′′2∫
�′2

M q
p (u; �) d�1 d�2

(1− �1)(1− �2)

⎤⎥⎦ dr1dr2

≤ C

1∫
0

1∫
0

M q
p (u; �)

2∏
j=1

⎡⎢⎣ (2�j+1)/3∫
max{0,2�j−1}

(1− rj)�jq−1drj

⎤⎥⎦ d�1 d�2

(1− �1)(1− �2)

≤ C

1∫
0

1∫
0

M q
p (u; �)

2∏
j=1

(1− �j)�jq
d�1 d�2

(1− �1)(1− �2)
≤ C(p, q, �,m)∥u∥qp,q,�.

Ñëó÷àé 0 < q < p ≤ ∞. Çàïèøåì íåðàâåíñòâî (5.2.11) ñ q âìåñòî p

∣Dmu(z1, z2)∣q ≤ C(m, q)

∫
Bz1

∫
Bz2

∣u(�1, �2)∣q dm2(�1) dm2(�2)

∣1− �1z̄1∣2+m1q ∣1− �2z̄2∣2+m2q

≤ C(m, q)

�′′1∫
�′1

�′′2∫
�′2

[∫
T 2

∣u(�1t1w1, �2t2w2)∣q dm2(t)

∣1− �1r1t1∣2+m1q∣1− �2r2t2∣2+m2q

]
�1�2d�1d�2,

ãäå z = rw, � = �t, r, � ∈ I2, w, t ∈ T 2. Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî ñ ïîêàçà-
òåëåì p/q ≥ 1

M q
p (Dmu; r1, r2) ≤ C(m, q)

(1− r1)1+m1q(1− r2)1+m2q

�′′1∫
�′1

�′′2∫
�′2

M q
p (u; �1, �2)d�1d�2.

Îñòàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü è ïðèìåíèòü òåîðåìó Ôóáèíè.
Ñëó÷àé q =∞ ïðîùå, ïîýòîìó åãî ïðîïóñòèì.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ m = (m1,m2), mj ∈ ℤ+ ìû äîêàçàëè, ÷òî

∥Dmu∥p,q,�+m ≤ C∥u∥p,q,�.

Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé ìóëüòèèíäåêñ � = (�1, �2), �j ≥ 0 è ïîëîæèì mj−1 <
�j ≤ mj (mj ∈ ℤ+).
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Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëóãðóïïîâûìè ôîðìóëàìè èç Ëåììû 56. Êàê ëåãêî âèäåòü, èí-
òåãðàë (5.2.4) îòëè÷àåòñÿ îò D− òîëüêî íåñóùåñòâåííûì ìíîæèòåëåì �� â ïîäûíòå-
ãðàëüíîì âûðàæåíèè. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùåé ÷àñòè íàñòîÿùåé òåîðåìû
ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ D̃−�. Ñëåäîâàòåëüíî∥∥D(�1,�2)u

∥∥
p,q,�+�

=
∥∥D̃(−(m1−�1),−(m2−�2))D(m1,m2)u

∥∥
p,q,�+�

≤ C
∥∥D(m1,m2)u

∥∥
p,q,�+m

≤ C∥u∥p,q,�.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñìåøàííûé ñëó÷àé, êîãäà �1 ≤ 0 ≤ �2, ò.å. îïåðàòîð D(�1,�2)

äåéñòâóåò êàê ïåðâîîáðàçíàÿ ïî r1 è êàê ïðîèçâîäíàÿ ïî r2. Ïóñòü 0 < p ≤ ∞, 0 <
q <∞, �j < �j è îáîçíà÷èì v(z1, z2) := D−�2u(z1, z2). Òîãäà â ñèëó äîêàçàííîé ÷àñòè
äàííîé òåîðåìû è ïî òåîðåìå Ôóáèíè

∥D−�u∥qp,q,�−�

=

∫ 1

0

(1− r2)(�2−�2)q−1

[∫ 1

0

(1− r1)(�1−�1)q−1M q
p (D−�1r1

v; r1, r2)dr1

]
dr2

≤ C

∫ 1

0

(1− r2)(�2−�2)q−1

[∫ 1

0

(1− r1)�1q−1M q
p (v; r1, r2)dr1

]
dr2 ≤ C∥u∥qp,q,�.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíû îáå Òåîðåìû 54 è 55. ■

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïåðâàÿ èç íèõ "î-
ìàëàÿ" âåðñèÿ Òåîðåìû 54.

Òåîðåìà 56 Ïóñòü u(z) � n-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Un, è �j > 0, �j > �j (1 ≤
j ≤ n), 0 < p ≤ ∞.

(i) Åñëè 0 < q <∞ è u ∈ ℎ(p, q, �), òî äëÿ êàæäîãî j ∈ [1, n]

(1− r)�−�Mp(D−�u; r) = o(1) ïðè rj → 1− .

(ii) Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû äëÿ êàæäîãî j ∈ [1, n]

(1− r)�Mp(u; r) = o(1) ïðè rj → 1−,
(1− r)�−�Mp

(
D−�u; r

)
= o(1) ïðè rj → 1− .

Òåîðåìà 57 Òåîðåìû 54�56 îñòàþòñÿ â ñèëå äëÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ D−�

èëè D̃−� âçàìåí D−�, è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ D� âçàìåí D�, à òàêæå
äëÿ îáû÷íûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ÷àñòíîñòè,

∥D−�u∥p,q,�−� ≈ ∥u∥p,q,�, �j > �j > 0, 0 < p, q ≤ ∞,
∥D̃−�u∥p,q,�−� ≤ C∥u∥p,q,�, �j > �j > 0, 0 < p, q ≤ ∞,
∥∂�u∥p,q,�+� ≤ C∥u∥p,q,�, �j ≤ 0, 0 < p < 1, 0 < q ≤ ∞,
∥∂�u∥p,q,�+� ≤ C∥u∥p,q,�, �j > 0, 0 < p, q ≤ ∞,

ãäå ∂� = ∂�1 ⋅ ⋅ ⋅ ∂�n, è ∂�j îáîçíà÷àåò ñìåøàííóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà
�j ∈ ℤ+ ïî ïåðåìåííûì rj è �j (zj = rje

i�j).
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Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ Òåîðåì 54�57 òåïåðü îïðåäåëèì è èçó÷èì äâà ðàçëè÷íûõ
ïðîñòðàíñòâà Áëîõà ℬ è ℬℎ ôóíêöèé, n-ãàðìîíè÷åñêèõ â Un. Ïåðâîå ïðîñòðàíñòâî ℬ
ñîîòâåòñòâóåò ââåäåííîìó Òèìîíè [227] äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â Un (ñì. òàêæå
[65]), òîãäà êàê âòîðîå ïðîñòðàíñòâî ℬℎ ñîãëàñîâàíî ñ îïðåäåëåíèåì ïðîñòðàíñòâ
ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé ïðè p = q =∞ (ñì. òàêæå [65], [240]).

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ u(z), n-ãàðìîíè÷åñêàÿ â Un, ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó Áëîõà ℬ = ℬ(Un) èëè ℬℎ = ℬℎ(Un), åñëè

∥u∥ℬ = ∣u(0)∣+ max
1≤j≤n

sup
z∈Un

(1− ∣zj∣)
∣∣∣∣ ∂∂rj u(z)

∣∣∣∣ < +∞,

∥u∥ℬℎ = sup
z∈Un

(1− ∣z∣)∣D1u(z)∣ < +∞,

ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü D1u(z) = D1
{
ru(z)

}
=

∂n

∂r1 ⋅ ⋅ ⋅ ∂rn
{
r1 ⋅ ⋅ ⋅ rnu(r�)

}
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∥u∥ℬ ≈ ∣u(0)∣+
n∑
j=1

sup
z∈Un

(1− ∣zj∣)
∣∣∣∣ ∂∂rj u(z)

∣∣∣∣ ,
∥u∥ℬℎ = ∥D1u∥∞,∞,1 ≈ sup

1/2<r1,⋅⋅⋅ ,rn<1

n∏
j=1

(1− rj)M∞(D1u; r).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ℬℎ ñòðîãî øèðå, ÷åì ℬ.

Òåîðåìà 58 Âëîæåíèå ℬ ⊂ ℬℎ íåïðåðûâíî è ñòðîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì u ∈ ℬ(U2). Ïîñêîëüêó

D1 = 1 + r1
∂

∂r1

+ r2
∂

∂r2

+ r1r2
∂2

∂r1∂r2

,

òî

∥u∥ℬℎ = sup
z∈U2

(1− ∣z1∣)(1− ∣z2∣)∣D1u(z1, z2)∣

≤ sup
z∈U2

(1− r1)(1− r2)

∣∣∣∣ ∂u∂r1

∣∣∣∣+ sup
z∈U2

(1− r1)(1− r2)

∣∣∣∣ ∂u∂r2

∣∣∣∣
+ sup

z∈U2

(1− r1)(1− r2)∣u(z1, z2)∣+ sup
z∈U2

(1− r1)(1− r2)

∣∣∣∣ ∂2u

∂r1∂r2

∣∣∣∣
≡ I1 + I2 + I3 + I4.

ßñíî, ÷òî âûðàæåíèÿ I1 è I2 ìàæîðèðóþòñÿ íîðìîé ∥u∥ℬ. Äëÿ îöåíêè I3 è I4 âîñ-
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ïîëüçóåìñÿ Òåîðåìîé 57,

I3 = sup
0<r2<1

(1− r2)
[

sup
0<r1<1

(1− r1)∣u(z1, z2)∣
]

≤ C sup
0<r2<1

(1− r2)

(
∣u(0, z2)∣+ sup

0<r1<1
(1− r1)2

∣∣∣∣∂u(z1, z2)

∂r1

∣∣∣∣)
≤ C∣u(0, 0)∣+ C sup

0<r2<1
(1− r2)2

∣∣∣∣∂u(0, z2)

∂r2

∣∣∣∣+ C sup
0<r1,r2<1

(1− r1)

∣∣∣∣∂u(z1, z2)

∂r1

∣∣∣∣
≤ C∥u∥ℬ,

I4 = sup
z∈U2

(1− r1)(1− r2)

∣∣∣∣ ∂2u

∂r1∂r2

∣∣∣∣ ≤ C sup
z∈U2

(1− r1)

∣∣∣∣ ∂u∂r1

∣∣∣∣ ≤ C∥u∥ℬ.

Òàêèì îáðàçîì, ∥u∥ℬℎ ≤ C∥u∥ℬ. Îáðàòíîå âëîæåíèå ëîæíî ââèäó ïðèìåðà f0(z1, z2) =∏2
j=1 log e

1−zj , êîòîðûé ïðèíàäëåæèò ℬℎ(U2), íî íå ℬ(U2). Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.
■

Áîëåå øèðîêîå ïðîñòðàíñòâî Áëîõà ℬℎ îáëàäàåò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ. Â îòëè÷èå
îò ℬ, ïðîñòðàíñòâî Áëîõà ℬℎ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì L∞(Un) ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà òèïà
Áåðãìàíà

T�,(u)(z) =
(1− ∣z∣2)

Γ(� + )

∫
Un

(1− ∣�∣2)�−1P�+(z, �)u(�)dm2n(�),

ãäå P�+ = D�+P � ÿäðî Ïóàññîíà�Áåðãìàíà, ñì. (3.2.2). Èìåííî, îòîáðàæåíèå T�,0 :
L∞(Un) −→ ℬℎ îãðàíè÷åíî è ñþðúåêòèâíî. À îòîáðàæåíèå T�, : ℬℎ −→ L∞(Un)
îãðàíè÷åíî ïðè �j, j > 0 (1 ≤ j ≤ n), ñì. Ðàçäåë 3.2.

Òåîðåìà 59 Åñëè �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), òî D−�
(
ℎ(∞,∞, �)

)
= ℬℎ ñ ýêâèâàëåíòíûìè

íîðìàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òèïè÷íûé ñëó÷àé 0 < �1 < 1 < �2. Â ñèëó ïîëóãðóïïî-
âûõ ôîðìóë Ëåììû 56

D(1,1)D−(�1,�2)u = D−�1
r1
D−�2
r2
D1
r1
D1
r2
u = r−�1

1 D̃−(�2−1)
r2

D1−�1
r1

{
r�1

1 u
}
.

Ñëåäîâàòåëüíî ïî Òåîðåìàì 54 è 57

∥D−(�1,�2)u∥ℬℎ = ∥D(1,1)D−(�1,�2)u∥∞,∞,(1,1)

≈
∥∥D̃−(�2−1)

r2
D1−�1
r1

{
r�1

1 u
}∥∥
∞,∞,(1,1)

≈
∥∥D1−�1

r1

{
r�1

1 u
}∥∥
∞,∞,(1,�2)

≈ ∥u∥∞,∞,(�1,�2).

■

Íàø ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î äèôôåðåíöèðîâàíèè â êëàññàõ Õàðäè n-ãàðìîíè-
÷åñêèõ ôóíêöèé.
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Òåîðåìà 60 Åñëè �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 1 < p ≤ q ≤ ∞, 2 ≤ q ≤ ∞, 1 < p ≤ p1 ≤ ∞,
òî

D� : ℎp −→ ℎ(p, q, �), (5.2.12)

D� : ℎp −→ ℎ(p1, q, � + 1/p− 1/p1), (5.2.13)

D� : ℎp −→ ℎ(p,∞, �), 0 < p ≤ ∞. (5.2.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (5.2.12) âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà òèïà Ëèòòë-
âóäà�Ïýëè (ñì. Òåîðåìó 8)∥∥∥∥(1− r)�D�u∥Lq(dr/(1−r))∥∥∥

Lp(Tn)
≤ C(p, q, �, n)∥u∥ℎp ,

è èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî â ôîðìå∥∥∥∥F (�, �)∥Lp(d�)

∥∥∥
Lq(d�)

≤
∥∥∥∥F (�, �)∥Lq(d�)

∥∥∥
Lp(d�)

, 0 < p ≤ q ≤ ∞. (5.2.15)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u(z) èç ℎp (p <∞) èìååì

∥D�u∥p,q,� ≤
∥∥∥∥(1− r)�D�u∥Lq(dr/(1−r))∥∥∥

Lp(Tn)
≤ C∥u∥ℎp .

Âòîðîå ñîîòíîøåíèå (5.2.13) íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ ñîâìåùåíèåì (5.2.12) è âëî-
æåíèÿ (iv) Òåîðåìû 40.

Òðåòüå ñîîòíîøåíèå (5.2.14) ñîäåðæèòñÿ â Òåîðåìàõ 8 (ïðè 1 ≤ p ≤ ∞) è 55 (ïðè
0 < p < 1). ■

Çàìå÷àíèå. Îäèí èç ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ â Òåîðåìå 60

D1 : ℎ1 −→ ℎ(1, 1, 1)

íå èìååò ìåñòà äàæå äëÿ ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé. Ìåðãåëÿí [19]
è ïîçäíåå Ðóäèí [176] (ñì. òàêæå óïðàæíåíèÿ ê Ãëàâå 6 èç [4]) ïîñòðîèëè ïðèìåð
îãðàíè÷åííîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè (ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå), ó êîòîðîé ïðîèçâîä-
íàÿ íåèíòåãðèðóåìà â êðóãå, ò.å. íå ïðèíàäëåæèò êëàññó H(1, 1, 1).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èíòåãðèðîâàíèþ â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîðìîé.

Òåîðåìà 61 Åñëè �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), òî

D−� : ℎ(p, p, �) −→ ℎp, 0 < p ≤ 2, (5.2.16)

D−� : ℎ(p, 2, �) −→ ℎp, 2 ≤ p <∞, (5.2.17)

èëè, îáúåäèíÿÿ,

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp, 0 < p <∞, 0 < q ≤ min{2, p}. (5.2.18)

Ïðè ýòîì ýòè ñîîòíîøåíèÿ òî÷íû â òîì ñìûñëå, ÷òî èíäåêñ q íåëüçÿ óâåëè÷èòü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèÿ (5.2.16), (5.2.17), (5.2.18) ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ
óòâåðæäåíèÿìè Ëåìì 54 è 55. Ïîêàæåì òî÷íîñòü ýòèõ ñîîòíîøåíèé.

Ïðè 0 < p ≤ 2, q > p ëîæíîñòü ñîîòíîøåíèÿ (5.2.18) ìîæíî äîêàçàòü êîíòðïðè-
ìåðîì, ñì. (2.3.10),

F�+1/p,�(z) = (1− z)−�−1/p

(
log

e

1− z

)−�
=

n∏
j=1

(1− zj)−�j−1/p

(
log

e

1− zj

)−�j
, z ∈ Un,

ãäå � = (�1, . . . , �n), � = (�1, . . . , �n), �j > 0, 1/q < �j < 1/p, 1 ≤ j ≤ n. Ïî Ëåì-
ìå 31(a) ôóíêöèÿ F�+1/p,�(z) ∈ H(p, q, �), íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, åå ïåðâîîáðàçíàÿ
ïîðÿäêà �

D−�F�+1/p,�(z) ≈ F1/p,�(z) = (1− z)−1/p

(
log

e

1− z

)−�
, z ∈ Un,

íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè Hp(Un). Äåéñòâèòåëüíî, ïî Ëåììå 30

Mp
p

(
D−�F�+1/p,�; r

)
=

∫
Tn

dmn(�)

∣1− r�∣
∣∣∣log e

1−r�

∣∣∣�p ≈
(

log
e

1− r

)1−�p

→ +∞

ïðè rj → 1−.
Ïðè 2 < p <∞, q > 2 ëîæíîñòü ñîîòíîøåíèÿ (5.2.18) ìîæíî äîêàçàòü êîíòðïðè-

ìåðîì

f0(z) =
∑
k∈ℤn+

2�k√
k + 1

z2k , z ∈ Un.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ f0(z) ∈ H(p, q, �) ïî Òåîðåìå 36, òàê êàê åå êîýôôèöèåíòû
ak = 2�k√

k+1
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

∑
k∈ℤn+

∣ak∣q

2�kq
=
∑
k∈ℤn+

1

(k + 1)q/2
< +∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f0 ïîðÿäêà �

D−�f0(z) ∼
∑
k∈ℤn+

1√
k + 1

z2k ,

ïî Òåîðåìå 30 íå ïðèíàäëåæèò êëàññó H2(Un), èáî åå êîýôôèöèåíòû bk = (k+ 1)−1/2

íå ïðèíàäëåæàò ìàëîìó êëàññó ℓ2, è çíà÷èò D−�f0 íå ïðèíàäëåæèò íè êàêîìó êëàññó
Õàðäè Hp(Un). ■

Òåîðåìà 62 Åñëè �j > 0, �j < �j < �j + 1/p (1 ≤ j ≤ n), 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞,
p0 = min

1≤j≤n
1/(�j + 1/p− �j), òî èìåþò ìåñòî òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎs, 0 < s < p0, (5.2.19)

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp0 , 0 < q ≤ p0. (5.2.20)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëèøü (5.2.19), òàê êàê ñîîòíîøåíèå (5.2.20) ìîæíî äî-
êàçàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Ïóñòü âíà÷àëå 1 ≤ p ≤ ∞. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (5.2.19) äëÿ íàèáîëåå øèðîêèõ
êëàññîâ ℎ(p, q, �), 1 ≤ q ≤ ∞, è íàèáîëåå óçêèõ êëàññîâ ℎs, 1 < s < p0. Çàìåòèì,
÷òî p < p0, òàê êàê p < 1/(�j + 1/p − �j), j = 1, 2. Ïîýòîìó ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
1 ≤ p < s < p0. Ïóñòü u(z1, z2) ∈ ℎ(p, q, �) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ â U2. Äëÿ
ëþáîãî r ∈ I2 îïðåäåëèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà Ls

′
(T 2), ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé

'(z1, z2) = D−�u(z1, z2):

F'(g) =

∫
T 2

'(r1�1, r2�2) g(�1, �2) dm2(�), g ∈ Ls′(T 2).

Ôóíêöèîíàë F' ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F'(g) =
1

Γ(�)

∫
I2

(1− �)�−1

(∫
T 2

u(�1r1�1, �2r2�2) g(�1, �2) dm2(�)

)
d�.

Èíòåãðàë Ïóàññîíà ôóíêöèè g îáîçíà÷èì ÷åðåç v(z1, z2). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè,
äëÿ âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ïîëó÷àåì∫

T 2

u(�1r1�1, �2r2�2) g(�1, �2) dm2(�)

=

∫
T 2

g(�1, �2)

[∫
T 2

P (
√
� r �, w)u(

√
� w) dm2(w)

]
dm2(�)

=

∫
T 2

u(
√
� w) v(

√
� r w) dm2(w).

Ïîäñòàâëÿÿ áóäåì èìåòü

F'(g) =
1

Γ(�)

∫
I2

(1− �)�−1

(∫
T 2

u(
√
� �) v(

√
� r �) dm2(�)

)
d�.

Çàòåì äâàæäû ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ïîëó÷àåì

∣F'(g)∣ ≤ 1

Γ(�)

∫
I2

(1− �)�−1Mp(u;
√
�)Mp′(v;

√
� r) d�

≤ C�

∫
I2

(1− �)�−1(1− �)�−�Mp(u; �)Mp′(v; �)
d�

1− �
≤ C�∥u∥p,q,�∥v∥p′,q′,�−�.

Ñîãëàñíî âëîæåíèÿì (i) è (ix) Òåîðåìû 40

∥v∥p′,q′,�−� ≤ ∥v∥p′,q′,min{�1−�1,�2−�2} ≤ C∥v∥ℎs′ ,

ïîñêîëüêó 1 < s′ < p′ ≤ ∞, è óñëîâèå min{�1−�1, �2−�2} > 1/s′− 1/p′ ðàâíîñèëüíî
óñëîâèþ s < p0. Ïîýòîìó

∣F'(g)∣ ≤ C�∥u∥p,q,�∥v∥ℎs′ .

Â ñèëó äâîéñòâåííîñòè
(
Ls
′)∗

= Ls èìååì

∥'∥ℎs = ∥F'∥ = sup
{
∣F'(g)∣; ∥g∥Ls′ = 1

}
≤ C∥u∥p,q,�.
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Òåïåðü ïóñòü 0 < p < 1. Îáîçíà÷èì " := p0 − s > 0 è áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà
ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1 ≤ p0 <∞. Ïîñêîëüêó

s = p0 − " = min
1≤j≤2

1

(�j + 1/p− 1/p0) + 1/p0 − �j
− ",

òî ìû âïðàâå ïðèìåíèòü äîêàçàííóþ ÷àñòü äàííîé òåîðåìû (èáî p0 ≥ 1), à òàêæå
âëîæåíèå (iv) Òåîðåìû 40

∥D−�u∥ℎs ≤ C∥u∥p0,q,�+1/p−1/p0 ≤ C∥u∥p,q,�.

Ñëó÷àé 0 < p0 ≤ 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî p < p0. Äàëåå, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî s > p, èáî
äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü óçêèå êëàññû ℎs. Ïîýòîìó 0 < p < s < p0 ≤ 1. Ñîãëàñíî
Òåîðåìå 61, (5.2.16) è âëîæåíèÿì (iv), (vi), (i) Òåîðåìû 40, ïîëó÷àåì

∥D−�u∥ℎs ≤ C∥u∥s,s,� ≤ C∥u∥p,s,�−1/p+1/s ≤ C∥u∥p,q,�,

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îáîñíîâàíî ââèäó �j − 1/p + 1/p0 > �j (1 ≤ j ≤ 2), ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåïåðü óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (5.2.20) òî÷íî â ñìûñëå, ÷òî äëÿ p0 < q ≤
∞ ñîîòíîøåíèå (5.2.20) ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì. Ïðèãîäíûì êîíòðïðèìåðîì ìîæåò
ñëóæèòü ôóíêöèÿ

F�+1/p,�(z) =
1

(1− z)�+1/p
(
log e

1−z

)� , 1

q
< �j <

1

p0

, z ∈ U2.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 61, ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî

F�+1/p,�(z) ∈ H(p, q, �), íî D−�F�+1/p,�(z) /∈ Hs(Un).

À ñîîòíîøåíèå (5.2.19) â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ðàñïðîñòðàíèòü íà s = p0. Òî÷íåå,
ñîîòíîøåíèå (5.2.19) ñ s = p0 ñïðàâåäëèâî äëÿ q ≤ p0 è ëîæíî äëÿ q > p0, êàê
äîêàçàíî âûøå. ■

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå è äëÿ 0 < p, � < 1,
s = p, q =∞, � = 1 ñîîòíîøåíèå (5.2.19) äîêàçàíî â [96].

Òåîðåìà 63 Åñëè 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ 1, �j + 1/p > 0 (1 ≤ j ≤ n), òî

D−�−1/p : ℎ(p, q, �) −→ ℎ∞, (5.2.21)

Áîëåå òîãî, ïðè ïðîèçâîëüíîì u ∈ ℎ(p, q, �) ôóíêöèþ D−�−1/pu ìîæíî íåïðåðûâíî
ïðîäîëæèòü âïëîòü äî òîïîëîãè÷åñêîé ãðàíèöû ïîëèêðóãà Un, ò.å.

D−�−1/p : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(Un) ∩ C(Un).

Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (5.2.21) òî÷íîå, à èìåííî ïðè 1 < q ≤ ∞ ñóùåñòâóþò
íåîãðàíè÷åííûå ôóíêöèè èç D−�−1/p

(
ℎ(p, q, �)

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(r�) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà ℎ(p, q, �). Ïðè p =∞
î÷åâèäíî, ÷òî

M∞(D−�u; r) ≤ C�∥u∥∞,1,� ≤ C∥u∥∞,q,�. (5.2.22)

Åñëè æå 0 < p <∞, òî èç (5.2.22) è âëîæåíèÿ (iv) Òåîðåìû 40 ïîëó÷àåì

∥D−�−1/pu∥ℎ∞ ≤ C(�, p)∥u∥∞,1,�+1/p ≤ C∥u∥∞,1,� ≤ C∥u∥∞,q,�.

Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

D−�−1/pu(z) =
1

Γ(� + 1/p)

∫
In

(1− �)�+1/p−1u(�z)d�, z ∈ Un,

ïî z ∈ Un, ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè D−�−1/pu(z) â Un.
Ñîîòíîøåíèå (5.2.21) íåëüçÿ ðàñïðîñòðàíèòü íà çíà÷åíèÿ 1 < q ≤ ∞. Ôóíêöèÿ

F�+1/p,(z) =
1

(1− z)�+1/p
(
log e

1−z

) , 1

q
< j ≤ 1, z ∈ Un,

ìîæåò ñëóæèòü ñîîòâåòñòâóþùèì êîíòðïðèìåðîì. Êàê è â ïðåäûäóùèõ äâóõ òåîðå-
ìàõ, ïîêàçûâàåì, ÷òî

F�+1/p,(z) ∈ H(p, q, �), íî D−�−1/pF�+1/p,(z) /∈ H∞(Un),

èáî

D−�−1/pF�+1/p,(z) =
1

Γ(� + 1/p)

∫
In

(1− �)�+1/p−1

(1− �z)�+1/p
(

log e
1−�z

) d�
∼ 1

Γ(� + 1/p)

∫
In

1

(1− �)
(

log e
1−�

) d� = +∞

ïðè z → (1, 1, . . . , 1). ■

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî n-ãàðìîíè÷åñêàÿ â Un ôóíêöèÿ u(z) ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó Ëèïøèöà ℎΛ� � = (�1, . . . , �n), �j > 0, åñëè D�u(z) ∈ ℎ(∞,∞, � − �) äëÿ
íåêîòîðîãî ìóëüòèèíäåêñà � = (�1, . . . , �n), �j > �j. Íîðìà â ℎΛ� çàäàåòñÿ êàê

∥u∥Λ� = ∥D�u∥∞,∞,�−�.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ �, �j > �j, ñîãëàñíî Òåîðåìå 54, ïîÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå íîðìû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç HΛ� ïîäïðîñòðàíñòâî ℎΛ�, ñîñòîÿùåå èç ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â
Un. Â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà

ℎΛ� = ℎΛ∞,∞� , HΛ� = HΛ∞,∞� .

Òåîðåìà 64 Åñëè �j > 0, �j > �j + 1/p (1 ≤ j ≤ n), 0 < p, q ≤ ∞, òî

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎΛ�−�−1/p.

Áîëåå òîãî, äëÿ 0 < p, q ≤ ∞, �j, �j, j > 0,

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎΛ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j ≤ �j − �j − 1/p (1 ≤ j ≤ n).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ ℎ(p, q, �) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ñîãëàñíî íåïðå-
ðûâíûì âëîæåíèÿì (iii) è (iv) Òåîðåìû 40, ℎ(p, q, �) ⊂ ℎ(∞,∞, � + 1/p). Ñëåäîâà-
òåëüíî

(1− r)�−(�−�−1/p)M∞
(
D�D−�u; r

)
= O(1), r ∈ In.

Òàêèì îáðàçîì, D−�u ∈ ℎΛ�−�−1/p, ïðè ýòîì ∥D−�u∥Λ�−�−1/p
≤ C∥u∥p,q,�.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò èíäåêñ j ∈ [1, n], ñêàæåì j = 1, òàêîé,
÷òî 1 > �1 − �1 − 1/p. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé C
íåðàâåíñòâî ∥D−�u∥Λ ≤ C∥u∥p,q,� ëîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
a = (a1, . . . , an) ∈ Un è ìóëüòèèíäåêñà � = (�1, . . . , �n), �j > �j + 1/p, 1 ≤ j ≤ n,
îïðåäåëèì ôóíêöèþ f�,a(z) = 1/(1− āz)�. Ïðîñòàÿ îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

∥D−�f�,a∥ℎΛ

∥f�,a∥p,q,�
≈ 1

(1− ∣a∣)−(�−�−1/p)
.

Óñòðåìëÿÿ ∣a1∣ → 1, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ∥D−�u∥Λ ≤ C∥u∥p,q,�. ■

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî n-ãàðìîíè÷åñêàÿ â Un ôóíêöèÿ u(z) ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó BMOh, åñëè êîíå÷íà íîðìà

∥u∥BMOℎ = sup
w∈Un

(∫
Un

(1− ∣w∣2)�(1− ∣z∣2)2k−1

∣1− zw̄∣�+1
∣Dku(z)∣2dm2n(z)

)1/2

,

ãäå kj > 0, �j > 0, 1 ≤ j ≤ n.
Äëÿ ðàçëè÷íûõ k è � ïîÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå íîðìû.
Ïðè n = 1 ýòà íîðìà ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé íîðìå â BMO äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ

ôóíêöèé (ñì. [4]), ò.å. u ∈ BMOℎ îçíà÷àåò, ÷òî u(z) � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ãîëî-
ìîðôíîé BMO-ôóíêöèè.

Òåîðåìà 65 Åñëè 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞, �j = �j + 1/p > 0 (1 ≤ j ≤ n), òî

D−�−1/p : ℎ(p, q, �) −→ BMOℎ. (5.2.23)

Íà çíà÷åíèå p =∞ ýòî ñîîòíîøåíèå ðàñïðîñòðàíèòü íåëüçÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ íàèáîëåå øèðîêîãî (ïî q) ïðî-
ñòðàíñòâà ℎ(p,∞, �), ò.å. äîêàæåì, ÷òî

∥D−�−1/pu∥BMOℎ ≤ C∥u∥p,∞,�

äëÿ âñåõ ôóíêöèé u(z1, z2) ∈ ℎ(p,∞, �).
×òîáû îöåíèòü âûðàæåíèå

∥∥D−�−1/pu
∥∥2

BMOℎ
= sup

w∈Un
(1− ∣w∣2)�

∫
Un

(1− ∣z∣2)2k−1

∣1− zw̄∣�+1
∣DkD−�−1/pu(z)∣2 dm2n(z),

(5.2.24)
ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
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Ñëó÷àé 2 < p <∞. Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà ñ èíäåêñàìè p/2 è (p/2)′ = p
p−2∫

Tn

∣DkD−�−1/pu(r�)∣2

∣1− r�w̄∣�+1
dmn(�)

≤
(∫

Tn
∣DkD−�−1/pu(r�)∣p dmn(�)

)2/p(∫
Tn

dmn(�)

∣1− r�w̄∣(�+1)p/(p−2)

)(p−2)/p

≤M2
p

(
DkD−�−1/pu; r

) C(p, �, n)

(1− r∣w∣)�+2/p
.

Ïîëàãàÿ k ∈ ℤn+, ïîëó÷àåì∥∥D−�−1/pu
∥∥2

BMOℎ
≤ C sup

w∈Un
(1− ∣w∣)�

∫
In

(1− r)2k−1

(1− r∣w∣)�+2/p
M2

p

(
DkD−�−1/pu; r

)
dr

≤ C
∥∥DkD−�−1/pu

∥∥2

p,∞,k−1/p
sup
w∈Un

(1− ∣w∣)�
∫
In

(1− r)2/p−1

(1− r∣w∣)�+2/p
dr

≤ C
∥∥DkD−�−1/pu

∥∥2

p,∞,k−1/p
= C

∥∥D−�−1/pDku
∥∥2

p,∞,k−1/p
.

Òîãäà ïî Òåîðåìàì 54 è 55 î äðîáíîì èíòåãðèðîâàíèè è äèôôåðåíöèðîâàíèè∥∥D−�−1/pu
∥∥2

BMOℎ
≤ C

∥∥Dku∥∥2

p,∞,k−1/p+�+1/p
= C

∥∥Dku∥∥2

p,∞,k+�
≤ C∥u∥2

p,∞,�.

Ñëó÷àé 0 < p ≤ 2. Âîçâåäåì îáå ÷àñòè (5.2.24) â ñòåïåíü p/2, çàòåì ïðèìåíèì
ïðàâèëà èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî Òåîðåìàì 54 è 55, à òàêæå èç
ðàáîòû Îðòåãà è Ôàáðåãà [156, ñ.179,186],∥∥D−�−1/pu

∥∥p
BMOℎ

=

= sup
w∈Un

(1− ∣w∣2)�p/2
(∫

Un

(1− ∣z∣2)2k−1

∣1− zw̄∣�+1
∣DkD−�−1/pu(z)∣2 dm2n(z)

)p/2
≤ C sup

w∈Un
(1− ∣w∣)�p/2

∫
Un

(1− ∣z∣)(2k+1)p/2−2

∣1− zw̄∣(�+1)p/2
∣DkD−�−1/pu(z)∣p dm2n(z)

≤ C sup
w∈Un

(1− ∣w∣)�p/2
∫
In

(1− r)(2k+1)p/2−2

(1− ∣w∣r)(�+1)p/2
Mp

p (DkD−�−1/pu; r) dr

≤ C
∥∥DkD−�−1/pu

∥∥p
p,∞,k−1/p

sup
w∈Un

(1− ∣w∣)�p/2
∫
In

(1− r)p/2−1

(1− ∣w∣r)(�+1)p/2
dr

≤ C
∥∥DkD−�−1/pu

∥∥p
p,∞,k−1/p

= C
∥∥D−�−1/pDku

∥∥p
p,∞,k−1/p

≤ C
∥∥Dku∥∥p

p,∞,k+�
≤ C∥u∥pp,∞,�.

Ñîîòíîøåíèå (5.2.23) íåëüçÿ ðàñïðîñòðàíèòü íà çíà÷åíèÿ p = q = ∞, êàê ýòî âèäíî
èç Òåîðåìû 59. Äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé q ñìîòðè Òåîðåìó 67 íèæå. ■

Òåîðåìà 66 Åñëè �j > �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 0 < p, q ≤ ∞, òî

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp. (5.2.25)

Äëÿ äðóãèõ �j è ïðîèçâîëüíûõ p, q ñîîòíîøåíèå (5.2.25) íå èìååò ìåñòà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ìîíîòîííîãî ðàñøèðåíèÿ êëàññîâ ℎ(p, q, �) ïî q (ñì. âëî-
æåíèå (iii) Òåîðåìû 40), òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî äëÿ q = ∞, ò.å. äëÿ
íàèáîëåå øèðîêîãî ïî q êëàññà ℎ(p,∞, �).

Ïóñòü âíà÷àëå 1 ≤ p ≤ ∞, è ôóíêöèÿ u(z) ∈ ℎ(p,∞, �) ïðîèçâîëüíà. Ïðèìåíèì
íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî ïî îòíîøåíèþ ê òîæäåñòâó (�j > �j)

D−�u(z) =
1

Γ(�)

∫
In

(1− �)�−1u(�z)d�

è ïîëó÷èì

Mp(D−�u; r) ≤ 1

Γ(�)

∫
In

(1− �)�−1Mp(u; �r)d�

≤ ∥u∥p,∞,�
1

Γ(�)

∫
In

(1− �)�−1

(1− r�)�
d� ≤ C(�, �)∥u∥p,∞,�.

Åñëè æå 0 < p < 1, òî ñîîòíîøåíèå (5.2.25) ìîæíî âûâåñòè èç Òåîðåì 62, 64,
65. Òàê, åñëè êîìïîíåíòû �j äîñòàòî÷íî âåëèêè, �j ≥ �j + 1/p, òî ïî Òåîðåìàì 64,
65 ôóíêöèÿ D−�u(z) ïîïàäàåò â ãîðàçäî áîëåå óçêèé êëàññ BMOℎ ⊂ ℎp, è îòñþäà
D−�u(z) ∈ ℎp, è ∥D−�u∥ℎp ≤ C(�, �)∥u∥p,∞,�.

Áîëåå ñîäåðæàòåëüíûé ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ �j > �j, èëè õîòÿ áû �j < �j <
�j + 1/p, äîêàçûâàåòñÿ Òåîðåìîé 62, ñîãëàñíî êîòîðîé

D−�u(z) ∈ ℎs äëÿ ëþáîãî s ∈ (0, p0), p0 = min
1≤j≤n

1

�j + 1/p− �j
.

Ïîñêîëüêó p < p0, òî ìîæíî âçÿòü s = p, è ïîëó÷èì ∥D−�u∥ℎp ≤ C∥u∥p,∞,�, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ 0 < p, q ≤ ∞ ñîîòíîøåíèå (5.2.25) ïåðåñòàåò
áûòü âåðíûì, åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîé êîìïîíåíòû �j = �j. Òåîðåìà 61 ïîêàçûâàåò
òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà q, êîãäà ìîæíî áðàòü �j = �j. ■

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé f ∈ H(D) è çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ � > 0, � = 1, 1 < p = q < ∞, Òåîðåìû 64 è 65 äîêàçàíû â [84, Òåîð.2],
[14, Òåîð.3]. Äëÿ ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé f ∈ H(D) è çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ � = 1, p = q < ∞, � = 2/p, Òåîðåìà 66 äîêàçàíà â [111, Òåîð.1]. Äëÿ
ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé Òåîðåìû 61, 63, à òàêæå ñîîòíîøåíèå
(5.2.20) Òåîðåìû 62 äîêàçàíû Ôëåòòîì [91]. Äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì
øàðå èç ℂn áîëüøèíñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé äîêàçàíî â [118].

Íàïîìíèì, ÷òî â Ðàçäåëå 1.3, ñì. (1.3.5), áûëè îïðåäåëåíû ïðîñòðàíñòâà Òðèáåëÿ�
Ëèçîðêèíà F pq



(
0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞,  = (1, . . . , n), j ≥ 0

)
äëÿ ãîëîìîðôíûõ â

ïîëèêðóãå ôóíêöèé. Òåïåðü ìû ðàñøèðèì îïðåäåëåíèå (1.3.5) íà çíà÷åíèå p = ∞ è
äëÿ n-ãàðìîíè÷åñêèõ â ïîëèêðóãå ôóíêöèé (ñð. [157]).

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî n-ãàðìîíè÷åñêàÿ â Un ôóíêöèÿ u(z) ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó ℎF∞,q

(
0 < q ≤ ∞,  = (1, . . . , n), j ∈ ℝ

)
, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ìóëüòè-

èíäåêñîâ � = (�1, . . . , �n), �j > 0, è k = (k1, . . . , kn), kj > j (1 ≤ j ≤ n), êîíå÷íà
(êâàçè)íîðìà

∥u∥ℎF∞,q
= sup

w∈Un

(∫
Un

(1− ∣w∣2)�(1− ∣z∣2)q(k−)−1

∣1− zw̄∣�+1
∣Dku(z)∣qdm2n(z)

)1/q

, 0 < q <∞,
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∥u∥ℎF∞,∞
= sup

w∈Un
(1− ∣z∣2)k− ∣Dku(z)∣, q =∞.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ k è � ïîÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå íîðìû. Êàê ëåãêî çàìåòèòü, â
÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâà Áëîõà è BMOh

ℎF∞,∞0 = ℬℎ, ℎF∞,20 = BMOℎ.

Òåîðåìà 67 Åñëè �j > 0 (1 ≤ j ≤ n), 0 < q ≤ ∞, òî

D−� : ℎ(∞, q, �) −→ ℎF∞,q0 . (5.2.26)

Â ÷àñòíîñòè,

D−� : ℎ(∞, q, �) −→ ℎ∞, åñëè 0 < q ≤ 1, (5.2.27)

D−� : ℎ(∞, q, �) −→ BMOℎ, åñëè 0 < q ≤ 2, (5.2.28)

D−� : ℎ(∞,∞, �) −→ ℬℎ, åñëè q =∞. (5.2.29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì 0 < q <∞ è k ∈ ℤn+. Òîãäà∥∥D−�u∥∥q
ℎF∞,q0

= sup
w∈Un

(1− ∣w∣2)�
∫
Un

(1− ∣z∣2)kq−1

∣1− zw̄∣�+1
∣DkD−�u(z)∣q dm2n(z)

≤ C sup
w∈Un

(1− ∣w∣)�
∫
In

(1− r)kq−1

(1− r∣w∣)�
M q
∞(DkD−�u; r) dr

≤ C

∫
In

(1− r)kq−1M q
∞(DkD−�u; r) dr = C

∥∥DkD−�u∥∥q∞,q,k
= C

∥∥D−�Dku∥∥q∞,q,k ≤ C
∥∥Dku∥∥q∞,q,k+�

≤ C∥u∥q∞,q,�,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå (5.2.29) â áîëåå ñòðîãîé ôîðìå

D−�
(
ℎ(∞,∞, �)

)
= ℬℎ

áûëî äîêàçàíî â Òåîðåìå 58, à ñîîòíîøåíèå (5.2.27) áûëî äîêàçàíî â Òåîðåìå 63. ■

Ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã õîðîøî èçâåñòíîãî
íåðàâåíñòâà Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ñîáîëåâà äëÿ ïðîñòðàíñòâ n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ñî ñìåøàííîé íîðìîé. Ñîâðåìåííûå àíàëîãè íåðàâåíñòâà Õàðäè�Ëèòòëâóäà�
Ñîáîëåâà ìîæíî íàéòè â [45], [118], [122].

Òåîðåìà 68 Åñëè 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞, 0 < p0 ≤ ∞, �j > 0, 0 < �j ≤ 1/p
(1 ≤ j ≤ n), òî

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(s, q, �) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s ≤ min
1≤j≤n

p

1− �jp
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) ìîíîòîííî ñóæàþòñÿ ïî p, òî

ïîëîæèì s0 = min
1≤j≤n

p

1− �jp
. Òîãäà çàìåòèì, ÷òî s0 > p. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 54 è

íåïðåðûâíîìó âëîæåíèþ (iv) Òåîðåìû 40∥∥D−�u∥∥
s0,q,�

≤ C∥u∥s0,q,�+� ≤ C∥u∥p,q,�+�−1/p+1/s0 .

Ïîñêîëüêó �j ≥
1

p
− 1

s0

è òàê êàê ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) ìîíîòîííî ðàñøèðÿþòñÿ ïî

�, òî ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü è çàêëþ÷èòü, ÷òî∥∥D−�u∥∥
s0,q,�

≤ C∥u∥p,q,�.

Îáðàòíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò èíäåêñ j ∈ [1, n], ñêàæåì j = 1, òàêîé, ÷òî s >
p

1− �1p
.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé C íåðàâåíñòâî∥∥D−�u∥∥
s,q,�
≤ C∥u∥p,q,�

ëîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a = (a1, . . . , an) ∈ Un è ìóëüòè-
èíäåêñà � = (�1, . . . , �n), �j > max

1≤j≤n
{�j + 1/p, �j + �j + 1/s}, îïðåäåëèì ôóíêöèþ

f�,a(z) = 1/(1− āz)�. Ïðîñòàÿ îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

∥D−�f�,a∥s,q,�
∥f�,a∥p,q,�

≈ 1

(1− ∣a∣)1/p−1/s−� .

Óñòðåìëÿÿ ∣a1∣ → 1, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ
∥∥D−�u∥∥

s,q,�
≤ C∥u∥p,q,�. ■

Ïîäûòîæèâàÿ âñå ñîîòíîøåíèÿ ñ äðîáíûì èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèåì â ïðî-
ñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé, ïðåäñòàâèì èõ âñåõ â âèäå åäèíîé óïîðÿ-
äî÷åííîé òàáëèöû.

Òåîðåìà 69 Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞, � = (�1, . . . , �n), � = (�1, . . . , �n),�j ∈ ℝ,
�j ∈ ℝ, 1 ≤ j ≤ n, p0 = min

1≤j≤n
1/(�j + 1/p − �j). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
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ñîîòíîøåíèÿ:

(i) D� : ℎp −→ ℎ(p, q, �), �j > 0, 1 < p ≤ q ≤ ∞, q ≥ 2, (5.2.30)

(ii) D� : ℎp −→ ℎ(p,∞, �), �j ≥ 0, (5.2.31)

(iii) D� : ℎp −→ ℎ (p1, q, � + 1/p− 1/p1) , �j > 0, 1 < p ≤ q ≤ ∞,
q ≥ 2, p ≤ p1 ≤ ∞, (5.2.32)

(iv) D� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(p, q, � + �), �j ≥ 0, 0 < p <∞, (5.2.33)

(v) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(p, q, �− �), −∞ < �j < �j, �j > 0, (5.2.34)

(vi) D−� : ℎ(p,∞, �) −→ ℎ
(
p, log(1/p)

)
, 0 < p ≤ 2, �j > 0, (5.2.35)

(vii) D−� : ℎ(p,∞, �) −→ ℎ
(
p, log(1/2)

)
, 2 ≤ p <∞, �j > 0, (5.2.36)

(viii) D−� : ℎ(p,∞, �) −→ ℎ(∞,∞, 1/p), 0 < p <∞, �j > 0, (5.2.37)

(ix) D−� : ℎ(∞,∞, �) −→ ℎ
(
p, log(1/2)

)
, 0 < p <∞, �j > 0, (5.2.38)

(x) D−� : ℎ(∞,∞, �) −→ ℎ
(
∞, log(1)

)
, �j > 0, (5.2.39)

(xi) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp, �j > 0, 0 < p <∞,
0 < q ≤ min{2, p}, (5.2.40)

(xii) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp, �j > �j > 0, (5.2.41)

(xiii) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎs, �j > 0, �j < �j < �j + 1/p,

0 < p <∞, 0 < s < p0, (5.2.42)

(xiv) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp0 , �j > 0, �j < �j < �j + 1/p,

0 < p <∞, 0 < q ≤ p0, (5.2.43)

(xv) D−� : ℎ(∞, q, �) −→ ℬℎ, �j > 0, (5.2.44)

(xvi) D−� : ℎ(p, q, �) −→ BMOℎ, �j = �j + 1/p > 0, 0 < p <∞,
(5.2.45)

(xvii) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ∞, �j = �j + 1/p > 0, 0 < q ≤ 1, (5.2.46)

(xviii) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎΛ�−�−1/p, �j > 0, �j > �j + 1/p, (5.2.47)

(xix) D−� : ℎ(∞, q, �) −→ ℎF∞,q0 , �j > 0, (5.2.48)

(xx) D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(s, q, �), 0 < �j ≤ 1/p, �j > 0, 0 < p <∞,

0 < s ≤ min
1≤j≤n

p

1− �jp
, (5.2.49)

Ïðè ýòîì âñå ñîîòíîøåíèÿ (i)�(xx) íàèëó÷øèå â îïðåäåëåííîì ñìûñëå.

5.3 Èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå â ãàðìîíè÷åñêèõ

êëàññàõ Õàðäè, Ëîðåíöà, BMO è ñî ñìåøàííîé

íîðìîé íà âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå

Äëÿ èçìåðèìîé ôóíêöèè f íà ℝn ÷åðåç �f îáîçíà÷èì åå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ,
ò.å.

�f (t) = ∣{x ∈ ℝn; ∣f(x)∣ > t}∣, t > 0,
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ãäå ∣E∣ = mesE � ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà E ⊂ ℝn. Ôóíêöèÿ

f ∗(s) = inf{t > 0;�f (t) ≤ s}

íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé ïåðåñòàíîâêîé ôóíêöèè f .
Ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà L(p, q) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ íà

ℝn ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ ∥f∥L(p,q) < +∞, ãäå

∥f∥L(p,q) =

⎧⎨⎩
(∫ +∞

0

[
t1/pf ∗(t)

]q dt
t

)1/q

, 0 < p, q <∞,

sup
t>0

t1/pf ∗(t), 0 < p ≤ ∞, q =∞.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

L(p, q1) ⊂ L(p, p) = Lp ⊂ L(p, q2) ⊂ L(p,∞) ⊂ L1

(
dt

1 + ∣t∣n+1

)
ïðè 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q1 ≤ p ≤ q2 ≤ ∞.

Ãàðìîíè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà ℎ(p, q), 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ (ñì. [90],
[61]) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ â ℝn+1

+ ôóíêöèé u(x, y) ñ êîíå÷íîé
íîðìîé Ëîðåíöà ∥u∥ℎ(p,q) = supy>0 ∥u(x, y)∥L(p,q). Ïîýòîìó ℎ(p, p) = ℎp, 1 < p <∞.

Òåîðåìà 70 Åñëè � > 0, 1 < p ≤ q ≤ ∞, 2 ≤ q ≤ ∞, 1 < p < p1 ≤ ∞, òî

D� : ℎp −→ ℎ(p, q, �), (5.3.1)

D� : ℎp −→ ℎ(p1, q, � + n/p− n/p1). (5.3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (5.3.1) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òèïà Ëèòòë-
âóäà�Ïýëè (1.1.14) èç Òåîðåìû 1 è íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî â ôîðìå∥∥∥∥F (�, �)∥Lp(d�)

∥∥∥
Lq(d�)

≤
∥∥∥∥F (�, �)∥Lq(d�)

∥∥∥
Lp(d�)

, 0 < p ≤ q ≤ ∞. (5.3.3)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü u(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà Õàðäè ℎp (p < ∞).
Òîãäà

∥D�u∥p,q,� ≤
∥∥∥∥y�D�u∥Lq(dy/y)

∥∥∥
Lp(dx)

= ∥gq,�(u)∥Lp ≤ C∥u∥ℎp .

Âòîðîå ñîîòíîøåíèå (5.3.2) ïîëó÷àåòñÿ ñîâìåùåíèåì ñîîòíîøåíèÿ (5.3.1) è âëîæåíèÿ
èç Ëåììû 45. ■

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé
íîðìîé, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî â êà÷åñòâå îáðàçîâ îòîáðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ êëàññû
Ëîðåíöà è BMO.

Ñêàæåì, ÷òî ãàðìîíè÷åñêàÿ â ℝn+1
+ ôóíêöèÿ u(x, y) ïðèíàäëåæèò êëàññó BMOh,

åñëè îíà èìååò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èç BMO íà ℝn.

Òåîðåìà 71 (i) Åñëè 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞, � > 0, � = � + n/p, òî

D−� : ℎ(p, q, �) −→ BMOℎ. (5.3.4)

(ii) Åñëè 1 ≤ p < ∞, 0 < q ≤ q0 ≤ ∞, 1 < q0 ≤ ∞, 0 < � < � < � + n
p
, p0 = n

�+n/p−� ,
òî

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(p0, q0). (5.3.5)
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Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (5.3.4) òîëüêî äëÿ q = ∞, ò.å. äëÿ íàè-
áîëåå øèðîêîãî (ïî q) êëàññà ℎ(p,∞, �). Ïóñòü u(x, y) ∈ ℎ(p,∞, �) � ïðîèçâîëü-
íàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ êàæäîãî y > 0 ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
íà âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå Õàðäè H1(ℝn), ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé '(x, y) =
D−�u(x, y):

F'(g) =

∫
ℝn
'(x, y)g(x)dx, (5.3.6)

ãäå g ∈ H1
0 (ℝn) ⊂ H1(ℝn) (ñì. [85], [23, Ðàçäåë 7.3]). Ïóñòü v(x, y) � èíòåãðàë Ïóàñ-

ñîíà ôóíêöèè g. Òîãäà

F'(g) =
1

Γ(�)

∫ +∞

0

��−1

[∫
ℝn
u
(
x,
�

2

)
v
(
x, y +

�

2

)
dx

]
d�. (5.3.7)

Â ñëó÷àå 0 < p < 1 ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî k0, 1 ≤
k0 <∞, è îöåíèì

∣F'(g)∣ ≤ C

∫ +∞

0

��−1Mk0

(
u;
�

2

)
Mk′0

(
v; y +

�

2

)
d�

≤ C∥u∥k0,∞,�+n/p−n/k0∥v∥k′0,1,n/k0 .

Áëàãîäàðÿ âëîæåíèþ Ëåììû 45 è äðóãîìó âëîæåíèþ Ôëåòòà [90, Òåîð.3]

ℎ1 ⊂ ℎ(k′0, 1, n/k0),

ìû ïîëó÷àåì
∣F'(g)∣ ≤ C∥u∥p,∞,�∥v∥ℎ1 ≤ C∥u∥p,∞,�∥g∥H1(ℝn).

Ïîñêîëüêó ïîäêëàññ H1
0 âñþäó ïëîòåí â H1(ℝn), òî F' ñòàíîâèòñÿ îãðàíè÷åííûì

ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà H1(ℝn). Êðîìå òîãî, äâîéñòâåííîñòü Ôåôôåðìàíà(
H1(ℝn)

)∗
= BMO(ℝn)

(ñì. [85]) âëå÷åò

∥'∥BMO ≤ C sup
{
∣F'(g)∣; g ∈ H1

0 , ∥g∥H1 = 1
}
≤ C∥u∥p,∞,�. (5.3.8)

Â ñëó÷àå æå 1 ≤ p <∞ äëÿ îöåíêè (5.3.7) âíîâü ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà
ñ èíäåêñàìè p è p′

∣F'(g)∣ ≤ C∥u∥p,∞,�∥v∥p′,1,�−�.

Äàëåå, àíàëîãè÷íûå îöåíêè ñ èñïîëüçîâàíèåì âëîæåíèÿ ℎ1 ⊂ ℎ(p′, 1, n/p) âåäóò ê
(5.3.8) äëÿ 1 ≤ p <∞.

(ii) Ñîîòíîøåíèå (5.3.5) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûìè àðãóìåíòàìè ñ ïðèìåíåíèåì
âëîæåíèÿ ℎ(p′0, q

′) ⊂ ℎ(p′, q′, � − �) (ñì. [90, Òåîð.9]) è äâîéñòâåííîñòè
(
L(p′0, q

′)
)∗

=
L(p0, q). Ýòèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî. ■

Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé
íîðìîé.
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Òåîðåìà 72 Ïóñòü u ∈ ℎ(p, p, �) è � > 0.
(i) Åñëè 0 < p <∞, òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f ∈ L1(ℝn) òàêàÿ, ÷òî

∥f∥L1 ≤ C(�, n, p)∥u∥pp,p,� ,
∣u(x, y)∣p ≤ C(�, n, p) y−�pf(x), x ∈ ℝn, y > 0.

(ii) Åñëè 0 < p ≤ 1, òî äîïîëíèòåëüíî D−� : ℎ(p, p, �) −→ ℎp.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ôåôôåðìàíà�Ñòåé-
íà [85] äëÿ êàæäîé òî÷êè (x, y) ∈ ℝn+1

+

∣u(x, y)∣p ≤ C(p, �, n)

y�p

5y/4∫
3y/4

��p−1
(
u∗(x, �)

)p
d� ≤ C(p, �, n)

y�p
f(x),

ãäå f(x) îïðåäåëåíà êàê

f(x) =

+∞∫
0

��p−1
(
u∗(x, �)

)p
d�, x ∈ ℝn.

Ââèäó ìàêñèìàëüíîé Òåîðåìû 52 ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∥f∥L1 = ∥u∗∥pp,p,� ≤ C(�, n, p)∥u∥pp,p,�.

(ii) Ïóñòü p < 1. Òîãäà â ñèëó ïðåäûäóùåé ÷àñòè (i)

∣D−�u(x, y)∣ ≤ C(�, n, p)
(
f(x)

)(1−p)/p
+∞∫
0

��p−1∣u(x, y + �)∣pd�.

Èíòåãðèðóÿ è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ñ èíäåêñàìè 1
p−1

, 1
p
, à òàêæå Ëåììó 46,

ïîëó÷àåì ∫
ℝn
∣D−�u(x, y)∣pdx ≤ C(�, n, p)∥f∥1−p

L1 ∥u∥p
2

p,p,� ≤ C(�, n, p)∥u∥pp,p,�.

■

Òåîðåìà 73 Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞, 0 < � ≤ � ≤ � + n/p, p0 = n
�+n/p−� . Òîãäà

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp,

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp0 ,

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ∞,

� = �, 0 < p <∞, 0 < q ≤ min{2, p},
� < � < � + n/p, 0 < p <∞, 0 < q ≤ p0,

� = � + n/p, 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(a) D−� : ℎ(p, p, �) −→ ℎp,

(b) D−� : ℎ(p, 2, �) −→ ℎp,

(c) D−� : ℎ(p, p0, �) −→ ℎp0 ,

(d) D−�−n/p : ℎ(p, 1, �) −→ ℎ∞,

0 < p ≤ 2,

2 ≤ p <∞,
� < � < � + n/p, 0 < p <∞,
0 < p ≤ ∞.

Óòâåðæäåíèå (a) ñîäåðæèòñÿ â Òåîðåìàõ 2 è 72. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (b) ïðèìåíèì
Òåîðåìó 2 è íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî (5.3.3).

Óòâåðæäåíèå (c) ïðè 1 ≤ p < ∞ ñîâïàäàåò ñî ñëó÷àåì q0 = p0 Òåîðåìû 71. Ïðè
0 < p < 1 ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 0 < p < 1, p0 ≥ 1. Ïðåäûäóùàÿ ÷àñòü ñëó÷àÿ (c) è Ëåììà 45 ïðèâîäÿò ê

∥D−�u∥ℎp0 ≤ C∥u∥p0,p0,�+n/p−n/p0 ≤ C∥u∥p,p0,�.

Ñëó÷àé 0 < p < 1, 0 < p0 < 1. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 72 è Ëåììå 45 ïîëó÷àåì

∥D−�u∥ℎp0 ≤ C∥u∥p0,p0,� ≤ C∥u∥p,p0,�.

Ñëó÷àé p = ∞ â (d) î÷åâèäåí. Îáùèé ñëó÷àé âûòåêàåò èç ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ è
Ëåììû 45. ■

Ïåðåéäåì ê âûâîäó òàêèõ îòîáðàæåíèé ñ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðà-
ìè â ïðîñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �), êîòîðûå ïðèâåäóò ê ýêâèâàëåíòíûì íîðìàì â ℎ(p, q, �).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ðàñïðîñòðàíÿåò íà ìàëûå çíà÷åíèÿ p ðåçóëüòàò Ôëåòòà [89,
Òåîð.7].

Ëåììà 57 Ïóñòü m ∈ ℤ+, 0 < p < ∞, è u(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â ℝn+1
+ .

Òîãäà ∫
ℝn
∣∇mu(x, y)∣pdx ≤ C(m,n, p)

1

ymp+1

∫ 3y/2

y/2

Mp
p (u; t)dt, y > 0,

ãäå ∇mu � ãðàäèåíò ôóíêöèè u(x, y) ïîðÿäêà m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

∣∇mu(x, y)∣p ≤ C(m,n, p)

yn+1+mp

∫∫
∣�−x∣2+(�−y)2<y2/4

∣u(�, �)∣pd�d�, x ∈ ℝn, y > 0,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ôåôôåð-
ìàíà�Ñòåéíà [85]. ■

Òåîðåìà 74 Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞.
(i) Åñëè 0 < � < �, òî D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(p, q, �− �).
(ii) Åñëè � > 0, � > 0, òî D� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(p, q, � + �).
(iii) Åñëè � > 0, � > � > −∞, q <∞ è u ∈ ℎ(p, q, �), òî

y�−�Mp(D−�u; y) = o(1) ïðè y → +0 è y → +∞.
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(iv) Åñëè � > 0, � > � > −∞ è u ∈ ℎ(p,∞, �), òî óñëîâèå

y�Mp(u; y) = o(1) ïðè y → +0 (y → +∞)

âëå÷åò

y�−�Mp(D−�u; y) = o(1) ïðè y → +0 (ñîîòâåòñòâåííî ïðè y → +∞).

(v) Óòâåðæäåíèÿ (ii), (iii), (iv) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ D� (� > 0) èìå-
þò ìåñòî ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ∂�(� ∈ ℤn+1

+ ) âìåñòî D�, è ñ ∣�∣ âìåñòî �.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ (i)�(iv) äîêàçàíû Áóè [61, Òåîð.3.5]
äëÿ 1 ≤ p, q ≤ ∞. Òåîðåìû 72, 73 è Ëåììà 57 äàþò íàì âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíèòü
óòâåðæäåíèÿ (i)�(iv) íà âñå p, q ∈ (0,∞]. Äîêàæåì ëèøü (ii) è (v), êîãäà 0 < q ≤ p < 1.
Ñîîòíîøåíèå

∂� : ℎ(q, q, �) −→ ℎ(q, q, � + ∣�∣) (5.3.9)

ñëåäóåò èç Ëåììû 57. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî òàêæå ñîîòíîøåíèå

∂� : ℎ(1, q, �) −→ ℎ(1, q, � + ∣�∣). (5.3.10)

Ñîãëàñíî îäíîé âåðñèè èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìû Ðèññà�Òîðèíà äëÿ êâàçèíîðìè-
ðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ (ñì. [112]) ñîîòíîøåíèÿ (5.3.9) è (5.3.10) âëåêóò

∂� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(p, q, � + ∣�∣) äëÿ âñåõ p ∈ [q, 1].

Äëÿ íåöåëûõ � (m−1 < � < m, m ∈ ℤ+) óòâåðæäåíèå (ii) ñëåäóåò èç (i) è äîêàçàííîé
÷àñòè:

∥D�u∥p,q,�+� = ∥D−(m−�)Dmu∥p,q,�+� ≤ C∥Dmu∥p,q,�+m ≤ C∥u∥p,q,�.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 74 çàâåðøåíî. ■

Ïîäûòîæèâàÿ âñå ñîîòíîøåíèÿ ñ äðîáíûì èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèåì â ïðî-
ñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé, ïðåäñòàâèì èõ âñåõ â âèäå åäèíîé óïîðÿ-
äî÷åííîé òàáëèöû.

Òåîðåìà 75 Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞, � > 0, � ∈ ℝ. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

D� : ℎp −→ ℎ(p, q, �), 1 < p ≤ q ≤ ∞, 2 ≤ q ≤ ∞, (5.3.11)

D� : ℎp −→ ℎ(p1, q, � + n/p− n/p1), 1 < p ≤ q ≤ ∞, 2 ≤ q ≤ ∞, p < p1 ≤ ∞,
(5.3.12)

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(p, q, �− �), −∞ < � < �, 0 < p, q ≤ ∞, (5.3.13)

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp, � = �, 0 < p <∞, 0 < q ≤ min{2, p}, (5.3.14)

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎp0 , � < � < � + n/p, 0 < p <∞, q ≤ p0, (5.3.15)

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ(p0, q0), � < � < � + n/p, 1 ≤ p <∞,
0 < q ≤ q0 ≤ ∞, 1 < q0 ≤ ∞, (5.3.16)

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℬ, � = � + n/p, p =∞, 0 < q ≤ ∞, (5.3.17)

D−� : ℎ(p, q, �) −→ BMOℎ, � = � + n/p, 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞, (5.3.18)

D−� : ℎ(p, q, �) −→ ℎ∞, � = � + n/p, 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ 1. (5.3.19)

156



Çäåñü p0 = n
�+n/p−� , ℎ(p, q) îáîçíà÷àåò ãàðìîíè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà, ℬ �

ãàðìîíè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Áëîõà, è BMOh � ïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ â ℝn+1
+

ôóíêöèé ñ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè èç BMO(ℝn).

5.4 Îáîáùåííûé îïåðàòîð ×åçàðî â êëàññàõ Õàðäè

Ïóñòü Hp � êëàññ Õàðäè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì øàðå B èç ℂn. Â
ýòîì ðàçäåëå ìû óñòàíîâèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè è
êîìïàêòíîñòè îáîáùåííûõ îïåðàòîðîâ ×åçàðî

Tgf(z) =

∫ 1

0

f(tz)ℜg(tz)
dt

t
è Lgf(z) =

∫ 1

0

ℜf(tz)g(tz)
dt

t
, z ∈ B,

äåéñòâóþùèå èç ïðîñòðàíñòâà Hp â Hq ïðè p < q. Çäåñü g � ôèêñèðîâàííûé ãî-
ëîìîðôíûé ñèìâîë íà B. Ýòèì îáîáùàþòñÿ è óïðîùàþòñÿ íåêîòîðûå îäíîìåðíûå
ðåçóëüòàòû èç [35].

Ïóñòü B = {z ∈ ℂn : ∣z∣ < 1} � îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð èç ℂn, S = ∂B =
{z ∈ ℂn : ∣z∣ = 1} � åãî ãðàíèöà, åäèíè÷íàÿ ñôåðà, d� � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà
íà S òàêàÿ, ÷òî �(S) = 1, dV � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà íà B, è H(B) � êëàññ âñåõ
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â B. Ïóñòü z = (z1, . . . , zn) è w = (w1, . . . , wn) � òî÷êè â ℂn, è
⟨z, w⟩ =

∑n
k=1 zkw̄k. Äëÿ f ∈ H(B) ñ ðàçëîæåíèåì Òåéëîðà f(z) =

∑
∣�∣≥0 a�z

�, ÷åðåç

ℜf(z) =
∑
∣�∣≥0

∣�∣a�z�

îáîçíà÷èì ðàäèàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f, ãäå � = (�1, �2, . . . , �n) � ìóëüòè-
èíäåêñ, è z� = z�11 ⋅ ⋅ ⋅ z�nn .

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [21]), ÷òî

ℜf(z) =
n∑
j=1

zj
∂f

∂zj
(z).

�-ïðîñòðàíñòâî Áëîõà ℬ�(B) = ℬ�, � > 0, ñîäåðæèò âñå f ∈ H(B) òàêèå, ÷òî

sup
z∈B

(1− ∣z∣2)� ∣ℜf(z)∣ <∞,

òîãäà êàê ìàëîå �-ïðîñòðàíñòâî Áëîõà ℬ�0 (B) = ℬ�0 , � > 0, ñîäåðæèò âñå f ∈ ℬ�
òàêèå, ÷òî

lim
∣z∣→1

(1− ∣z∣2)� ∣ℜf(z)∣ = 0.

Ñ íîðìîé
∥f∥ℬ� = ∣f(0)∣+B�(f),

ℬ� ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, è ℬ�0 � åãî çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
Ïðè � = 1 ïðîñòðàíñòâà ℬ1 è ℬ1

0 ñâîäÿòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó Áëîõà è ìàëîìó ïðîñòðàí-
ñòâó Áëîõà, ñì., íàïðèìåð, [69], [140], [202], [206], [235], [241] è ñîäåðæàùèåñÿ òàì
ññûëêè.
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Ïðîñòðàíñòâî Õàðäè Hp(B) = Hp, 0 < p ≤ ∞, ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè f ∈ H(B)
òàêèå, ÷òî

∥f∥Hp = sup
0<r<1

Mp(f, r) <∞,

ãäå

Mp(f, r) =

(∫
S

∣f(r�)∣pd�(�)

)1/p

è
M∞(f, r) = sup

�∈S
∣f(r�)∣.

Âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà Ap�(B) = Ap�, 0 < p < ∞, � ∈ (0,∞), ñîäåðæèò
âñå ôóíêöèè f ∈ H(B) òàêèå, ÷òî

∥f∥Ap� =

(∫
B
(1− ∣z∣2)�p−1∣f(z)∣p dV (z)

)1/p

<∞.

Îáîáùåííûå îïåðàòîðû ×åçàðî ñ àíàëèòè÷åñêèì ñèìâîëîì g îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Tgf(z) =

∫ 1

0

f(tz)ℜg(tz)
dt

t
è Lgf(z) =

∫ 1

0

ℜf(tz)g(tz)
dt

t
, (5.4.1)

ãäå z ∈ B è f ∈ H(B).
Îïåðàòîð Tg ââåäåí â ðàáîòå [114] è èçó÷åí â [64], [113], [114], [115], [126], [202],

[128], [129], [130], [131], [135], [219], [226], òîãäà êàê îïåðàòîð Lg ââåäåí Ëè è Ñòåâè÷åì
è èçó÷åí â [64],[126], [128], [129], [130], [131], [135].

Áëèçêèå ïî äàííîé òåìàòèêå ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå åäèíè÷íîãî ïîëèêðóãà ìîæíî
íàéòè â [64], [66], [65], [67], [204], [207], [220].

Â äàííîì ðàçäåëå ìû èçó÷àåì îãðàíè÷åííîñòü è êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðîâ Tg è
Lg, äåéñòâóþùèõ èç Hp â Hq. Ñëó÷àé p = q = 2 áûë èçó÷åí â [130]. Ìû íàõîäèì íåêî-
òîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè ýòèõ îïåðàòîðîâ, à â
ñëó÷àå p < q ïîêàçûâàåì, ÷òî íàéäåííûå óñëîâèÿ òàêæå íåîáõîäèìû. Òåì ñàìûì ìû
÷àñòè÷íî ðàñïðîñòðàíÿåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [35], â êîòîðîé èññëåäîâàëèñü
îãðàíè÷åííîñòü è êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà Tg ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïðîñòðàíñòâàìè
Õàðäè â åäèíè÷íîì êðóãå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ðåçóëüòàòû â [35] áûëè ïîëó÷åíû íà
îñíîâå íåêîòîðûõ ñòðîãî îäíîìåðíûõ ðåçóëüòàòîâ, òîãäà êàê íàøè ìåòîäû ñâîáîäíû
îò ýòîãî íåäîñòàòêà. Îòìåòèì òàêæå íåêîòîðûå ñòàòüè, îòíîñÿùèåñÿ, â ÷àñòíîñòè, ê
âåñîâûì îïåðàòîðàì êîìïîçèöèè ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Õàðäè â åäèíè÷íîì øàðå
B, ñì. [132], [133], [137], [215], [229].

Íà÷íåì ñ íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ëåììà 58 Äëÿ ëþáûõ f, g ∈ H(B) èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

ℜ[Tg(f)](z) = f(z)ℜg(z) è ℜ[Lg(f)](z) = ℜf(z)g(z).

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî òîæäåñòâà ìîæíî íàéòè â [113]. Âòîðîå òîæäåñòâî ìîæíî
äîêàçàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì è áûëî îòìå÷åíî âïåðâûå â [129].

Çàìåòèì, ÷òî òîæäåñòâà Ëåììû 58 ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè îäíîìåðíûõ òîæäåñòâ(∫ z

0

f(�)g′(�)d�

)′
= f(z)g′(z),

(∫ z

0

f ′(�)g(�)d�

)′
= f ′(z)g(z).
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Äàëåå, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (ñì., íàïðèìåð, [113])

(1− r)Mq(ℜf, r) ≤ CMq

(
f,

1 + r

2

)
,

ëåãêî ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 59 Íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C, íåçàâèñèìàÿ îò f òàêàÿ,
÷òî

∣f(0)∣+ sup
0<r<1

(1− r)Mq(ℜf, r) ≤ C sup
0<r<1

Mq(f, r). (5.4.2)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíî, ñì. [129], [204], [207].

Ëåììà 60 Îïåðàòîð Tg ( èëè Lg ): H
p → Hq êîìïàêòåí òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà Tg ( èëè Lg ): H
p → Hq îãðàíè÷åí, è äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè (fk)k∈ℕ â Hp, ñõîäÿùåéñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç B ïðè k →∞,
èìååì

∥Tgfk∥Hp → 0 ïðè k →∞ (èëè ∥Lgfk∥Hq → 0 ïðè k →∞ ).

Ñëåäóþùèå äâà âëîæåíèÿ âîñõîäÿò ê Õàðäè è Ëèòòëâóäó, à â ñëó÷àå åäèíè÷íîãî
øàðà èõ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè â [45, Òåîð.3.7(ii) è 5.13].

Ëåììà 61 Ïóñòü 0 < p < q <∞ è f ∈ H(B). Òîãäà
(a)

Hp ⊂ Aqn
p
−n
q
,

áîëåå òîãî, íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ f ∈ Hp,

∥f∥Aq
n/p−n/q

≤ C∥f∥Hp .

(b) Åñëè ê òîìó æå f(0) = 0, òî

∥f∥Hq ≤ C(p, q, n)∥ℜf∥Ap� , 0 < � = 1 +
n

q
− n

p
.

Ïåðåéäåì ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì äàííîãî ðàçäåëà è ðàññìîòðèì âîïðîñû îãðà-
íè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðîâ Tg, Lg : Hp → Hq.

Òåîðåìà 76 Åñëè 0 < p < q < ∞, òî îïåðàòîð Tg : Hp → Hq îãðàíè÷åí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà g ∈ ℬ1+n
q
−n
p . Áîëåå òîãî, åñëè Tg : Hp → Hq îãðàíè÷åí, òî

∥Tg∥Hp→Hq ≈ sup
z∈B

(1− ∣z∣2)1+n
q
−n
p ∣ℜg(z)∣ =: M. (5.4.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð Tg : Hp → Hq îãðàíè÷åí, à ïàðà-
ìåòðû p, q ∈ (0,∞) ïðîèçâîëüíû. Îïðåäåëèì ôóíêöèè

fw(z) =
(1− ∣w∣2)a

(1− ⟨z, w⟩)
n
p

+a
, w ∈ B, (5.4.4)
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ãäå a > 0. Èìååì

fw(w) =
1

(1− ∣w∣2)
n
p

, è ∣ℜfw(w)∣ =
(n
p

+ a
) ∣w∣2

(1− ∣w∣2)
n
p

+1
. (5.4.5)

Ñîãëàñíî [21, Ïðåäë.1.4.10] ìû çíàåì, ÷òî

Mp(fw, r) ≤ C
(1− ∣w∣2)a

(1− r∣w∣)a
≤ C.

Ïîýòîìó fw ∈ Hp, è áîëåå òîãî supw∈B ∥fw∥Hp ≤ C.
Èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà Tg : Hp → Hq, Ëåììû 58 è 59, Òåîðåìó 7.2.5

èç [21], ïîëó÷àåì

∞ > C∥Tg∥Hp→Hq ≥ ∥fw∥Hp∥Tg∥Hp→Hq ≥ ∥Tg(fw)∥Hq

≥ C sup
0<r<1

(1− r)Mq(ℜ(Tgfw), r)

= C sup
0<r<1

(1− r)Mq(fwℜg, r)

≥ C
[
(1− ∣w∣2)

n
q ∣ℜg(w)∣∣fw(w)∣

]
(1− ∣w∣2)

= C(1− ∣w∣2)1+n
q
−n
p ∣ℜg(w)∣. (5.4.6)

Èç íåðàâåíñòâà (5.4.6) ñëåäóåò, ÷òî g ∈ ℬ1+n
q
−n
p , áîëåå òîãî

M ≤ C∥Tg∥Hp→Hq , (5.4.7)

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C.
Òåïåðü ïîëîæèì, ÷òî g ∈ ℬ1+n

q
−n
p è 1 + n

q
− n

p
≥ 0. Âûáèðàÿ s (p < s < q),

èñïîëüçóÿ ôàêò Tgf(0) = 0, Ëåììó 61(b), Ëåììó 58, è çàòåì íåïðåðûâíîå âëîæåíèå
Hp ⊂ Asn/p−n/s èç Ëåììû 61(a), ïîëó÷àåì

∥Tgf∥Hq ≤ C∥ℜ(Tgf)∥As
1+n/q−n/s

= C

(∫
B
(1− ∣z∣2)(1+n

q
−n
s

)s−1∣f(z)ℜg(z)∣s dV (z)

)1/s

≤ C∥f∥As
n/p−n/s

sup
z∈B

(1− ∣z∣2)1+n
q
−n
p ∣ℜg(z)∣

= CM∥f∥As
n/p−n/s

≤ CM∥f∥Hp , (5.4.8)

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ∥Tg∥Hp→Hq ≤ CM . Ýòî íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ (5.4.7) äàåò àñèìï-
òîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (5.4.3). ■

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî åñëè 1 + n
q
− n

p
< 0, òî ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ

g ≡ const.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î òî÷íîì çíà÷åíèè íîðìû îïå-
ðàòîðà ∥Tg∥Hp→Hq ïðè 0 < p < q < ∞. Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ [212], [214] ñîäåðæàòñÿ
áëèçêèå ê òåìå ðåçóëüòàòû.
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Òåîðåìà 77 Åñëè 0 < p < q ≤ ∞, òî îïåðàòîð Lg : Hp → Hq îãðàíè÷åí òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà g(z) ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð Lg : Hp → Hq îãðàíè÷åí. Ïóñòü
ôóíêöèÿ fw, w ∈ B, îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå (5.4.4), äëÿ êîòîðîé ìû çíàåì, ÷òî
supw∈B ∥fw∥Hp ≤ C.

Ñîãëàñíî Ëåììàì 59, 58 è Òåîðåìå 7.2.5 èç [21], èìååì

∞ > ∥Lg(fw)∥Hq ≥ C sup
0<r<1

(1− r)Mq(ℜ(Lgfw), r)

≥ C
[
(1− ∣w∣2)

n
q ∣g(w)∣∣ℜfw(w)∣

]
(1− ∣w∣2)

≥ C∣w∣2(1− ∣w∣2)
n
q
−n
p ∣g(w)∣. (5.4.9)

Èç (5.4.9) ñëåäóåò, ÷òî

C∣w∣2∣g(w)∣ ≤ (1− ∣w∣2)
n
p
−n
q ∥Lg(fw)∥Hq . (5.4.10)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (5.4.10) ïðè ∣w∣ → 1, çàìå÷àÿ, ÷òî n
p
− n

q
> 0 è ïðèìåíÿÿ

ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî g(z) = 0 â êàæäîé òî÷êå z ∈ B, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû òðèâèàëüíî. ■

Òåîðåìà 78 Åñëè 0 < p < q < ∞, òî îïåðàòîð Tg : Hp → Hq êîìïàêòåí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà g ∈ ℬ
1+n

q
−n
p

0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð Tg : Hp → Hq êîìïàêòåí. Âîçüìåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (zk)k∈ℕ â B òàêóþ, ÷òî ∣zk∣ → 1 ïðè k → ∞, è ℎk(z) = fzk(z), k ∈ ℕ,
ãäå ôóíêöèÿ fw îïðåäåëåíà ïî (5.4.4). Èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 76 ìû çíàåì,
÷òî supk∈ℕ ∥ℎk∥Hp ≤ C è ℎk ñõîäèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç B ïðè
k → ∞. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Tg êîìïàêòåí, èñïîëüçóÿ Ëåììó 60, ïîëó÷àåì, ÷òî
limk→∞ ∥Tgℎk∥Hq = 0. Îòñþäà è ââèäó (5.4.6) ïðèõîäèì ê

∥Tgℎk∥Hq ≥ C(1− ∣zk∣2)1+n
q
−n
p ∣ℜg(zk)∣,

è g ∈ ℬ
1+n

q
−n
p

0 .

Îáðàòíî, ïîëîæèì, òî g ∈ ℬ
1+n

q
−n
p

0 è 1 + n
q
− n

p
> 0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî " > 0

íàéäåòñÿ � ∈ (0, 1) òàêàÿ, ÷òî

(1− ∣z∣2)1+n
q
−n
p ∣ℜg(z)∣ < ", (5.4.11)

êîãäà � ≤ ∣z∣ < 1.
Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk)k∈ℕ â Hp òàêóþ, ÷òî supk∈ℕ ∥fk∥Hp ≤ L è fk

ñõîäèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç B ïðè k →∞. Òîãäà èñïîëüçóÿ Ëåììû
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61 è 58, à òàêæå (5.4.11), äëÿ ôèêñèðîâàííîãî s ∈ (p, q) ïîëó÷àåì

∥Tgfk∥Hq ≤ C∥ℜ(Tgfk)∥As
1+n/q−n/s

= C

⎡⎢⎣
⎛⎜⎝ ∫
∣z∣<�

+

∫
�<∣z∣<1

⎞⎟⎠ (1− ∣z∣2)(1+n
q
−n
s

)s−1∣fk(z)ℜg(z)∣s dV (z)

⎤⎥⎦
1/s

≤ C sup
∣z∣<�
∣fk(z)∣ sup

∣z∣<�
(1− ∣z∣2)1+n

q
−n
p ∣ℜg(z)∣+

+ C∥fk∥As
n/p−n/s

sup
�<∣z∣<1

(1− ∣z∣2)1+n
q
−n
p ∣ℜg(z)∣

≤ C sup
∣z∣<�
∣fk(z)∣+ C"∥fk∥Hp ,

≤ C sup
∣z∣<�
∣fk(z)∣+ CL". (5.4.12)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (5.4.12) ïðè k → ∞, èñïîëüçóÿ ïðîèçâîëüíîñòü ÷èñëà " è
ïðèìåíÿÿ Ëåììó 60, ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð Tg : Hp → Hq êîìïàêòåí. ■

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî åñëè 1 + n
q
− n

p
≤ 0, òî ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ

g ≡ const.

Ñëåäóþùàÿ òåîðìà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 77.

Òåîðåìà 79 Åñëè 0 < p < q ≤ ∞, òî îïåðàòîð Lg : Hp → Hq êîìïàêòåí òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà g(z) ≡ 0.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ îá óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííî-
ñòè è êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðîâ Tg : Hp → Hq è Lg : Hp → Hq ïðè p ≥ q. Ñëó÷àé
p = q = 2 äîêàçàí â [130].

5.5 Îáîáùåííîå èíòåãðàëüíîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ëèáåðà

íà ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà, BMOA è VMOA

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà ñîäåðæàòñÿ â ñîâìåñòíîé ñòàòüå àâòîðà è
Ñòåâè÷à [272]. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî îáîáùåííûé îïåðàòîð Ëèáåðà îãðàíè÷åí íà ïðî-
ñòðàíñòâàõ Áåñîâà Bp,q

� (D), à òàêæå íà ïðîñòðàíñòâàõ BMOA è VMOA â åäèíè÷íîì
êðóãå D. Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà íà Bp,q

� (D) òàêæå èçó÷åíà.
Ïóñòü H(D) � ìíîæåñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ â D ôóíêöèé, dm2(z) = 1

�
rdrd�

� íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Ëåáåãà ïî ïëîùàäè D. Äëÿ êàæäîãî êîìïëåêñíîãî  ∈ ℂ ñ
Re  > −1 è äëÿ êàæäîãî k ∈ ℤ+ ïóñòü Ak îïðåäåëÿåò k-ûé êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ

(1− x)−(+1) =
∞∑
k=0

Akx
k,
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òàê ÷òî

Ak =
Γ( + k + 1)

Γ( + 1)Γ(k + 1)
.

Ïóñòü òî÷êà z0 ∈ D ôèêñèðîâàíà. Òîãäà îïåðàòîð

Λz0(f)(z) =
1

z − z0

∫ z

z0

f(t)dt, z ∈ D, f ∈ H(D), (5.5.1)

ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ óñðåäíÿþùèõ îïåðàòîðîâ íà H(D), è äëÿ
z0 = 0 îí íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëèáåðà ([141]). Ñóæàÿ îáëàñòü äåéñòâèÿ îïå-
ðàòîðà Λz0 , ìû ìîæåì ðàñøèðèòü îïðåäåëåíèå Λz0 íà çíà÷åíèÿ z0 ∈ ∂D.

Äëÿ îáçîðà ïðåäûäóùèõ ðàáîò â ýòîé îáëàñòè ñì. [41], [74], [184], [198], [217] è
ñîäåðæàùèåñÿ òàì ññûëêè. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëèáåðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôîð-
ìàëüíîå ñîïðÿæåííîå ê îïåðàòîðó ×åçàðî íà H2(D), ñì., íàïðèìåð, [188]. Îòìåòèì
íåäàâíèå ðàáîòû, îòíîñÿùèåñÿ ê èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðàì òàêîãî òèïà: [35], [64],
[65], [66], [67], [114], [115], [125], [128], [129], [130], [131], [132], [133], [134], [135], [136],
[137], [138], [197], [202], [204], [207], [212], [213], [215], [216], [218], [221], [245].

Îáîáùèì îïåðàòîð (5.5.1) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè ôèêñèðîâàííîì z0 ∈ D,  ∈
ℂ, ℜ > −1, è f ∈ H(D) îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð Λ

z0
(f) ôîðìóëîé

Λ
z0

(f)(z) =
∞∑
m=0

(
∞∑
k=m

Ak−mz
k−m
0

A+1
k

ak

)
zm, (5.5.2)

ãäå f(z) =
∑∞

k=0 akz
k, z ∈ D. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Λ

z0
ïîêà òîëüêî ôîðìàëüíî

îïðåäåëåí è

Λ
z0

(f)(z) =
 + 1

(z − z0)+1

∫ z

z0

f(�)(z − �)d�,

èëè, âçÿâ îòðåçîê îò òî÷êè z0 äî z â êà÷åñòâå ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ,

Λ
z0

(f)(z) = ( + 1)

∫ 1

0

f(�t(z))(1− t)dt, (5.5.3)

ãäå
�t(z) = (1− t)z0 + tz.

Íàçîâåì îïåðàòîð (5.5.3) îáîáùåííûì îïåðàòîðîì Ëèáåðà.
Áóäåì èçó÷àòü îáîáùåííûé îïåðàòîð Ëèáåðà íà ïðîñòðàíñòâå Áåñîâà (ñì., íàïðè-

ìåð, [225])

Bp,q
� (D) =

{
f ∈ H(D)

∣∣∣∣ ∥f∥qBp,q� =

∫ 1

0

M q
p (f (k), r)(1− r)q(k−�)−1dr <∞

}
,

ãäå p, q ∈ (0,∞), k � öåëîå ÷èñëî, 0 < � < k. Ïðîñòðàíñòâî Bp,q
� íå çàâèñèò îò âûáîðà

k, è äëÿ ðàçëè÷íûõ k (k > �) ïîëó÷àþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå "íîðìû". Ïðè p = q > 1 è
� = 1/p ýòî ïðîñòðàíñòâî ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó àíàëèòè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó
Áåñîâà Bp(D).

Êàê îáû÷íî, Mp(f, r) îáîçíà÷àåò p-îå èíòåãðàëüíîå ñðåäíåå ôóíêöèè f, ò.å.

Mp(f, r) =

(
1

2�

∫ 2�

0

∣f(rei�)∣pd�
)1/p

, r ∈ [0, 1).
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Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà ñî ñìåøàííîé íîðìîé îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

Lp,q� (D) =

{
f èçìåðèìû íà D

∣∣∣ ∥f∥qLp,q� :=

∫ 1

0

M q
p (f, r)(1− r)�dr <∞

}
,

Ap,q� = H(D) ∩ Lp,q� , p, q ∈ (0,∞), � > −1.

Â íàøèõ ñòàðûõ îáîçíà÷åíèÿõ

Lp,q� = L

(
p, q,

� + 1

q

)
, Ap,q� = H

(
p, q,

� + 1

q

)
, � > −1,

èëè
L(p, q, �) = Lp,q�q−1, H(p, q, �) = Ap,q�q−1, � > 0.

Ïðè p = q ïðîñòðàíñòâà Ap,p� ñîâïàäàþò ñ èçâåñòíûìè âåñîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè
Áåðãìàíà. Îáùóþ òåîðèþ ïîñëåäíèõ ìîæíî íàéòè â [76], [83], [110].

Â ýòîì ðàçäåëå âíà÷àëå ìû äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà (5.5.3) íà ïðî-
ñòðàíñòâàõ Áåñîâà, à çàòåì íà ïðîñòðàíñòâàõ BMOA è VMOA. Â êîíöå óñòàíîâèì
êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà (5.5.3) íà ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ.

Ïðåäâàðèòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ íà÷íåì ñ ëåììû Ñòåâè÷à [217], [272], êîòîðàÿ äî-
êàçûâàåò îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà êîìïîçèöèè íà ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîð-
ìîé.

Ëåììà 62 Ïóñòü p, q ∈ (0,∞), � > −1, ' : D → D � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, íå
ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííîé. Òîãäà îïåðàòîð êîìïîçèöèè C'(f) = f ∘ ' íà
Ap,q� (D) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∥C'(f)∥qAp,q� ≤ 3
q
p

(
∥'∥∞ + ∣'(0)∣
∥'∥∞ − ∣'(0)∣

) q
p

+�+1

∥f∥qAp,q� .

Íàì ïîíàäîáèòñÿ îãðàíè÷åííîñòü èçâåñòíîãî îïåðàòîðà Áåðãìàíà

(T�f)(z) = (� + 1)

∫
D

(1− ∣w∣2)�

∣1− w̄z∣�+2
∣f(w)∣ dm2(w), z ∈ D. (5.5.4)

Ëåììà 63 Ïóñòü � > −1 è 1 ≤ p <∞, 0 < q < 1 ëèáî 0 < p < 1, 0 < q <∞. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî � > −1 + �+1

q
+ max

{
0, 1

p
− 1
}
îïåðàòîð T� îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò èç

Ap,q� â Lp,q� .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñì. [45, Ëåììà 4.1], [118, Òåîð.1.1].
Ñëåäóþùóþ ëåììó ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [6, Ãë.8].

Ëåììà 64 Ïóñòü p > 0, ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îòêðûòîì êðóãå D(a, r) è íåïðå-
ðûâíà íà D(a, r). Òîãäà äëÿ ëþáîé îêðóæíîñòè Γ, ñîäåðæàùåéñÿ â D(a, r),∫

Γ

∣f(z)∣p∣dz∣ ≤ 2

∫
∂D(a,r)

∣f(z)∣p∣dz∣.
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Ïåðåéäåì ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì äàííîãî ðàçäåëà. Îïðåäåëèì ìåðû

d�(t) = ( + 1)(1− t)dt è d�k,�,q(r) = (1− r)q(k−�)−1dr.

Òåîðåìà 80 (i) Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî z0 ∈ D îáîáùåííûé îïåðàòîð Ëèáåðà (5.5.3)
îãðàíè÷åí íà ïðîñòðàíñòâå Áåñîâà Bp,q

� , åñëè p, q ∈ [1,∞), � > 0.
(ii) Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî z0 ∈ D îáîáùåííûé îïåðàòîð Ëèáåðà (5.5.3) îãðàíè÷åí

íà ïðîñòðàíñòâå Áåñîâà Bp,q
� , åñëè p, q ∈ (0,∞), � > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî  âåùå-
ñòâåííî. Äâàæäû ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, Ëåììó 62 ñ ' = �t è èñïîëüçóÿ
âû÷èñëåííóþ íîðìó ∥�t∥∞ = (1− t)∣z0∣+ t, ìû ïîëó÷àåì

∥Λ
z0

(f)∥Bp,q� =

(∫ 1

0

M q
p

(∫ 1

0

(f ∘ �t)(k)d�(t), r

)
d�k,�,q(r)

)1/q

≤
(∫ 1

0

(∫ 1

0

Mp(f
(k) ∘ �t ⋅ tk, r)d�(t)

)q
d�k,�,q(r)

)1/q

≤
∫ 1

0

(∫ 1

0

M q
p (f (k) ∘ �t ⋅ tk, r)d�k,�,q(r)

)1/q

d�(t)

=

∫ 1

0

∥f (k) ∘ �t∥Ap,q
q(k−�)−1

tk d�(t)

≤ 31/p∥f (k)∥Ap,q
q(k−�)−1

∫ 1

0

(
∥�t∥∞ + ∣�t(0)∣
∥�t∥∞ − ∣�t(0)∣

)k−�+1/p

tk d�(t)

≤ 31/p2k−�+1/p∥f∥Bp,q�
∫ 1

0

t�−1/pd�(t)

= ( + 1)31/p2k−�+1/pB(� + 1− 1/p,  + 1)∥f∥Bp,q� ,

ãäå B(⋅, ⋅) � áåòà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. ×àñòü (i) äîêàçàíà.
(ii) Ïóñòü z0 ∈ D, p, q ∈ (0,∞), � > 0. Â ñèëó äîêàçàííîé ÷àñòè (i) ìû ìîæåì

ñ÷èòàòü, ÷òî 1 ≤ p <∞, 0 < q < 1 èëè 0 < p < 1, 0 < q <∞. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ èç Bp,q

� . Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî f (k) ∈ Ap,qq(k−�)−1 äëÿ íåêîòîðîãî k > �.
Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Ap,q� ⊂ A
1,1
� , � >

� + 1

q
+

1

p
− 1, (5.5.5)

ñì. Òåîðåìó 40(v), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f (k) ïðèíàäëåæèò êëàññó Áåðãìàíà
A1,1
� äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ �, � > k − � + 1/p − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f (k)

äîïóñêàåò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (ñì., íàïðèìåð, [110, ñ.6])

f (k)(z) = (� + 1)

∫
D

(1− ∣w∣2)�

(1− w̄z)�+2
f (k)(w)dm2(w), z ∈ D,

è ïîýòîìó

dk

dzk
(Λ

z0
f)(z) =

∫ 1

0

f (k)
(
�t(z)

)
tkd�(t)

= (� + 1)

∫ 1

0

(∫
D

(1− ∣w∣2)�

(1− w̄�t(z))�+2
f (k)(w)dm2(w)

)
tkd�(t). (5.5.6)
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×òîáû îöåíèòü èíòåãðàë (5.5.6), íàì ïîíàäîáèòñÿ îöåíêà ñíèçó çíàìåíàòåëÿ â ïîäûí-
òåãðàëüíîì âûðàæåíèè (5.5.6), èìåííî

∣1− w̄�t(z)∣ ≥ 1− ∣z0∣
2
∣1− w̄z∣. (5.5.7)

Íåðàâåíñòâî (5.5.7) ìîæíî äîêàçàòü ïîâòîðíûì ïðèìåíåíèåì íåðàâåíñòâà òðåóãîëü-
íèêà:

∣1− w̄�t(z)∣ ≥ 1− ∣�t(z)∣ ≥ (1− t)(1− ∣z0∣) ≥
1− ∣z0∣
1 + ∣z0∣

(1− t)∣z − z0∣. (5.5.8)

Èç (5.5.8) ñëåäóåò, ÷òî

∣1− w̄�t(z)∣ = ∣1− w̄z + w̄z − w̄�t(z)∣ ≥ ∣1− w̄z∣ − ∣w∣∣z − �t(z)∣

= ∣1− w̄z∣ − ∣w∣(1− t)∣z − z0∣ ≥ ∣1− w̄z∣ −
1 + ∣z0∣
1− ∣z0∣

∣1− w̄�t(z)∣.

Îòñþäà íåðàâåíñòâî (5.5.7) íåìåäëåííî ñëåäóåò. Ïîýòîìó ïðèìåíÿÿ (5.5.7) ê âûðà-
æåíèþ (5.5.6), ñâîäèì åãî ê îïåðàòîðó Áåðãìàíà (5.5.4),∣∣∣∣ dkdzk (Λ

z0
f)(z)

∣∣∣∣ ≤ (� + 1)

∫ 1

0

(∫
D

(1− ∣w∣2)�

∣1− w̄�t(z)∣�+2

∣∣f (k)(w)
∣∣dm2(w)

)
tkd�(t)

≤ (� + 1)( + 1)2�+2B(k + 1,  + 1)

(1− ∣z0∣)�+2

∫
D

(1− ∣w∣2)�

∣1− w̄z∣�+2

∣∣f (k)(w)
∣∣dm2(w)

= C(�, , k, z0)T�
(
f (k)
)
(z).

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî � Ëåììà 63 âëå÷åò

∥Λ
z0

(f)∥Bp,q� =

∥∥∥∥ dkdzkΛ
z0

(f)

∥∥∥∥
Ap,q
q(k−�)−1

≤ C(�, , k, z0)
∥∥T�(f (k)

)∥∥
Lp,q
q(k−�)−1

≤ C
∥∥f (k)

∥∥
Ap,q
q(k−�)−1

= C∥f∥Bp,q� ,

ãäå ïîñëåäíÿÿ ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò òîëüêî îò p, q, �, �, , k, z0. Ýòî çàâåðøàåò äîêà-
çàòåëüñòâî Òåîðåìû 80. ■

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 80(i) ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì â ñëó÷àÿõ

0 < p <
1

1 + �
, 0 < q <∞ èëè p =

1

1 + �
, 1 < q <∞ (0 < � < 1). (5.5.9)

Ýòîò ôàêò äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåðîì

fz0(z) = (z0 − z)−1

(
log

e

z0 − z

)−1

, z ∈ D,

ãäå z0 ∈ ∂D. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

f ′z0(z) ≈ (z0 − z)−2

(
log

e

z0 − z

)−1

, z ∈ D.
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Ïîêàæåì, ÷òî fz0(z) ∈ Bp,q
� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (5.5.9) âûïîëíåíî.

Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî z0 = 1. Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∥fz0∥Bp,q� = ∥f ′z0∥Ap,qq(1−�)−1
ðàâ-

íîñèëüíà ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

I :=

∫ 1

9/10

⎡⎣∫ 1/2

−1/2

d�

∣1− rei�∣2p
∣∣∣log e

1−rei�

∣∣∣p
⎤⎦q/p (1− r)q(1−�)−1dr.

Âíóòðåííèé èíòåãðàë

Jp(r) :=

∫ 1/2

−1/2

d�

∣1− rei�∣2p
∣∣∣log e

1−rei�

∣∣∣p , 9

10
< r < 1,

ìîæíî îöåíèòü òàê, êàê ýòî ñäåëàíî â Ëåììå 30.
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ: p > 1

2
, p < 1

2
, p = 1

2
.

Â ñëó÷àå p > 1/2 ïîëó÷àåì îöåíêó

Jp(r) ≈ Cp
e(2p−1) log 1

1−r(
log 1

1−r

)p = Cp
1

(1− r)2p−1
(
log 1

1−r

)p , 9

10
< r < 1.

Ïîýòîìó

I ≈
∫ 1

9/10

dr

(1− r)q(1+�−1/p)+1
(
log 1

1−r

)q =

∫ 1/10

0

dx

xq(1+�−1/p)+1
(
log 1

x

)q .
Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (5.5.9) âûïîëíåíî.

Â ñëó÷àå p < 1/2 âíîâü ïî Ëåììå 30 ïîëó÷àåì Jp(r) ≈ 1, è èíòåãðàë I ñõîäèòñÿ.
Â ñëó÷àå p = 1/2 àíàëîãè÷íî âûâîäèì

J1/2(r) ≈
∫ 1/2

0

d�(
1− r + �

)(
log 1

1−r+�

)1/2

= 2

[(
log

1

1− r

)1/2

−
(

log
1

3/2− r

)1/2
]
≈
(

log
1

1− r

)1/2

,

äëÿ âñåõ r ∈
(

9
10
, 1
)
. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë I ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

óñëîâèå (5.5.9) âûïîëíåíî.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûðàæåíèå (Λ

z0
fz0)(z) íå èìååò ñìûñëà íè â êàêîé òî÷êå z ∈ D,

ïîòîìó ÷òî

(Λ
z0
fz0)(z) =

 + 1

z0 − z

∫ 1

0

(1− t)dt
t log e

t(z0−z)
=∞.

Òå ñëó÷àè, êîãäà z0 ∈ ∂D è 1
1+�

< p < 1 îñòàþòñÿ îòêðûòûìè.

Ïåðåéäåì ê ïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ñðåäíåé îñöèëëÿöèåé. Ïðî-
ñòðàíñòâî BMOA ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé f ∈ H(D) ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ïîëó-
íîðìó (ñì. [4], [18])

∥f∥BMOA := sup
�∈D

(∫ �

−�
∣f(ei�)− f(�)∣2P�(�)

d�

2�

)1/2

,
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ãäå ÷åðåç

P�(�) =
1− ∣�∣2

∣1− e−i��∣2

îáîçíà÷åíî ÿäðî Ïóàññîíà. Ïðîñòðàíñòâî VMOA åñòü çàìûêàíèå ìíîãî÷ëåíîâ â
BMOA, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ñîñòîèò èç òåõ ôóíêöèé èç BMOA, äëÿ êîòîðûõ∫ �

−�
∣f(ei�)− f(�)∣2P�(�)

d�

2�
= o(1) ïðè � → ∂D.

Òåîðåìà 81 Ïðè z0 ∈ D îáîáùåííûé îïåðàòîð Ëèáåðà (5.5.3) ñîõðàíÿåò ïðîñòðàí-
ñòâà BMOA è VMOA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ BMOA è ÷èñëî  âåùåñòâåííî. Òîãäà îöåíèì

∥Λ
z0

(f)∥2
BMOA = sup

�∈D

∫ �

−�
∣(Λ

z0
f)(ei�)− (Λ

z0
f)(�)∣2P�(�)

d�

2�

= sup
�∈D

∫ �

−�

∣∣∣∣∫ 1

0

(
(f ∘ �t)(ei�)− (f ∘ �t)(�)

)
d�(t)

∣∣∣∣2 P�(�)d�2�

≤ sup
�∈D

∫ �

−�

∫ 1

0

∣∣(f ∘ �t)(ei�)− (f ∘ �t)(�)
∣∣2 d�(t)P�(�)d�

2�

≤
∫ 1

0

[
sup
�∈D

∫ �

−�

∣∣(f ∘ �t)(ei�)− (f ∘ �t)(�)
∣∣2 P�(�)d�

2�

]
d�(t)

=

∫ 1

0

∥f ∘ �t∥2
BMOAd�(t).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè � = �t â [74] äîêàçàíî íåðàâåíñòâî

∥f ∘ �∥BMOA ≤ ∥f∥BMOA.

Ñëåäîâàòåëüíî

∥Λ
z0

(f)∥2
BMOA ≤ ∥f∥2

BMOA

∫ 1

0

d�(t) = ∥f∥2
BMOA. (5.5.10)

Ïîëàãàÿ òåïåðü f ∈ VMOA è âûáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Qn òà-
êóþ, ÷òî ∥f −Qn∥BMOA → 0 ïðè n→∞. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (5.5.10), ïðèõîäèì
ê

∥Λ
z0

(f −Qn)∥BMOA ≤ ∥f −Qn∥BMOA → 0 ïðè n→∞.

Ïîñêîëüêó Λ
z0

(Qn) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî Λ
z0

(f) ∈
VMOA. ■

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 81 ñëåäóåò, ÷òî

∥Λ
z0
∥BMOA→BMOA ≤ 1.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî Òåîðåìà 81 äëÿ îïåðàòîðà (5.5.1) äîêàçàíà â [74].
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Ïåðåéäåì ê âîïðîñó êîìïàêòíîñòè îáîáùåííîãî îïåðàòîðà Ëèáåðà (5.5.3). Íàéäåì
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ êîìïàêòíîñòè îáîáùåííîãî îïåðàòîðà Ëèáåðà (5.5.3) íà
ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà Bp,q

� . Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà (5.5.3) íà ïðîñòðàíñòâàõ Ap,q�
áûëà èçó÷åíà â [217].

Òåîðåìà 82 Ïðè z0 ∈ D îáîáùåííûé îïåðàòîð Ëèáåðà (5.5.3) êîìïàêòåí íà ïðî-
ñòðàíñòâàõ Áåñîâà Bp,q

� , åñëè 1 ≤ p <∞, 0 < q <∞, � > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ëåììàì 4 è 5 èç [217] ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî îïåðà-
òîð Λ

z0
: Bp,q

� → Bp,q
� êîìïàêòåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé îãðàíè÷åííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fm)m∈ℕ â Bp,q
� , ñõîäÿùåéñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç

D ïðè m→∞, èìååì limm→∞ ∥Λ
z0

(fm)∥Bp,q� = 0.

Äëÿ ëþáîãî " > 0 âûáåðåì � ∈ (0, 1) íàñòîëüêî áëèçêèì ê 1, ÷òîáû
∫ 1

�
tkd�(t) < "

è ∣z0∣ ≤ �. Ïîëàãàÿ supm∈ℕ ∥fm∥Bp,q� ≤ K è fm → 0 ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç D
ïðè m → ∞, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (ñì., íàïðèìåð,
[177, Òåîð.10.27]), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ ïðîèçâîäíûõ fm, ò.å.
f

(k)
m → 0 ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç D ïðè m→∞.
Äëÿ t ∈ [0, �] èìååì

∣�t(z)∣ ≤ (1− t)∣z0∣+ t = ∣z0∣+ t(1− ∣z0∣) ≤ ∣z0∣+ �(1− ∣z0∣) =: r0 < 1.

Ñëåäîâàòåëüíî íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî m0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ m > m0

sup
z∈D, t∈[0,�]

∣∣(f (k)
m ∘ �t)(z)

∣∣ ≤ sup
∣z∣≤r0

∣∣f (k)
m (z)

∣∣ < ". (5.5.11)

Äàëåå äëÿ ∣z0∣ ≤ � < r < 1 è � < t < 1 êðóã ñ öåíòðîì (1 − t)z0 è ðàäèóñîì rt
ñîäåðæèòñÿ â {z : ∣z∣ < r}. Ïîýòîìó ïî Ëåììå 64

rtMp
p

(
f (k)
m ∘ �t, r

)
= rt

∫ �

−�

∣∣f (k)
m

(
(1− t)z0 + trei�

)∣∣p d�
2�

≤ 2r

∫ �

−�
∣f (k)
m

(
rei�
)
∣p d�

2�
= 2rMp

p (f (k)
m , r). (5.5.12)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî è íåðàâåíñòâ (5.5.11), (5.5.12) ìû ïîëó÷àåì
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∥Λ
z0

(fm)∥q
Bp,q�

=

∫ 1

0

M q
p

(∫ 1

0

(fm ∘ �t)(k)d�(t), r

)
d�k,�,q(r)

≤
∫ 1

0

(∫ 1

0

Mp(f
(k)
m ∘ �t ⋅ tk, r)d�(t)

)q
d�k,�,q(r)

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

Mp(f
(k)
m ∘ �t, r)tkd�(t)

)q
d�k,�,q(r)

=

∫ 1

�

(∫ 1

�

Mp(f
(k)
m ∘ �t, r)tkd�(t)

)q
d�k,�,q(r)

+

∫ 1

0

(∫ 1

0

�[0,1)2∖[�,1)2(t, r)Mp(f
(k)
m ∘ �t, r)tkd�(t)

)q
d�k,�,q(r)

≤
(

2

�

)q ∫ 1

�

M q
p

(
f (k)
m , r

)(∫ 1

�

tkd�(t)

)q
d�k,�,q(r)

+ C(k, �, , q) sup
z∈D, t∈[0,�]

∣∣(f (k)
m ∘ �t)(z)

∣∣q
≤ "qC

∫ 1

�

M q
p

(
f (k)
m , r

)
d�k,�,q(r) + C"q

≤ "qC
∥∥fm∥∥qBp,q� + C"q

≤ "qC (Kq + 1) .

Òàêèì îáðàçîì, ∥Λ
z0

(fm)∥Bp,q� → 0 ïðè m→∞, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ■
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Ãëàâà 6

Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

â ïðîñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �)
ñî ñìåøàííîé íîðìîé

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [250], [254], [262].

6.1 Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ

ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé íà ïîëèêðóãå

Â ýòîì ðàçäåëå ñîîòíîøåíèÿ ñ äðîáíûì èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèåì, ïîëó÷åí-
íûå â Ðàçäåëàõ 5.1-5.2, áóäóò ïðèìåíåíû äëÿ âûâîäà èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé â
ïðîñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé íà ïîëèêðóãå.

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî çàäàííàÿ â ïîëèêðóãå Un ôóíêöèÿ f(z) ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó Áåñîâà Λp,q

� (0 < p, q ≤ ∞, �j ≥ 0), åñëè D�̃f(z) ∈ L(p, q, �̃ − �), ãäå
�̃ = (�̃1, . . . , �̃n), �̃j � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, ïðåâîñõîäÿùåå �j, è D� � îïåðàòîð
äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ, ñì. (1.2.5), (1.2.31). Ïðî-
ñòðàíñòâî Áåñîâà Λp,q

� ñíàáæàåòñÿ (êâàçè)íîðìîé ∥f∥Λp,q� = ∥D�̃f∥p,q,�̃−�.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℎΛp,q

� ïîäïðîñòðàíñòâî Λp,q
� , ñîäåðæàùåå n-ãàðìîíè÷åñêèå ôóíê-

öèè. Äëÿ n-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè f ∈ ℎΛp,q
� ìóëüòèèíäåêñ �̃ ìîæåò áûòü çàìåíåí

ëþáûì ìóëüòèèíäåêñîì  = (1, . . . , n), j > �j, à ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû ýêâèâà-
ëåíòíû: ∥f∥ℎΛp,q� ≈ ∥Df∥p,q,−�.

Åñëè '(�) � ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè v(z) èç Λp,q
� (èëè ℎΛp,q

� ), òî
áóäåì òàêæå ïèñàòü '(�) ∈ Λp,q

� (èëè ℎΛp,q
� ).

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (5.2.41), èç v(z) ∈ ℎΛp,q
� ñëåäóåò v(z) ∈ ℎp(Un)

äëÿ 0 < p ≤ ∞.
Â ñëåäóþùåé îñíîâíîé òåîðåìå ìû ñòðîèì èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà

Ïóàññîíà êëàññîâ ℎ(p, q, �) â âèäå ñâåðòêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâ
Áåñîâà. Â îòëè÷èå îò øèðîêî èçâåñòíûõ áåðãìàíîâñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, èíòåãðàë ðàñ-
ïðîñòðàíåí íå ïî âñåìó ïîëèêðóãó, à ëèøü íà ÷àñòè åãî ãðàíèöû � ïî òîðó T n.

Òåîðåìà 83 Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞, � = (�1, . . . , �n), �j > 0, 1 ≤ j ≤ n. Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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(i) Ïðîñòðàíñòâî ℎ(p, q, �) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ôóíêöèé u(z), ïðåä-
ñòàâèìûõ â âèäå

u(z) =

∫
Tn
P�(z, �)'1(�) dmn(�), z ∈ Un, (6.1.1)

ãäå �j > max{�j, �j + 1/p − 1}, '1 � ôóíêöèÿ êëàññà Áåñîâà ℎΛp,q
�−�, è P� � ÿäðî

òèïà Ïóàññîíà�Áåðãìàíà (3.2.2).
(ii) Ïðîñòðàíñòâî H(p, q, �) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ôóíêöèé f(z), ïðåä-

ñòàâèìûõ â âèäå

f(z) =

∫
Tn
P�(z, �)'2(�) dmn(�), z ∈ Un, (6.1.2)

ãäå �j > max{�j, �j + 1/p− 1}, '2 � ôóíêöèÿ êëàññà Áåñîâà Λp,q
�−�, êîòîðóþ ìîæíî

ãîëîìîðôíî ïðîäîëæèòü â Un.
(iii) Îïåðàòîð '1 7→ u ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, äåéñòâóþùèì èç ℎΛp,q

�−� íà
ℎ(p, q, �), à îïåðàòîð '2 7→ f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, äåéñòâóþùèì èç HΛp,q

�−� íà
H(p, q, �).

(iv) Ôóíêöèè '1, '2 èç (6.1.1)�(6.1.2) ìîãóò áûòü âûâåäåíû èç ôîðìóë îáðàùåíèÿ

'1(�) = lim
r→(1,...,1)

D−�u(r�), ï.â. � ∈ T n, (6.1.3)

'2(�) = lim
r→(1,...,1)

D−�f(r�), ï.â. � ∈ T n, (6.1.4)

ãäå �j > max{�j, �j + 1/p− 1} (1 ≤ j ≤ n).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞, u(z) ∈ ℎ(p, q, �) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíê-
öèÿ, è �j > max{�j, �j + 1/p − 1} ≥ �j > 0 (1 ≤ j ≤ n). Ñîãëàñíî ñîîòíîøå-
íèþ (5.2.41) ôóíêöèÿ '1(z) = D−�u(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè ℎp(Un). Ïðè
1 < p ≤ ∞ ôóíêöèÿ '1(z), î÷åâèäíî, ïðåäñòàâèìà èíòåãðàëîì Ïóàññîíà ñâîåé ãðà-
íè÷íîé ôóíêöèè. Ýòî æå ñàìîå âåðíî òàêæå ïðè 0 < p ≤ 1. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå �j > �j + 1/p− 1 (1 ≤ j ≤ n).

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì òå ïàðàìåòðû �j, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

�j ≤ �j + 1/p− 1 < �j < �j + 1/p (1 ≤ j ≤ n).

Òîãäà

1 < p0 = min
1≤j≤n

1

�j + 1/p− �j
.

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (5.2.42)

'1(z) = D−�u(z) ∈ ℎs(Un) äëÿ ëþáîãî s ∈ (0, p0).

Âûáèðàÿ ÷èñëî s, 1 < s < p0, èìååì '1(z) ∈ ℎs(Un).
Åñëè æå íåêîòîðûå èëè âñå êîìïîíåíòû �j óäîâëåòâîðÿþò �j ≥ �j + 1/p, òî äëÿ

òàêèõ j âîñïîëüçóåìñÿ ïîëóãðóïïîâîé ôîðìóëîé (5.2.5) è ïðåäñòàâèì

D−�jrj
u(z) = D−(�j−�j−1/p+1/2)−(�j+1/p−1/2)

rj
u(z) = D̃−(�j−�j−1/p+1/2)

rj
D−(�j+1/p−1/2)
rj

u(z),
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ãäå îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ D̃−, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (5.2.4), íåìíîãèì îò-
ëè÷àåòñÿ îò D−.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî �j + 1/p − 1/2 ïîïàäàåò â èíòåðâàë (�j + 1/p − 1, �j + 1/p), òî
âíîâü áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèþ (5.2.42)

'1(z) = D−�u(z) ∈ ℎs(Un) äëÿ íåêîòîðîãî s > 1.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èëè '1(z) ∈ ℎs äëÿ íåêîòîðîãî s > 1. Ñëåäîâàòåëüíî ïðè
ëþáûõ 0 < p ≤ ∞ è �j > max{�j, �j+1/p−1}ôóíêöèÿ '1(z) ïðåäñòàâèìà èíòåãðàëîì
Ïóàññîíà ñâîåé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè,

'1(z) =

∫
Tn
P (z, �)'1(�) dmn(�), z ∈ Un.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà D�, ÷òî ïðèâîäèò ê

D�'1(z) =

∫
Tn
P�(z, �)'1(�) dmn(�), z ∈ Un.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

D�'1(z) = u(z) ∈ ℎ(p, q, �) = ℎ
(
p, q, � − (� − �)

)
,

ïîëó÷àåì '1 ∈ ℎΛp,q
� , ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Îáðàòíî, ïóñòü èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (6.1.1) ñ íåêîòîðûì ìóëüòèèíäåêñîì
� = (�1, . . . , �n), �j > max{�j, �j + 1/p− 1}. Ïðèíàäëåæíîñòü '1 ∈ ℎΛp,q

� ïî îïðåäå-
ëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî

D�'1(z) ∈ ℎ
(
p, q, � − (� − �)

)
= ℎ(p, q, �).

Òàê êàê �j > �j, òî ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (5.2.41)

D−�D�'1(z) = '1(z) ∈ ℎp(Un).

Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó �j > max{�j, �j + 1/p − 1} è D�'1(z) ∈ ℎ(p, q, �), òî êàê
ïîêàçàíî â ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà,

'1(z) ∈ ℎs(Un) äëÿ íåêîòîðîãî s > 1.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ '1(z) ïðåäñòàâèìà ñâîèì èíòåãðàëîì Ïóàññîíà

'1(z) =

∫
Tn
P (z, �)'1(�) dmn(�).

Äèôôåðåíöèðóÿ ñ ïîðÿäêîì �, ïî ôîðìóëå (6.1.1) ïîëó÷àåì

D�'1(z) =

∫
Tn
D�P (z, �)'1(�) dmn(�) =

∫
Tn
P�(z, �)'1(�) dmn(�) = u(z).

Ñëåäîâàòåëüíî u(z) = D�'1(z) ∈ ℎ(p, q, �), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
×àñòü (ii) äîêàçàòü ïðîùå, èáî çäåñü ìû èìååì äåëî ñ ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè.
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Â ÷àñòè (iii) èçîìîðôèçì îïåðàòîðîâ '1 7→ u è '2 7→ f âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ
u = D�'1, f = D�'2 è ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ Áåñîâà ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì

∥'1∥Λp,q�−�
≈ ∥u∥p,q,�, ∥'2∥Λp,q�−�

≈ ∥f∥p,q,�.

Â ÷àñòè (iv), ÷òîáû âûâåñòè ôîðìóëû îáðàùåíèÿ (6.1.3) è (6.1.4) äîñòàòî÷íî ïðåä-
ñòàâèòü ôóíêöèè '1 = D−�u è '2 = D−�f ñâîèìè èíòåãðàëàìè Ïóàññîíà, è çàòåì
ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè r → (1, . . . , 1), ïîëó÷àÿ èõ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ íà òîðå T n.

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 83. ■

Ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà
ℎ(2, 2, �) íàìíîãî ïðîùå.

Òåîðåìà 84 Ïðîñòðàíñòâî ℎ(2, 2, �) (�j > 0) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ôóíê-
öèé u(z), ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

u(z) =

∫
Tn
P�(z, �)'(�) dmn(�), z ∈ Un, (6.1.5)

ãäå '(�) ∈ L2(T n). Êðîìå òîãî,

∥u∥2,2,� ≈ ∥'∥L2(Tn),

è îïåðàòîð ' 7→ u ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì èç L2(T n) íà ℎ(2, 2, �). Ôóíêöèÿ ' ìî-
æåò áûòü âûâåäåíà èç ôîðìóëû îáðàùåíèÿ

'(�) = lim
r→(1,...,1)

D−�u(r�), ï.â. � ∈ T n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå âûâîä èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
îñíîâàí íà èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Ïóàññîíà è îäíîì ñîîòíîøåíèè ñ äðîáíûì èíòå-
ãðîäèôôåðåíöèðîâàíèåì èç òàáëèöû Òåîðåìû 69. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì òîæäåñòâî

D�
(
ℎ2
)

= ℎ(2, 2, �),

ñì. (5.2.30), (5.2.40). Ìû îïóñêàåì î÷åâèäíûå äåòàëè. ■

6.2 Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ

ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé

íà âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû õàðàêòåðèçóåì ïðîñòðàíñòâà ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé ïî-
ñðåäñòâîì èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé íà ℝn ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà
Λp,q
� .
Ïóñòü 1 ≤ p, q ≤ ∞, � > 0, è f(x) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà ℝn. Ïîëóíîðìà

Áåñîâà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥f∥Λp,q� =

⎧⎨⎩
(∫

ℝn
∣t∣−n−�q∥Δk

t f(x)∥qLp(dx)dt

)1/q

, 1 ≤ q <∞,

sup
∣t∣>0

∣t∣−�∥Δk
t f(x)∥Lp(dx), q =∞,

(6.2.1)
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ãäå Δ1
tf(x) = f(x + t) − f(x), Δk

t f(x) = Δ1
tΔ

k−1
t f(x), k �öåëîå, k > �. Ñóùåñòâóåò

ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå (ñì. [225])

∥f∥Λp,q� = ∥Dkv∥p,q,k−�, (6.2.2)

ãäå v = v(x, y) � èíòåãðàë Ïóàññîíà ôóíêöèè f â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå ℝn+1
+ .

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå (6.2.2) ïðèãîäíî äëÿ âñåõ q, 0 < q ≤ ∞.
Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà b ÷åðåç ℋb îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

[61, ñ.254], ñîñòîÿùåå èç âñåõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé v(x, y) íà ℝn+1
+ òàêèõ, ÷òî åñëè

� ∈ ℤn+1
+ , � > 0, è K � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò â ℝn, òî íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ

ïîñòîÿííàÿ C = C(�, �,K) òàêàÿ, ÷òî

∣∂�v(x, y)∣ ≤ Cy−b−∣�∣, x ∈ K, y ≥ �.

Áóäåì òàêæå ïèñàòü f(x) ∈ ℋb, åñëè åãî ãàðìîíè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â ℝn+1
+ ïðèíàä-

ëåæèò ℋb.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ íåáîëüøèì óñèëåíèåì ëåììû 4.5 èç [61].

Ëåììà 65 Ïóñòü 1 ≤ p, q ≤ ∞, � > 0, f(x) � èçìåðèìàÿ íà ℝn ôóíêöèÿ, ÷åé

èíòåãðàë Ïóàññîíà v(x, y) ñóùåñòâóåò, è v(x, y) ∈
∩
b>0

ℋ(−b). Òîãäà âåëè÷èíû (6.2.1)

è ∥Dv∥p,q,−� ýêâèâàëåíòíû äëÿ êàæäîãî  > �.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà. Äëÿ èçìåðèìîé ôóíêöèè f íà ℝn

÷åðåç �f îáîçíà÷èì åå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å.

�f (t) = ∣{x ∈ ℝn; ∣f(x)∣ > t}∣, t > 0,

ãäå ∣E∣ = mesE � ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà E ⊂ ℝn. Ôóíêöèÿ

f ∗(s) = inf{t > 0;�f (t) ≤ s}

íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé ïåðåñòàíîâêîé ôóíêöèè f .
Ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà L(p, q) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ íà

ℝn ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ ∥f∥L(p,q) < +∞, ãäå

∥f∥L(p,q) =

⎧⎨⎩
(∫ +∞

0

[
t1/pf ∗(t)

]q dt
t

)1/q

, 0 < p, q <∞,

sup
t>0

t1/pf ∗(t), 0 < p ≤ ∞, q =∞.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

L(p, q1) ⊂ L(p, p) = Lp ⊂ L(p, q2) ⊂ L(p,∞) ⊂ L1

(
dt

1 + ∣t∣n+1

)
ïðè 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q1 ≤ p ≤ q2 ≤ ∞.

Ãàðìîíè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà ℎ(p, q), 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ (ñì. [90],
[61]) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ â ℝn+1

+ ôóíêöèé u(x, y) ñ êîíå÷íîé
íîðìîé Ëîðåíöà ∥u∥ℎ(p,q) = supy>0 ∥u(x, y)∥L(p,q). Ïîýòîìó ℎ(p, p) = ℎp, 1 < p <∞.

Íàì íóæíà áóäåò òàêæå ñëåäóþùàÿ
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Ëåììà 66 (a) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó BMO(ℝn). Òîãäà

f ïðèíàäëåæèò Lp
(

dt

1 + ∣t∣n+1

)
äëÿ êàæäîãî p, 0 < p < ∞, è çíà÷èò êëàññàì

L1

(
dt

1 + ∣t∣n+

)
è ℋ(−) äëÿ êàæäîãî , 0 <  < 1.

(b) Ïóñòü f ∈ L(p,∞) äëÿ íåêîòîðîãî p, 1 < p <∞. Òîãäà ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò

L1

(
dt

1 + ∣t∣n

)
è, êàê ñëåäñòâèå, êëàññó ℋ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé p = 1 ïåðâîãî âëîæåíèÿ â ÷àñòè (a) åñòü õîðîøî èçâåñò-
íûé ðåçóëüòàò Ôåôôåðìàíà è Ñòåéíà [85]. Îáùèé ñëó÷àé â (a) ìîæåò áûòü äîêàçàí
àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà

1

∣B∣

∫
B

∣f − fB∣pdx ≤ Cp∥f∥pBMO, äëÿ ëþáîãî øàðà B ⊂ ℝn, fB =
1

∣B∣

∫
B

fdx,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà Äæîíà�Íèðåíáåðãà ([4]). Ïî-
ñëåäíåå âëîæåíèå â ÷àñòè (a) ñëåäóåò èç

∣∂�v(x, y)∣ ≤ C(�, n)
1

y−+∣�∣ max

{
1,

1 + ∣x∣
y

}n+ ∫
ℝn

∣f(t)∣dt
1 + ∣t∣n+

, � ∈ ℤn+1
+ ,

ãäå v(x, y) � èíòåãðàë Ïóàññîíà ôóíêöèè f .
Ïåðâîå âëîæåíèå â ÷àñòè (b) ñëåäóåò èç∫

ℝn

∣f(t)∣dt
1 + ∣t∣n

≤
∫ +∞

0

f ∗(s)

(
1

1 + ∣t∣n

)∗
ds ≤ ∥f∥p,∞

∫ +∞

0

ds

s1/p(1 + s/!n)
,

ãäå g∗(s) � óáûâàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà ôóíêöèè g(t), è !n = �n/2

Γ(1+n/2)
. ■

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 85 Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, 0 < q ≤ ∞, � > 0 � çàäàííûå ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
(i) Ïðîñòðàíñòâî ℎ(p, q, �) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ôóíêöèé u(x, y), ïðåäñòàâè-
ìûõ â âèäå

u(x, y) =

∫
ℝn
D�P (x− t, y)'(t)dt, x ∈ ℝn, y > 0, (6.2.3)

ãäå � (� < � < � + n/p) � ïðîèçâîëüíî, è

'(t) ∈ Λp,q
�−�

∩
L1

(
dt

1 + ∣t∣n

)
. (6.2.4)

Ïðè ýòîì,
∥u∥p,q,� ≈ ∥'∥Λp,q�−�

. (6.2.5)

(ii) Ôóíêöèþ ' â ôîðìóëå (6.2.3) ìîæíî âûâåñòè èç ôîðìóëû îáðàùåíèÿ

'(x) = lim
y→+0

D−�u(x, y), ï.â. x ∈ ℝn. (6.2.6)
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(iii) Ïðîñòðàíñòâî ℎ(p, q, �) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ôóíêöèé u(x, y), ïðåäñòàâè-
ìûõ â âèäå (6.2.3), ãäå � (� < � ≤ � + n/p) � ïðîèçâîëüíî, è

'(t) ∈ Λp,q
�−�

∩( ∩
0<<1

L1

(
dt

1 + ∣t∣n+

))
.

Ïðè ýòîì, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (6.2.5) è (6.2.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü u(x, y) ∈ ℎ(p, q, �) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, è � (� <
� < � + n/p) � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ââåäåì ôóíêöèþ '(x, y) = D−�u(x, y), è ïóñòü
'(x) � åå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ íà ℝn. Â ñèëó Òåîðåìû 71 (ii) ôóíêöèÿ '(x) ïðèíàä-
ëåæèò L(p0,∞) ñ p0 = n/

(
� + n/p− �

)
. Ñëåäîâàòåëüíî ïî Ëåììå 66 (b)

'(x) ∈ L1

(
dx

1 + ∣x∣n

)
,

è ïîýòîìó ôóíêöèÿ '(x, y) ïðåäñòàâèìà ñâîèì èíòåãðàëîì Ïóàññîíà

'(x, y) =

∫
ℝn
P (x− t, y)'(t)dt, x ∈ ℝn, y > 0.

Îòñþäà

u(x, y) = D�'(x, y) =

∫
ℝn
D�P (x− t, y)'(t)dt,

ãäå èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Â òî æå âðåìÿ, ïî Ëåììå 65

∥'∥Λp,q�−�
≤ C∥D�'∥p,q,�−(�−�) = C∥u∥p,q,�.

Îáðàòíî, ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, y) ïðåäñòàâèìà â âèäå (6.2.3)�(6.2.4). Ïóñòü '(x, y)
� èíòåãðàë Ïóàññîíà ôóíêöèè '(t). Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà D�
ïðèâîäèò ê

D�'(x, y) =

∫
ℝn
D�P (x− t, y)'(t)dt = u(x, y).

Ïîñêîëüêó ïî Ëåììå 65 (b) èìååì ' ∈ ℋ0, òî â ñèëó Ëåììû 65 ïîëó÷àåì

∥u∥p,q,� = ∥D�'∥p,q,�−(�−�) ≤ C∥'∥Λp,q�−�
.

(ii) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (6.2.6) äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü (6.2.3) ïîñðåäñòâîì îïå-
ðàòîðà D−�, è çàòåì, èñïîëüçóÿ îáðàòèìîñòü D−�, óñòðåìèòü y → +0.

Óòâåðæäåíèå (iii) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (i) ñ èñïîëüçîâàìèåì Ëåìì 65 è 66
(a). ■

Â çàêëþ÷åíèå óñòàíîâèì áîëåå ïðîñòîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàí-
ñòâå Áåðãìàíà ℎ(2, 2, �).

Òåîðåìà 86 Ïðîñòðàíñòâî ℎ(2, 2, �) (� > 0) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ôóíêöèé
u(x, y), ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

u(x, y) =

∫
ℝn
D�P (x− t, y) '(t)dt, x ∈ ℝn, y > 0, (6.2.7)
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ãäå '(t) ∈ L2(ℝn). Êðîìå òîãî, ôóíêöèþ ' èç (6.2.7) ìîæíî âûâåñòè èç ôîðìóëû
îáðàùåíèÿ

'(x) = lim
y→+0

D−�u(x, y), ï.â. x ∈ ℝn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâîä èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (6.2.7) ïðîùå è àíàëîãè÷åí
(6.2.3). Çäåñü èñïîëüçóåì òîæäåñòâî ℎ(2, 2, �) = D�

(
ℎ2
)
, ñì. (5.3.11) è (5.3.14). Ìû

îïóñêàåì î÷åâèäíûå äåòàëè. ■

6.3 Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ

Áåðãìàíà ñ îáùèìè âåñàìè íà ïîëóïëîñêîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îòêàæåìñÿ îò òðàäèöèîííûõ ñòåïåííûõ âåñîâûõ ôóíêöèé â
îïðåäåëåíèè íîðìû ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãîðàçäî áîëåå
îáùèå âåñîâûå ôóíêöèè !. Ïîäîáíûå âåñîâûå ôóíêöèè óæå áûëè íàìè ðàññìîòðåíû
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ íîðì â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà íà ïîëèêðóãå, ñì.
Òåîðåìû 13, 14, è åùå áóäóò ðàññìîòðåíû â Ãëàâå 7.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîñòðîèì èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ âåñîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Áåðãìàíà Hp

!(ℝ2
+) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ñ ýòîé öåëüþ ìû îïðåäåëèì

"äðîáíîå" !-èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèå äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â âåðõíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè. Íà ýòîé îñíîâå çàòåì ïîñòðîèì è îöåíèì ñåìåéñòâî ÿäåð òèïà Êîøè�
Áåðãìàíà, àññîöèèðîâàííûõ ñ âåñîâûìè ôóíêöèÿìè !. Âñå ýòî äàñò âîçìîæíîñòü
óñòàíîâèòü âîñïðîèçâîäÿùèå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà ñ
îáùèìè âåñàìè, êîòîðûå ìîãóò óáûâàòü ñêîëü óãîäíî áûñòðî â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè Áåðãìàíà ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíî áûñòðûé ðîñò âáëè-
çè âåùåñòâåííîé îñè.

Ïóñòü ℝ2
+ = {z ∈ ℂ : Im z > 0} � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

è H(ℝ2
+) � ìíîæåñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà ℝ2

+. Ïðè 0 < p < ∞ îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Hp = Hp(ℝ2

+) îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâî Õàðäè íà ℝ2
+. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp!

ìíîæåñòâî òåõ ôóíêöèé f(z), èçìåðèìûõ íà ℝ2
+, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà (êâàçè)íîðìà

∥f∥p,! =

(∫∫
ℝ2
+

∣f(x+ iy)∣p!(2y)dxdy

)1/p

.

ãäå 0 < p < ∞, ! � íåêîòîðàÿ ðàäèàëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî
ïåðåìåííîé y > 0. Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Lp!, ñîñòîÿùåãî èç ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé,
îáîçíà÷èì Hp

! = H(ℝ2
+) ∩ Lp!.

Ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ñ îáùèìè âåñàìè èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè, ñì., íà-
ïðèìåð, [36], [53], [99], [3], [108], [174], [29], [31], [181], [192] è äð., â êîíòåêñòå åäèíè÷-
íîãî êðóãà, åäèíè÷íîãî øàðà è ïîëèêðóãà èç ℂn, â òî âðåìÿ êàê ïðîñòðàíñòâà Áåðã-
ìàíà ñ îáùèìè âåñàìè â ïîëóïëîñêîñòè èçó÷àëèñü ãîðàçäî ðåæå. Ñëåäóÿ Øèëäñó è
Âèëüÿìñó [181], âñå ýòè àâòîðû ðàññìàòðèâàëè "ðåãóëÿðíûå" âåñîâûå ôóíêöèè, óäî-
âëåòâîðÿþùèå íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì íà ðîñò âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè. Ïîýòîìó
èõ òåõíèêà áûëà áëèçêîé ê ñëó÷àþ ñòàíäàðòíûõ âåñîâûõ ôóíêöèé !(r) = (1− r)�−1
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äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà, øàðà èëè ïîëèêðóãà è !(y) = y�−1 (� > 0) äëÿ âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè (ïîëóïðîñòðàíñòâà). Áîëåå îáùèå âåñîâûå ôóíêöèè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ
À. Êàðàïåòÿíà [16], [17], â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâ ñî ñìåøàííîé íîðìîé â òðóá÷àòûõ
îáëàñòÿõ ℂn ïðè 1 ≤ p ≤ 2. Â òî æå âðåìÿ â ðàáîòàõ [16], [17] ïðèìåíÿëàñü â îñíîâíîì
òåõíèêà Ôóðüå�Ïëàíøåðåëÿ, êîòîðàÿ ñòðîãî çàâèñåëà îò îãðàíè÷åíèÿ 1 ≤ p ≤ 2.

Â îòëè÷èå îò ðàáîò À. Êàðàïåòÿíà [16], [17], íàøè äîêàçàòåëüñòâà îïèðàþòñÿ íà
òåõíèêó "äðîáíîãî" èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ, àññîöèèðîâàííîãî ñ âåñîâîé ôóíê-
öèåé !, à òàêæå íà îöåíêè ÿäåð òèïà Êîøè�Áåðãìàíà K!. Ýòî äàëî íàì âîçìîæíîñòü
äîñòè÷ü ðåçóëüòàòîâ äëÿ âñåõ p, 1 ≤ p <∞.

Âñþäó â ýòîì ðàçäåëå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ z = x+iy, � = �+i�, fy(x) = f(x+iy).
Áóäåì, êàê îáû÷íî, ïèñàòü T : X −→ Y , åñëè îïåðàòîð T îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò èç
ïðîñòðàíñòâà X â Y , ò.å. ∥Tf∥Y ≤ C∥f∥X ∀f ∈ X.

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà (0,∞) ôóíêöèÿ !(x)
ïðèíàäëåæèò êëàññó W (= W�,�), åñëè ñóùåñòâóþò �, � > 0 òàêèå, ÷òî !(x) = O(x�−1)
ïðè x→ +0, è !(x) ≈ x�−1 ïðè x→ +∞.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî îñëàáèòü, îäíàêî ýòî íå ïðèíöèïè-
àëüíî, è ãëàâíûì äëÿ !(x) óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäà óáûâàòü ñêîëü óãîäíî áûñòðî
ïðè x→ +0.

Ñëåäóþùèå òèïè÷íûå âåñîâûå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò êëàññó W :

x�−1, e−1/x, x�−1e−�/x, exp
(
− e1/x

)
, exp

(
− exp(e1/x)

)
è ò. ä.,

ãäå �, � > 0.

Äëÿ âåñîâûõ ôóíêöèé ! ∈ W ðàññìîòðèì èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

ℒ!(t) =

∫ ∞
0

!(x)e−txdx, t > 0.

Ïåðâàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà ñîäåðæèò îöåíêè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ℒ!(t)
è åãî ïðîèçâîäíûõ.

Ëåììà 67 (i) Åñëè âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ! ïðèíàäëåæèò êëàññó W�,� äëÿ íåêîòîðûõ
�, � > 0, òî äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, 2, . . .

∣ℒ(k)
! (t)∣ ≤ C

1

t�+k
, t ≥ 1, (6.3.1)

∣ℒ(k)
! (t)∣ ≈ 1

t�+k
, 0 < t ≤ 1. (6.3.2)

(ii) Ïîëîæèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ℒ!(t) íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé è íå-
ïðåðûâíîé ôóíêöèè !(x) ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî t > 0. Åñëè îöåíêè (6.3.1) è (6.3.2)
èìåþò ìåñòî äëÿ k = 0 è íåêîòîðûõ �, � > 0, òî ! ∈ W�,�.

Ëåììà 67 ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëà-
ñà, ñì., íàïðèìåð, [230].

Ëåììà 68 Ïóñòü 0 < p <∞ è ! ∈ W . Òîãäà ëþáàÿ ôóíêöèÿ f(z) ∈ Hp
! óäîâëåòâî-

ðÿåò îöåíêàì:
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(i)

Mp
p (f ; y) ≤

2∥f∥pp,!
y ⋅ min

y≤�≤3y
!(�)

, y > 0,

ãäå Mp(f ; y) =
∥∥f(x + iy)

∥∥
Lp(dx)

. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ f(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó

Õàðäè Hp íà êàæäîé ïîëóïëîñêîñòè ℝ× (�,∞), � > 0.
(ii)

∣f(x+ iy)∣p ≤
2∥f∥pp,!

y ⋅
∫ y

y/2

!(�)d�

, z = x+ iy ∈ ℝ2
+.

Â ÷àñòíîñòè, êàæäûé òî÷å÷íûé ôóíêöèîíàë f 7→ f(z) äëÿ z ∈ ℝ2
+ ÿâëÿåòñÿ îãðà-

íè÷åííûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà Hp
!.

Ëåììà 69 (i) Ïðè 0 < p < ∞ è ! ∈ W ïðîñòðàíñòâî Hp
! ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è

ïîëíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì Lp!, è çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðè 1 ≤ p <∞.
(ii) Åñëè 0 < p <∞, ! ∈ W , òî ∥f� − f∥p,! −→ 0 ïðè �→ +0 äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
f(z) ∈ Hp

! è åå ðàñòÿíóòîé ôóíêöèè f�(z) = f(z + i�).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 68 ñòàíäàðòíî, ïîýòîìó åãî îïóñêàåì. Ëåììà 69 âûòåêàåò èç
Ëåììû 68.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ "äðîáíûõ" îïåðàòîðîâ èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ, àñ-
ñîöèèðîâàííûõ ñ âåñàìè !.

Íàïîìíèì êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Âèíåðà�Ïýëè, ñì., íàïðèìåð, [228].

Òåîðåìà Âèíåðà�Ïýëè.(i) Åñëè f(z) ∈ Hp(ℝ2
+) äëÿ íåêîòîðîãî p, 1 ≤ p ≤ 2, òî

f(z) =
1√
2�

∫ ∞
0

eitzf̂(t)dt, z ∈ ℝ2
+, (6.3.3)

ãäå f̂(t) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ãðàíè÷íîé ôóíêöèè f(x). Êðîìå òîãî, f̂(t) = 0 äëÿ
ïî÷òè âñåõ t ≤ 0.
(ii) Åñëè ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(z) =
1√
2�

∫ ∞
0

eitzF (t)dt, z ∈ ℝ2
+, (6.3.4)

äëÿ íåêîòîðîãî F (t) ∈ L2(ℝ), òî f(z) ïðèíàäëåæèò H2.

Ââåäåì îïåðàòîð !-èíòåãðèðîâàíèÿ

ℑ!f(z) =

∫ ∞
0

!(�)f(z + i�)d�, z ∈ ℝ2
+.

Â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå !(�) = 1
Γ(a)

��−1 (� > 0) îïåðàòîð ℑ! ñâîäèòñÿ ê õîðîøî èç-
âåñòíîìó îïåðàòîðó äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ (1.1.3).

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü îáðàòíûé îïåðàòîð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z)
ïðåäñòàâèìà ñõîäÿùèìñÿ èíòåãðàëîì (6.3.4) ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé F (t), íå îáÿçà-
òåëüíî ïðèíàäëåæàùåé L2. Òîãäà îïðåäåëèì

D!f(z) =
1√
2�

∫ ∞
0

eitzF (t)

ℒ!(t)
dt, z ∈ ℝ2

+.
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Íèæå ïîêàæåì îáðàòèìîñòü îïåðàòîðîâ ℑ! è D!.
Ïîñòàâèì âîïðîñ: ìîæåò ëè âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ! ∈ W áûòü ïðåäñòàâëåííîé â âèäå

!(x) =

∫ x

0

!1(x− �)!1(�)d� (6.3.5)

ñ íåêîòîðîé âåñîâîé ôóíêöèåé !1. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ðåøàåò èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
(6.3.5) (ïåðâîãî ðîäà) â êëàññå W .

Ëåììà 70 Äëÿ ! ∈ W èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (6.3.5) ïåðâîãî ðîäà èìååò ðåøåíèå
â êëàññå W . Òî÷íåå, åñëè ! ∈ W�,� äëÿ íåêîòîðûõ �, � > 0, òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
(íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíîå) !1 ∈ W�/2,�/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ! ∈ W�,� ïðåäñòàâëåíà â âèäå (6.3.5).
Ïåðåõîä ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà äàåò

ℒ!1(t) =
√
ℒ!(t). (6.3.6)

Ôîðìóëà îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ëþáîãî a > 0 ïðèâîäèò ê

!1(x) =
1

2�i

∫ a+i∞

a−i∞
e�xℒ!1(�)d� =

eax

2�

∫
ℝ
ei�x
√
ℒ!(a+ i�)d�, x > 0. (6.3.7)

Ðàâåíñòâî (6.3.6) ïîêàçûâàåò, ÷òî ℒ!1(t) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì (6.3.1) è (6.3.2), â
êîòîðûõ k = 0 è �, � çàìåíåíû íà �/2, �/2. Áëàãîäàðÿ Ëåììå 67 !1 ∈ W�/2,�/2. ■

Íèæå ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âåñîâûõ ôóíêöèé ! è !1. Ïðè ýòîì îïóñòèì
ðóòèííîå âû÷èñëåíèå !1.

Ïðèìåð 1. Åñëè !(x) = 1
Γ(�)

x�−1 (� > 0), òî !1(x) = 1
Γ(�/2)

x�/2−1.

Ïðèìåð 2. Åñëè !(x) = x−1/2e−1/x, òî äëÿ ëþáîãî a > 0

!1(x) =
�1/4

2�i

∫ a+i∞

a−i∞
�−1/4ex�−

√
� d� =

2

�3/4

∫ ∞
0

√
t e−xt

2

sin
(
t+

�

4

)
dt.

Ïðèìåð 3. Åñëè !(x) = x�−1e−�/4x (� ∈ ℝ, � > 0), òî äëÿ ëþáîãî a > 0

!1(x) =

(
�

4

)�/4
1

�i
√

2

∫ a+i∞

a−i∞
�−�/4ex�

√
K�

(√
��
)
d�,

ãäå K� � ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëäà, ñì., íàïðèìåð, [228].
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò êàêèì îáðàçîì !-èíòåãðîäèôôåðåíèðîâàíèå äà-

åò âîçìîæíîñòü ïåðåõîäèòü îò âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ê ïðîñòðàíñòâó Õàð-
äè, è íàîáîðîò.

Òåîðåìà 87 Ïóñòü ! ∈ W , à âåñîâàÿ ôóíêöèÿ !1 îïðåäåëåíà óðàâíåíèåì (6.3.5).
Òîãäà:
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(i) Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

ℑ! : H1
! −→ H1, ò.å. ∥ℑ!f∥H1 ≤ C∥f∥1,!, (6.3.8)

ℑ!1 : H2
! −→ H2, è áîëåå òîãî, ∥ℑ!1f∥H2 = ∥f∥2,!, (6.3.9)

D!1 : H2 −→ H2
!, è áîëåå òîãî, ∥D!1'∥2,! = ∥'∥H2 . (6.3.10)

(ii) Åñëè 1 ≤ p ≤ 2 è f(z) ∈ Hp
(
ℝ× (�,∞)

)
äëÿ ëþáîãî � > 0, òî

ℑ!D!f(z) = f(z), z ∈ ℝ2
+. (6.3.11)

(iii)

Åñëè f(z) ∈ H2
!, òî D!1ℑ!1f(z) = f(z). (6.3.12)

Åñëè f(z) ∈ H1
!, òî D!ℑ!f(z) = f(z). (6.3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (6.3.8) äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðÿìîé îöåí-
êîé. ×òîáû äîêàçàòü (6.3.9), ïîëîæèì f(z) ∈ H2

!. Ñîãëàñíî Ëåììå 68,

f(z) ∈ H2
(
ℝ× (�,∞)

)
äëÿ ëþáîãî � > 0.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî [228],

f(z) =
1√
2�

∫ ∞
0

g(t)eitzdt, z ∈ ℝ2
+, (6.3.14)

ãäå ôóíêöèÿ g(t) = etyf̂y(t) íå çàâèñèò îò y, è, êðîìå òîãî, ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äàåò

∥f∥2
2,! =

∫ ∞
0

!(2y)∥e−tyg(t)∥2
L2(dt)dy

=

∫ ∞
0

∣g(t)∣2ℒ!(t)dt = ∥g(t)ℒ!1(t)∥2
L2(dt).

Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ôóíêöèè '(z) = ℑ!1f(z) èìååì

'(z) =

∫ ∞
0

!1(�)

(
1√
2�

∫ ∞
0

g(t)eit(z+i�)dt

)
d� =

1√
2�

∫ ∞
0

g(t)eitzℒ!1(t)dt.

Ïîýòîìó ïî Òåîðåìå Âèíåðà�Ïýëè '(z) ∈ H2, è '̂(t) = g(t)ℒ!1(t) = 0 ïðè t < 0.
Îòñþäà

∥'∥H2 = ∥'̂∥L2(ℝ) = ∥g(t)ℒ!1(t)∥L2(0,∞) = ∥f∥2,!.

Ñîîòíîøåíèå (6.3.10) ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íî.
Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ (6.3.11) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé îïåðàòîðîâ èíòåãðîäèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ è Òåîðåìû Âèíåðà�Ïýëè

ℑ!D!f(z) =

∫ ∞
0

!(�)

(
1√
2�

∫ ∞
0

f̂(t) eit(z+i�)

ℒ!(t)
dt

)
d�

=
1√
2�

∫ ∞
0

f̂(t) eitzdt = f(z), (6.3.15)
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ãäå f̂ ∈ Lp′(0,∞).
Ïåðåõîäÿ ê äîêàçàòåëüñòâó (6.3.12), îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñòÿ-

íóòîé ôóíêöèè f�(z) ∈ H2 (� > 0) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì ℑ!1 . Äåéñòâèòåëüíî,

(
ℑ̂!1f�

)
(x) =

d

dx

1√
2�

∫
ℝ
ℑ!1f�(�)

e−i�x − 1

−i�
d�

=
d

dx

1√
2�

∫ ∞
0

!1(�)

(∫
ℝ
f�(� + i�)

e−i�x − 1

−i�
d�

)
d�

=

∫ ∞
0

!1(�) f̂�(x+ i�)d� =
(
ℑ!1 f̂�

)
(x), x > 0. (6.3.16)

Çäåñü äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà îáîñíîâàíî ââèäó !1 ∈ W�/2,�/2 è
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà∫ ∞

0

!1(�) f̂�(x+ i�)d� = g(x)e−x�
∫ ∞

0

!1(�) e−x�d�

â x ∈ [x1, x2] äëÿ ëþáûõ 0 < x1 < x2 <∞. Ïîñêîëüêó ℑ!1f(z) ∈ H2, òî ïîëó÷àåì

D!1ℑ!1f�(z) =
1√
2�

∫ ∞
0

(
ℑ̂!1f�

)
(t)eitz

ℒ!1(t)
dt

=
1√
2�

∫ ∞
0

!1(�)

(∫ ∞
0

f̂�(t+ i�)eitz

ℒ!1(t)
dt

)
d�

= ℑ!1D!1f�(z) = f�(z),

áëàãîäàðÿ (6.3.15) è (6.3.11). Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (6.3.12) ñëåäóåò, èáî ÷èñëî
� > 0 ìîæåò áûòü âûáðàíî ïðîèçâîëüíî.

Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà îáðàùåíèÿ (6.3.13) äîêàçûâàåòñÿ ïðîùå. Ýòî çàâåðøàåò äî-
êàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 87. ■

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (6.3.8)�(6.3.10) äëÿ ñòàíäàðòíûõ ñòåïåííûõ âåñîâûõ
ôóíêöèé !(x) = 1

Γ(�)
x�−1 äîêàçàíû â Ðàçäåëå 5.3.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ÿäåð òèïà Êîøè�Áåðãìàíà è èõ îöåíêàì. Ïóñòü ! ∈ W
è K(z) =

−1

iz
=

∫ ∞
0

eitzdt � îáû÷íîå ÿäðî Êîøè â ℝ2
+. Îïðåäåëèì !-ÿäðî òèïà

Êîøè�Áåðãìàíà ôîðìóëîé

K!(z) = D!K(z), z ∈ ℝ2
+. (6.3.17)

Â èíòåãðàëüíîé ôîðìå

K!(z) =

∫ ∞
0

eitz

ℒ!(t)
dt

ýòè ÿäðà áûëè ââåäåíû À. Êàðàïåòÿíîì [16], [17]. Òàêæå îïðåäåëèì ìîäèôèêàöèè

K!(z, �) = K!(z − �̄), z, � ∈ ℝ2
+.

183



Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ñòàíäàðòíûõ âåñîâ !(x) = 1
Γ(�)

x�−1(� > 0) èìååì

K!(z, �) =
Γ(� + 1)(
i(�̄ − z)

)�+1 ,

ò.å. ýòè ÿäðà ñâîäÿòñÿ ê îáû÷íûì ÿäðàì Áåðãìàíà â ïîëóïëîñêîñòè.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñîäåðæèò âàæíûå îöåíêè ÿäåð K!, ÷òî âìåñòå ñ Òåîðåìîé 87

áóäåò èãðàòü îñíîâíóþ ðîëü â âûâîäàõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé â îáùèõ âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà Hp

!.

Ëåììà 71 Ïóñòü ! ∈ W�,� äëÿ íåêîòîðûõ �, � > 0. Òîãäà

∣K!(z)∣ ≤ C(�, �)
1

y2 !(y/2)
, x ∈ ℝ, y > 0, (6.3.18)

∣K!(z)∣ ≤ C(�, �)
1

∣z∣

(
1

1 + y�
+

1

y2!2(y/4)

)
, x ∈ ℝ, y > 0. (6.3.19)

Åñëè 1 < p <∞, òî K!(z, �) ∈ Lp!
(
ℝ2

+; dm2(�)
)
äëÿ êàæäîãî z ∈ ℝ2

+, è∥∥K!(z, ⋅)
∥∥
p,!
≤ C(p, !, y), x ∈ ℝ, y > 0, (6.3.20)

ãäå C(p, !, y) íåïðåðûâíà ïî y > 0 è áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè y → +∞.
Ïðè ýòîì îöåíêà (6.3.20) ïåðåñòàåò áûòü âåðíîé ïðè p = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà (6.3.18) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç Ëåììû 67.
×òîáû äîêàçàòü (6.3.19) ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:

K!(z) =
1

iz

(∫ 1

0

+

∫ ∞
1

)
eitz
ℒ′!(t)

ℒ2
!(t)

dt.

Òîãäà ∫ 1

0

e−ty
∣ℒ′!(t)∣
ℒ2
!(t)

dt ≈
∫ 1

0

e−tyt�−1dt ≈ 1

1 + y�
, y > 0,

è ∫ ∞
1

e−ty
∣ℒ′!(t)∣
ℒ2
!(t)

dt ≤ C
1

!2(y/4)

∫ ∞
1

te−ty/2dt, y > 0.

Ïîñëåäóþùàÿ îöåíêà ïðè y → +∞ è y → +0 ïðèâîäèò ê (6.3.19).
×òîáû äîêàçàòü (6.3.20), ðàçîáùèì èíòåãðàë íà òðè ÷àñòè

∥∥K!(z, ⋅)
∥∥p
p,!

=

∫
∣�−x∣<1

∫ ∞
0

+

∫
∣�−x∣>1

∫ 1

0

+

∫
∣�−x∣>1

∫ ∞
1

,

è çàòåì îöåíèì, ïîëüçóÿñü (6.3.18) è (6.3.19).
Íàêîíåö, ïðè p = 1 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñòåïåííîé âåñ !(y) = y�−1 (� > 0)

äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèäòè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ (6.3.20). ■

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíóþ òåîðåìó äàííîãî ðàçäåëà îá èíòå-
ãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ â îáùèõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà Hp

!.
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Òåîðåìà 88 Åñëè 1 ≤ p < ∞, ! ∈ W , òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Hp
! ïðåäñòàâèìà â

âèäå

f(z) =
1

�

∫∫
ℝ2
+

f(�)K!(z, �)!(2�) d�d�, z ∈ ℝ2
+, (6.3.21)

ãäå èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â êàæäîé ïîëóïëîñêîñòè ℝ×(�,∞),
� > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè p = 1 ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (6.3.21) î÷åâèäíà ââèäó îöåíîê
ÿäåð Êîøè�Ðèìàíà èç Ëåììû 71.

Ïðè 1 < p <∞ ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà è Ëåììó 71:∫∫
ℝ2
+

∣f(�)∣ ∣K!(z, �)∣!(2�) d�d� ≤ ∥f∥p,! ∥K(z, ⋅)∥p′,! ≤ C∥f∥p,!, (6.3.22)

ãäå C = C(p, !, y) íåïðåðûâíà ïî y > 0 è áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè y → +∞, à èíòåãðàë â
ëåâîé ÷àñòè (6.3.22) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â êàæäîé ïîëóïëîñêîñòè ℝ× (�,∞), � > 0.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê âûâîäó èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (6.3.21) ïðè p = 1. Ïî
Òåîðåìå 87 ïîëó÷àåì äëÿ � > 0

f(z + i�) = ℑ!D!f(z + i�) = 2

∫ ∞
0

!(2�)D!f(z + i2� + i�)d�

=
1

�

∫ ∞
0

!(2�)D!
{∫

ℝ
f(� + i� + i�)K(z, �) d�

}
d�

=
1

�

∫ ∞
0

!(2�)

(∫
ℝ
f(� + i� + i�)K!(z, �) d�

)
d�, (6.3.23)

ãäå !-äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà îáîñíîâàíî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

g(z) =

∫
ℝ
f(� + i� + i�)K(z, �) d�

ïðèíàäëåæèò êëàññó H2 äëÿ ôèêñèðîâàííîãî � > 0. Ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðàíò-
íîé ñõîäèìîñòè, à òàêæå ïî Ëåììå 69 è îöåíêå∫∫

ℝ2
+

∣f(� + i�)− f(�)∣
∣∣K!(z, �)

∣∣!(2�) d�d� ≤ C(p, !, y)∥f� − f∥1,! = o(1),

ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè �→ +0 â (6.3.23).
Ïîëîæèì òåïåðü 1 < p < ∞, f(z) ∈ Hp

!. Òîãäà ïðèìåíèì äîêàçàííóþ ÷àñòü
òåîðåìû ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè

F�(z) =
iei�z

i+ �z
f(z) ∈ H1

!, � > 0,

è çàòåì îñòàíåòñÿ ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè �→ +0. ■

Çàìå÷àíèå. Â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå !(x) = 1
Γ(�)

x�−1(� > 0) ïðåäñòàâëåíèå (6.3.21)
ñîâïàäàåò ñ òàêèì èç [175], [13], ñì. òàêæå Òåîðåìó 48 äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé â ℝn+1

+ .
Äëÿ òðóá÷àòûõ îáëàñòåé â ℂn è 1 ≤ p ≤ 2 ïðåäñòàâëåíèå (6.3.21) äîêàçàíî À.

Êàðàïåòÿíîì [16], [17] äðóãèì ìåòîäîì.

Êàê ñëåäñòâèå Òåîðåìû 88 ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû.
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Òåîðåìà 89 Åñëè 1 ≤ p <∞, ! ∈ W è f ∈ Hp
!, òî

0 =
1

�

∫∫
ℝ2
+

f(�)K!(z, �)!(2�) d�d�, z ∈ ℝ2
+,

Re f(z) =
2

�

∫∫
ℝ2
+

Re f(�) ReK!(z, �)!(2�) d�d�, z ∈ ℝ2
+.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî îáîáùåíèé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Âèíåðà�Ïýëè, ñì., íàïðè-
ìåð, [16], [17] è ñîäåðæàùèåñÿ òàì ññûëêè. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû óñòàíîâèì äðóãîå
èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà Êîøè ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿäðà K!, ÷òî äàñò íîâóþ
õàðàêòåðèçàöèþ ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà H2

!.

Òåîðåìà 90 Ïðîñòðàíñòâî H2
! (! ∈ W ) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ôóíêöèé

f(z), ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

f(z) =
1

2�

∫
ℝ
K!1(z, t)'(t) dt, z ∈ ℝ2

+, (6.3.24)

ãäå '(t) ∈ L2(ℝ), è !1 � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì
(6.3.5) è âûðàæåííàÿ â ÿâíîì âèäå (6.3.7).

Îïåðàòîð ' 7→ f , çàäàííûé ôîðìóëîé (6.3.24), äîñòàâëÿåò èçîìåòðè÷åñêèé èçî-
ìîðôèçì èç L2(ℝ) íà H2

!.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(z) ∈ H2
! � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ! ∈ W , è âåñîâàÿ

ôóíêöèÿ !1 îïðåäåëåíà ïîñðåäñòâîì (6.3.5) è (6.3.7). Ïî Ëåììå 70 âåñîâàÿ ôóíêöèÿ
!1 (âîçìîæíî íå ïîëîæèòåëüíàÿ) ïðèíàäëåæèò êëàññó W . Ñëåäîâàòåëüíî ÿäðî K!1

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ëåììû 71, è èíòåãðàë (6.3.24) ñõîäèòñÿ äëÿ êàæäîãî y > 0.
Ïî Òåîðåìå 87 ôóíêöèè '(z) = ℑ!1f(z) è '�(z) ïðèíàäëåæàò êëàññó H2. Äèôôåðåí-
öèðîâàíèå èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè äëÿ '� ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà D!1 âåäåò
ê

D!1ℑ!1f�(z) = D!1'�(z) = D!1

{
1

2�

∫
ℝ
K(z, t)'�(t) dt

}
.

Ñëåäîâàòåëüíî ôîðìóëà îáðàùåíèÿ (6.3.12), à òàêæå ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðè
âûâîäå (6.3.23), ïðèâîäÿò ê

f�(z) =
1

2�

∫
ℝ
D!1K(z, t)'�(t) dt, z ∈ ℝ2

+.

Îñòàåòñÿ ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè � → +0, ÷òî îáîñíîâàíî áëàãîäàðÿ òåîðåìå Ëåáåãà
î ìàæîðàíòíîé ñõîäèìîñòè è∫

ℝ
∣K!1(z, t)∣ ∣'�(t)− '(t)∣ dt ≤

∥∥K!1(z, t)
∥∥
L2(dt)

∥'� − '∥L2(dt)

≤ C(!1, y)∥'� − '∥L2(dt) = o(1) ïðè �→ +0.

Îáðàòíî, ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâèìà â âèäå (6.3.24) ñ íåêîòîðûì ' ∈ L2(ℝ).
Èíòåãðèðóÿ ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà ℑ!1 , ïîëó÷àåì

ℑ!1f(z) = ℑ!1

{
1

2�

∫
ℝ
K!1(z, t)'(t) dt

}
=

1

2�

∫
ℝ
K(z, t)'(t) dt = '(z),
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ãäå '(z) ∈ H2. Â ñèëó Òåîðåìû 87

D!1ℑ!1f(z) = D!1'(z) ∈ H2
!.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî Òåîðåìå Âèíåðà�Ïýëè èìååì f(z + i�) ∈ H2. Òàêèì îáðàçîì,

f(z) = D!1ℑ!1f(z) ∈ H2
!

áëàãîäàðÿ ôîðìóëå îáðàùåíèÿ (6.3.12). ■

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ñïåöèàëüíîãî âåñà !(x) = 1
Γ(�)

x�−1 (� > 0) è â ñëó÷àå âåðõíåãî

ïîëóïðîñòðàíñòâà ℝn+1
+ Òåîðåìà 90 ñâîäèòñÿ ê Òåîðåìå 86.
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Ãëàâà 7

Ãàðìîíè÷åñêîå è

ïëþðèãàðìîíè÷åñêîå

ñîïðÿæåíèå â ℎ(p, q, �) è ℎ(p, q, !)

Ðåçóëüòàòû Ðàçäåëîâ 7.1 è 7.3 ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [254], [269], Ðàçäåëà
7.2 � â ñîâìåñòíîé ñî Ñ. Ñòåâè÷åì ñòàòüå [270], è Ðàçäåëà 7.4 � â ñîâìåñòíîé ñ Ê.
Ãþðëåáåêîì è Â. Øïð�åññèãîì ñòàòüå [273].

7.1 Ïëþðèãàðìîíè÷åñêîå ñîïðÿæåíèå â ℎ(p, q, �)

íà ïîëèêðóãå

Â Ðàçäåëå 5.1 áûëè ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ ñ äðîáíûì èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâà-
íèåì â ïðîñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �). Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ïîêàæåì, ÷òî ïëþðèãàðìî-
íè÷åñêîå ñîïðÿæåíèå ñîõðàíÿåò ïëþðèãàðìîíè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ℎ(p, q, �) äëÿ
âñåõ 0 < p, q ≤ ∞, �j > 0.

Òåîðåìà 91 Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞, � = (�1, . . . , �n),�j > 0, 1 ≤ j ≤ n. Åñëè u � ïëþ-
ðèãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èç ℎ(p, q, �), è v � åå ïëþðèãàðìîíè÷åñêîå ñîïðÿæåííîå,
íîðìèðîâàííîå óñëîâèåì v(0) = 0, òî v ∈ ℎ(p, q, �), è ïðè ýòîì

∥v∥p,q,� ≤ C∥u∥p,q,�. (7.1.1)

Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî j ∈ [1, n] ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(1− r)�Mp(u; r) = o(1) ïðè rj → 1−,
(1− r)�Mp(v; r) = o(1) ïðè rj → 1− .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó 2-ñóáãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè ∣f ∣p (p > 0, f ∈ H(U2)),
èìååì ∥f∥p,q,� ≤ C(p, q, �)∥f∥∗p,q,�, ãäå îáîçíà÷åíî

∥f∥∗p,q,� =

⎧⎨⎩

⎛⎜⎝ 1∫
1/2

1∫
1/2

2∏
j=1

(1− rj)�jq−1M q
p (f ; r)dr1dr2

⎞⎟⎠
1/q

, 0 < q <∞,

sup
1/2<r1,r2<1

2∏
j=1

(1− rj)�jMp(f ; r), q =∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∥f∥p,q,� ≤ C∥f∥∗p,q,� ≤ C∥u∥p,q,� + C∥v∥∗p,q,�.

Ïîñëåäíþþ íîðìó ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

∥v∥∗p,q,� ≤ C∥v(z1, z2)− v(0, z2)∥∗p,q,� + C∥v(0, z2)∥∗p,q,�

=

∥∥∥∥∫ r1

0

∂v(�1�1, z2)

∂�1

d�1

∥∥∥∥∗
p,q,�

+

∥∥∥∥∫ r2

0

∂v(0, �2�2)

∂�2

d�2

∥∥∥∥∗
p,q,�2

.

Ââèäó óðàâíåíèé Êîøè�Ðèìàíà è Òåîðåìû 57 (�j = ei�j)

∥v∥∗p,q,� ≤ C

∥∥∥∥r1
∂v(r1�1, z2)

∂r1

∥∥∥∥∗
p,q,(�1+1,�2)

+ C

∥∥∥∥r2
∂v(0, r2�2)

∂r2

∥∥∥∥∗
p,q,�2+1

= C

∥∥∥∥∂u(r1�1, z2)

∂�1

∥∥∥∥∗
p,q,(�1+1,�2)

+ C

∥∥∥∥∂u(0, r2�2)

∂�2

∥∥∥∥∗
p,q,�2+1

≤ C∥u∥p,q,(�1,�2) + C∥u(0, z2)∥p,q,�2 ≤ C∥u∥p,q,�.

Äàëåå, ñîãëàñíî Òåîðåìàì 54, 56 è 57 ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû

(1− r1)�1(1− r2)�2Mp(u; r) = o(1) ïðè r1 → 1−,

(1− r1)�1+1(1− r2)�2Mp

(
∂u

∂�1

; r

)
= o(1) ïðè r1 → 1−,

(1− r1)�1+1(1− r2)�2Mp

(
∂v

∂r1

; r

)
= o(1) ïðè r1 → 1−,

(1− r1)�1(1− r2)�2Mp(v; r) = o(1) ïðè r1 → 1− .

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 91. ■

Çàìå÷àíèå. Íåðàâåíñòâî (7.1.1) õîðîøî èçâåñòíî äëÿ åäèíè÷íîãî øàðà èç ℂn, ñì.
[118], [180], [222]. Äëÿ áîëåå îáùèõ îãðàíè÷åííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ îáëàñòåé ñì. [179]
(1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q < ∞) è [154] (0 < p = q < ∞), â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïðîñòðàíñòâ
Áåðãìàíà (ò.å. äëÿ p = q) ñ îáùèìè âåñàìè â ïîëèêðóãå ñì. [29].
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7.2 Ïëþðèãàðìîíè÷åñêîå ñîïðÿæåíèå â ℎ(p, q, !)

ñ îáùèìè âåñàìè íà ïîëèêðóãå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðîäîëæàåì èçó÷åíèå ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

Ap,q!⃗ = H(p, q, !)

ñî ñìåøàííîé íîðìîé íà åäèíè÷íîì ïîëèêðóãå èç ℂn äëÿ ïàðàìåòðîâ 0 < p ≤ ∞, 0 <
q <∞ è øèðîêîãî êëàññà âåñîâûõ ôóíêöèé !⃗. Ïîëó÷èâ ýêâèâàëåíòíûå íîðìû â Ap,q!⃗
÷åðåç ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé, ìû çàòåì äîêàçûâàåì îãðàíè÷åííîñòü ïëþðèãàðìîíè-
÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîðìîé.

Ïóñòü !(x), 0 ≤ x < 1, � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ è èíòåãðèðóåìàÿ íà
èíòåðâàëå (0,1). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàäèàëüíûå âåñîâûå ôóíêöèè, ïîëàãàÿ !(z) =
!(∣z∣) è !⃗ = (!1, . . . , !n) íà ïîëèêðóãå Un.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℒp,q!⃗ = ℒp,q!⃗ (Un), 0 < p ≤ ∞, 0 < q <∞, ïðîñòðàíñòâî ñî ñìåøàí-
íîé íîðìîé, ñîñòîÿùåå èç èçìåðèìûõ íà Un ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî

∥f∥qp,q,!⃗ =

∫
(0,1)n

M q
p (f, r)

n∏
j=1

!j(rj)drj <∞,

è Ap,q!⃗ = Ap,q!⃗ (Un) îïðåäåëèì êàê ïåðåñå÷åíèå ℒp,q!⃗ ñ H(Un). Ïðè p = q ìû ïðèõîäèì
ê âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì Áåðãìàíà Ap,p!⃗ = Ap!⃗ ñ îáùèìè âåñàìè !⃗. Ïðîñòðàíñòâà ñî
ñìåøàííîé íîðìîé è Áåðãìàíà, à òàêæå äðóãèå áëèçêèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàí-
ñòâà â ïîñëåäíåå âðåìÿ èçó÷àëèñü, íàïðèìåð, â [47], [127], [128], [154], [179], [180],
[189], [194], [207], [208], [209], [210], [222], [237], [238], [243], [244].

Îáùàÿ òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðàôèÿõ [76], [80], [83],
[110], [239], [241], à îáùóþ òåîðèþ ïðîñòðàíñòâ ñî ñìåøàííîé íîðìîé ìîæíî íàéòè â
êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ [104], [106], [107], [225], [88], [89], [90], [91].

Ñëåäóÿ Ñèñêàêèñó [185], äëÿ çàäàííîé âåñîâîé ôóíêöèè ! íà åäèíè÷íîì êðóãå D
îïðåäåëèì åå ôóíêöèþ èñêàæåíèÿ (distortion function)

 (r) =  !(r) =
1

!(r)

∫ 1

r

!(t)dt, 0 ≤ r < 1. (7.2.1)

Ïîëîæèì  (z) =  (∣z∣) äëÿ z ∈ D. Êëàññ äîïóñòèìûõ âåñîâ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
Ñèñêàêèñà [185] ñîñòîèò èç òåõ âåñîâûõ ôóíêöèé ! â D, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì

i) Íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C = C(!) > 0 òàêàÿ, ÷òî

1

!(r)

∫ 1

r

!(t)dt ≤ C(1− r), 0 ≤ r < 1. (7.2.2)

ii) Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ! äèôôåðåíöèðóåìà, è íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C = C(!) > 0
òàêàÿ, ÷òî

!′(r) ≤ C
!(r)

1− r
, 0 ≤ r < 1. (7.2.3)

iii) Äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî � > 0 íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C = C(!, �) > 0
òàêàÿ, ÷òî

!(r)

!
(
r + � (r)

) ≤ C(!, �), 0 ≤ r < 1. (7.2.4)

190



Ïðèâåäåì íåáîëüøîé ñïèñîê òèïè÷íûõ äîïóñòèìûõ âåñîâ, ñì. [185, ñ.660-663].

1) !(r) = (1− r)�
(

log
e

1− r

)�
, � > −1, � ∈ ℝ,

2) !(r) =

(
log log

e

1− r

)�
, � > 0,

3) !(r) = exp

[
−�
(

log
e

1− r

)�]
, 0 < � ≤ 1, � > 0.

Â êàæäîì èç ýòèõ òðåõ ïðèìåðîâ ôóíêöèÿìè èñêàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

 (r) ∼ 1− r.

Ïðèâåäåì åøå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ äîïóñòèìûõ âåñîâ ñî ñâîèìè ôóíêöèÿìè èñ-
êàæåíèÿ.

4) !(r) = (1− r)� exp

(
−

(1− r)�

)
,  (r) ∼ (1− r)�+1, �,  > 0, � ∈ ℝ,

5) !(r) = exp

[
− exp

(
�

(1− r)�

)]
,  (r) ∼ (1− r)�+1 exp

(
−�

(1− r)�

)
, �, �,  > 0,

6) !(r) = exp

[
−�
(

log
e

1− r

)�]
,  (r) ∼ 1− r(

log e
1−r

)�−1 , � > 1, � > 0.

Ñèñêàêèñ â [185] îõàðàêòåðèçîâàë !-âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ÷åðåç ïðîèç-
âîäíûå ôóíêöèé.

Òåîðåìà Ñèñêàêèñà. Ïóñòü !(z) � íåêîòîðàÿ äîïóñòèìàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ íà
åäèíè÷íîì êðóãå D, 1 ≤ p <∞. Òîãäà∫

D
∣f(z)∣p !(z)dm2(z) ≈ ∣f(0)∣p +

∫
D
∣f ′(z)∣p p(z)!(z)dm2(z) (7.2.5)

äëÿ âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé f ∈ H(D).

Íà ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè òåîðåìó ðàñïðîñòðàíèë Ñòåâè÷ [190].
Â ñëó÷àå 0 < p < 1 îäíî äâóõ èç íåðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèõñÿ â (7.2.5), äîêàçàë

Ñòåâè÷ [189], [190], à âòîðîå íåðàâåíñòâî � Ïàâëîâè÷ è Ïåëàåñ [166]. Îíè æå ðàñ-
ñìàòðèâàëè è áîëåå îáùèå âåñîâûå ôóíêöèè.

Â ðàáîòå [210, Òåîð.1] Ñòåâè÷, ñðåäè ïðî÷åãî, äîêàçàë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ
åäèíè÷íîãî ïîëèêðóãà Un.

Òåîðåìà Ñòåâè÷à. Ïóñòü f ∈ H(Un), !j(zj) � äîïóñòèìûå âåñîâûå ôóíêöèè íà
åäèíè÷íîì êðóãå D ñ ôóíêöèÿìè èñêàæåíèÿ  j(zj), j = 1, . . . , n. Åñëè 0 < p, q <∞,
f ∈ Ap,q!⃗ , òî äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n,  j(zj)

∂f
∂zj

(z) ∈ ℒp,q!⃗ , íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ

ïîñòîÿííàÿ C = C(p, q, !⃗, n) òàêàÿ, ÷òî

∥f∥p,q,!⃗ ≥ C∣f(0)∣+ C

n∑
j=1

∥∥∥∥ j ∂f∂zj
∥∥∥∥
p,q,!⃗

. (7.2.6)

191



Äëÿ 1 ≤ p, q <∞ îáðàòíîå íåðàâåíñòâî òàêæå âåðíî.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ âñåõ 0 < p, q < ∞ ýêâèâàëåíòíîñòü ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé (7.2.6)
óñòàíîâëåíà â [200], [210] äëÿ ñòàíäàðòíûõ âåñîâ !j(zj) = (1 − ∣zj∣)�j , �j > −1, ñì.
òàêæå [189], [194].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ p = q è âåñîâ ! ñ ðåãóëÿðíûì èçìåíåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòü ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé (7.2.6) óñòàíîâëåíà â ðàáîòå À.Â. Àðóòþíÿí [3].

Â [166] àâòîðû ðåøèëè ïðîáëåìó, ïîñòàâëåííóþ Ñòåâè÷åì ([189], [194]), îòíîñÿùó-
þñÿ ê îáðàòíîìó íåðàâåíñòâó (7.2.6) â ñëó÷àå åäèíè÷íîãî êðóãà, äîêàçàâ ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà Ïàâëîâè÷à�Ïåëàåñà. Ïóñòü 0 < p ≤ ∞, 0 < q <∞, è ! � äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ íà D, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

!′(r)

!2(r)

∫ 1

r

!(s)ds ≤ L <∞, r ∈ (0, 1), (7.2.7)

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé L > 0. Òîãäà∫ 1

0

M q
p (f, r)!(r)dr ≈ ∣f(0)∣q +

∫ 1

0

M q
p (f ′, r)( !(r))q!(r)dr (7.2.8)

äëÿ âñåõ f ∈ H(D).
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (7.2.7) ñëàáåå, ÷åì óñëîâèÿ (7.2.2)�(7.2.4) äîïóñòèìûõ âåñîâ,

ñì. [166].
Íàøåé çàäà÷åé áóäåò ðàñïðîñòðàíèòü óêàçàííûå Òåîðåìû Ñòåâè÷à è Ïàâëîâè÷à�

Ïåëàåñà íà ñëó÷àé ïîëèêðóãà. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 92 Ïóñòü f ∈ H(Un), 0 < p ≤ ∞, 0 < q <∞, è âåñîâûå ôóíêöèè !j(zj), j =
1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (7.2.7) â ôóíêöèÿìè èñêàæåíèÿ  j(zj), j = 1, . . . , n.
Òîãäà f ∈ Ap,q!⃗ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè  j(zj)

∂f
∂zj

(z) ∈ ℒp,q!⃗ äëÿ âñåõ

j = 1, . . . , n. Áîëåå òîãî,

∥f∥p,q,!⃗ ≈ ∣f(0)∣+
n∑
j=1

∥∥∥∥ j ∂f∂zj
∥∥∥∥
p,q,!⃗

. (7.2.9)

Òåîðåìà 92 îáîáùàåò êàê (7.2.6), òàê è (7.2.9). Ýòî äàñò íàì âîçìîæíîñòü äîêà-
çàòü, ÷òî îïåðàòîð ïëþðèãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâàõ ñî
ñìåøàííîé íîðìîé ℒp,q!⃗ (Un) äëÿ âñåõ 0 < p ≤ ∞, 0 < q <∞.

×òîáû äîêàçàòü îñíîâíóþ Òåîðåìó 92, íàì ïîòðåáóþòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëü-
íûõ ðåçóëüòàòîâ. Íèæåñëåäóþùèå äâå ëåììû äîêàçàíû â [166].

Ëåììà 72 Ïóñòü {Ak}∞k=0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, �,  > 0. Òî-
ãäà âåëè÷èíû

Q1 =
∞∑
k=0

e−k�∣Ak∣, Q2 = ∣A0∣ +
∞∑
k=0

e−k�∣Ak+1 − Ak∣

ñðàâíèìû, ò.å. Q1 ≈ Q2.
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Ëåììà 73 Äëÿ çàäàííîé íà [0, 1) ôóíêöèè '(r) îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rk}∞k=0 ⊂
[0, 1) ðàâåíñòâîì '(rk) = ek, k ≥ 0.
(a) Åñëè ôóíêöèÿ ' óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì '(0) = 1 è

sup
0<r<1

'′′(r)'(r)

'′(r)2
≤M <∞, (7.2.10)

òî äëÿ êàæäîãî k ≥ 0, èìååì

'′(y)

'′(x)
≤ e2M , rk < x < y < rk+2.

(b) Åñëè ôóíêöèÿ ' óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

sup
0<r<1

∣'′′(r)∣'(r)

'′(r)2
≤M <∞, (7.2.11)

òî äëÿ êàæäîãî k ≥ 0, èìååì

e−2M ≤ '′(y)

'′(x)
≤ e2M , x, y ∈ [rk, rk+2].

Ëåììà 74 Ïóñòü f ∈ H(Un), 0 < p ≤ ∞, ℓ = min{1, p}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ rj, �j,
0 < rj < �j < 1, j = 1, . . . , n, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

M ℓ
p(f, �1, . . . , �n)−M ℓ

p(f, r1, . . . , rn) ≤ C
n∑
j=1

(�j − rj)ℓM ℓ
p

(
∂f

∂zj
, �1, . . . , �n

)
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 çàâèñèò òîëüêî îò p è n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì, ÷òî n = 2. Ñîãëàñíî ëåììå 3 èç [210] è ìîíîòîííîñòè
èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ, èìååì

M ℓ
p(f, �1,�2)−M ℓ

p(f, r1, r2)

=
(
M ℓ

p(f, �1, �2)−M ℓ
p(f, r1, �2)

)
+
(
M ℓ

p(f, r1, �2)−M ℓ
p(f, r1, r2)

)
≤ C(�1 − r1)ℓM ℓ

p

(
∂f

∂z1

, �1, �2

)
+ C(�2 − r2)ℓM ℓ

p

(
∂f

∂z2

, r1, �2

)
≤ C(�1 − r1)ℓM ℓ

p

(
∂f

∂z1

, �1, �2

)
+ C(�2 − r2)ℓM ℓ

p

(
∂f

∂z2

, �1, �2

)
.

Ïðè n > 2 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. ■

Ëåììà 75 Ïóñòü f ∈ H(Un) è 0 < p ≤ ∞.
(a) Òîãäà äëÿ ëþáûõ 0 < rj < �j < 1, j, k ∈ {1, . . . , n}

Mp

(
∂f

∂zk
, r1, . . . , rn

)
≤ C

Mp(f, �1, . . . , �n)

�k − rk
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 çàâèñèò òîëüêî îò p è n.
(b) Åñëè u = Re f â Un, è 1 ≤ p ≤ ∞, òî äëÿ ëþáûõ 0 < rj < �j < 1, j, k ∈ {1, . . . , n}

Mp

(
∂f

∂zk
, r1, . . . , rn

)
≤ C

Mp(u, �1, . . . , �n)

�k − rk
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 çàâèñèò òîëüêî îò p è n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî k = 1. Ïðèìåíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùåå îäíî-
ìåðíîå íåðàâåíñòâî (ñ ôèêñèðîâàííûì r2, . . . , rn), êîòîðîå èìååò ìåñòî äëÿ 0 < p ≤
∞, à çàòåì ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ ïî ïåðåìåííûì r2, . . . , rn, ïîëó÷àåì

Mp

(
∂f

∂z1

, r1, r2, . . . , rn

)
≤ C

Mp(f, �1, r2 . . . , rn)

�1 − r1

≤ C
Mp(f, �1, �2 . . . , �n)

�1 − r1

.

(b) Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (b) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó (a), ïîñêîëüêó äëÿ ãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîìåðíîå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ 1 ≤ p ≤
∞. ■

Ëåììà 76 Ïóñòü 0 < p, q <∞. Òîãäà äëÿ ëþáûõ rj ∈ (0, 1), j, k ∈ {1, . . . , n}, èìååì

M q
p

(
∂f

∂zk
, r1, . . . , rn

)
≤ C(p, q)

R1+q

∫ rk+R

rk−R
M q

p (u, r1, . . . , rk−1, t, rk+1, . . . , rn)dt,

äëÿ âñåõ f ∈ H(Un), u = Re f , è rk ∈ (0, 1) òàêèõ, ÷òî 0 < R < rk < R + rk < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîìåðíîå íåðàâåíñòâî,
ñì. ëåììó 7 èç [166]. ■

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pℎ(Un) ìíîæåñòâî âñåõ (âåùåñòâåííîçíà÷íûõ) ïëþðèãàðìîíè-
÷åñêèõ ôóíêöèé íà Un. Ïîäïðîñòðàíñòâî ℒp,q!⃗ (Un), ñîñòîÿùåå èç ïëþðèãàðìîíè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé, îáîçíà÷èì ÷åðåç

Pℎp,q!⃗ (Un) = Pℎ(Un) ∩ ℒp,q!⃗ (Un).

Ëåììà 77 Äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ Un òî÷å÷íûé ôóíêöèîíàë u 7→ u(a) ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà Pℎp,q!⃗ (Un) ïðè âñåõ 0 < p, q <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Õàðäè�Ëèòòëâóäà (HL-ñâîé-
ñòâà) ïðèìåíèòåëüíî ê ∣u∣p òàê, êàê ýòî ñäåëàíî â [210, Ëåììà 2] èëè [194, Ëåììà
3]. ■

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 92.
Íàì ïîòðåáóþòñÿ åùå íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé.
Ïóñòü âåñîâûå ôóíêöèè !j(rj) äèôôåðåíöèðóåìû íà (0, 1) è óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì
!′j(rj)

!2
j (rj)

∫ 1

rj

!j(t) dt ≤ C, 0 < rj < 1, j = 1, . . . , n. (7.2.12)

Èõ ôóíêöèè èñêàæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê

 j(rj) =  !j(rj) =
1

!j(rj)

∫ 1

rj

!j(t) dt, 0 < rj < 1, j = 1, . . . , n.

Äëÿ çàäàííîãî âåñà !j, è 0 < q <∞, îïðåäåëèì íà (0, 1) ôóíêöèþ 'j

'j(rj) ≡ 'q,!j(rj) =

(
q

∫ 1

rj

!j(t) dt

)−1/q

, 0 < rj < 1, j = 1, . . . , n. (7.2.13)
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Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ èç ôóíêöèé 'j ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íà èíòåðâàëå (0, 1). Ïóñòü

 !(r) =
n∏
j=1

 j(rj), '!(r) =
n∏
j=1

'j(rj).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

'j(rj)

'′j(rj)
= q  j(rj), !j(rj) =

'′j(rj)

'j(rj)1+q
, j = 1, . . . , n, (7.2.14)

è óñëîâèå (7.2.12) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ (7.2.10) ñ ' = 'j.
Îïðåäåëèì íà èíòåðâàëå (0, 1) ìåðû

dm'j(rj) =
'′j(rj)

'j(rj)
drj, j = 1, . . . , n, dm'(r) =

n∏
j=1

dm'j(rj).

Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2. Äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àÿ n > 2 àíàëîãè÷íî è òîëüêî
òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæíî. Öåëü íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà � äîêàçàòü íåðàâåíñòâî∫

(0,1)2
M q

p (f, r1, r2)!1(r1)!2(r2)dr1dr2 ≤ C∣f(0, 0)∣q

+ C

∫
(0,1)2

M q
p

(
∂f

∂z1

, r1, r2

)
 q1(r1)!1(r1)!2(r2)dr1dr2

+ C

∫
(0,1)2

M q
p

(
∂f

∂z2

, r1, r2

)
 q2(r2)!1(r1)!2(r2)dr1dr2. (7.2.15)

Îáîçíà÷àÿ

F0(r1, r2) =
Mp(f, r1, r2)

'1(r1)'2(r2)
,

F1(r1, r2) =
Mp

(
∂f
∂z1
, r1, r2

)
'′1(r1)'2(r2)

, F2(r1, r2) =
Mp

(
∂f
∂z2
, r1, r2

)
'1(r1)'′2(r2)

,

(7.2.16)

è áåðÿ â ðàññ÷åò (7.2.14) è (7.2.16), ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (7.2.15) â âèäå

∥F0∥qLq(dm') ≤ C∣f(0, 0)∣q + C∥F1∥qLq(dm') + C∥F2∥qLq(dm'). (7.2.17)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî 'j(0) = 1, j = 1, 2.
Äîêàæåì (7.2.17) òîëüêî â ñëó÷àå 0 < p < 1. Äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àÿ 1 ≤ p ≤ ∞

âïîëíå àíàëîãè÷íî è áóäåò ïðîïóùåíî. Ïîëàãàÿ, ÷òî F1, F2 ∈ Lq(dm'), è âûáèðàÿ
äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {rk}∞k=0, {�k}∞k=0 êàê â Ëåììå 73, '1(rk) = ek, '2(�k) = ek, ìû
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ïîëó÷àåì ïî Ëåììàì 72 è 74

∥F0∥qLq(dm') =

∫ 1

0

∫ 1

0

M q
p (f, r, �)

'′1(r)'′2(�)

'1(r)1+q '2(�)1+q
drd�

≤ C
∞∑
k=0

M q
p (f, rk+1, �k+1)

∫ rk+1

rk

∫ �k+1

�k

'′1(r)'′2(�)

'1(r)1+q '2(�)1+q
drd�

= C
∞∑
k=0

M q
p (f, rk+1, �k+1)

(
e−qk − e−q(k+1)

)2 1

q2

≤ C
∞∑
k=0

e−2qk
(
Mp

p (f, rk, �k)
)q/p

≤ C(Mp
p (f, 0, 0))q/p + C

∞∑
k=0

e−2qk
(
Mp

p (f, rk+1, �k+1)−Mp
p (f, rk, �k)

)q/p
≤ C∣f(0, 0)∣q + C

∞∑
k=0

e−2qk

[
(rk+1 − rk)pMp

p

(
∂f

∂z1

, rk+1, �k+1

)

+ (�k+1 − �k)pMp
p

(
∂f

∂z2

, rk+1, �k+1

)]q/p

≤ C∣f(0, 0)∣q + C
∞∑
k=0

e−2qk(rk+1 − rk)qM q
p

(
∂f

∂z1

, rk+1, �k+1

)
+ C

∞∑
k=0

e−2qk(�k+1 − �k)qM q
p

(
∂f

∂z2

, rk+1, �k+1

)
,

ãäå ó÷àñòâóþùèå ïîñòîÿííûå C = C(p, q, '1, '2) > 0 çàâèñÿò ëèøü îò p, q è ôóíêöèé
'1, '2. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

rk+1 − rk = (e− 1)ek
(
'′1(xk)

)−1
, ãäå rk < xk < rk+1,

�k+1 − �k = (e− 1)ek
(
'′2(yk)

)−1
, ãäå �k < yk < �k+1.

Ñëåäîâàòåëüíî

∥F0∥qLq(dm') ≤ C∣f(0, 0)∣q + C
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z1

, rk+1, �k+1

)(
'′1(xk)

)−q
e−qk

+ C
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z2

, rk+1, �k+1

)(
'′2(yk)

)−q
e−qk. (7.2.18)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∥F1∥qLq(dm') =

∫ 1

0

∫ 1

0

M q
p

(
∂f

∂z1

, r, �

) (
'′1(r)

)1−q
'′2(�)

'1(r)
(
'2(�)

)1+q drd�

≥
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z1

, rk+1, �k+1

)(∫ rk+2

rk+1

(
'′1(r)

)1−q

'1(r)
dr

)(∫ �k+2

�k+1

'′2(�)(
'2(�)

)1+q d�

)
.
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ '2(�) âîçðàñòàþùàÿ, è∫ rk+2

rk+1

'′1(r)

'1(r)
dr = 1,

∫ �k+2

�k+1

'′2(�)

'2(�)
d� = 1,

ïî òåîðåìå î ñðåäíåì çíà÷åíèè äëÿ èíòåãðàëîâ, íàéäóòñÿ ÷èñëà �k, rk+1 < �k < rk+2

òàêèå, ÷òî

∥F1∥qLq(dm') ≥
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z1

, rk+1, �k+1

)(
'′1(�k)

)−q(
'2(�k+2)

)−q
≥ C

∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z1

, rk+1, �k+1

)(
'′1(�k)

)−q
e−qk. (7.2.19)

Àíàëîãè÷íî, íàéäóòñÿ ÷èñëà �k (�k+1 < �k < �k+2) òàêèå, ÷òî

∥F2∥qLq(dm') ≥ C
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z2

, rk+1, �k+1

)(
'′2(�k)

)−q
e−qk. (7.2.20)

Ñîâìåùàÿ íåðàâåíñòâà (7.2.18)�(7.2.20), è èñïîëüçóÿ Ëåììó 73(a), ïîëó÷àåì

∥F0∥qLq(dm') ≤ C∣f(0, 0)∣q + C
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z1

, rk+1, �k+1

)(
'′1(xk)

)−q
e−qk

+ C
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z2

, rk+1, �k+1

)(
'′2(yk)

)−q
e−qk

≤ C∣f(0, 0)∣q + C
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z1

, rk+1, �k+1

)(
'′1(�k)

)−q
e−qk

+ C
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z2

, rk+1, �k+1

)(
'′2(�k)

)−q
e−qk

≤ C∣f(0, 0)∣q + C∥F1∥qLq(dm') + C∥F2∥qLq(dm'). (7.2.21)

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå íåðàâåíñòâî, âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî

∥F0∥qLq(dm') =

∫ 1

0

∫ 1

0

M q
p (f, r, �)

'′1(r)'′2(�)

'1(r)1+q '2(�)1+q
drd�

≥
∞∑
k=0

M q
p (f, rk, �k)

∫ rk+1

rk

∫ �k+1

�k

'′1(r)'′2(�)

'1(r)1+q '2(�)1+q
drd�

=
1

q2

∞∑
k=0

M q
p (f, rk, �k)

(
e−qk − e−q(k+1)

)2

≥ Cq

∞∑
k=0

e−2qkM q
p (f, rk, �k). (7.2.22)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ Ëåììó 75, ïîëó÷àåì

∥F1∥qLq(dm') =

∫ 1

0

∫ 1

0

M q
p

(
∂f

∂z1

, r, �

) (
'′1(r)

)1−q
'′2(�)

'1(r)
(
'2(�)

)1+q drd�

≤ C
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z1

, rk+1, �k+1

)(∫ rk+1

rk

(
'′1(r)

)1−q

'1(r)
dr

)(∫ �k+1

�k

'′2(�)(
'2(�)

)1+q d�

)

≤ C
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z1

, rk+1, �k+1

)(
'′1(xk)

)−q(
'2(�k)

)−q
= C

∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z1

, rk+1, �k+1

)(
'′1(xk)

)−q
e−kq

≤ C
∞∑
k=0

M q
p (f, rk+2, �k+2) (rk+2 − rk+1)−q

(
'′1(xk)

)−q
e−kq

äëÿ íåêîòîðûõ xk ∈ (rk, rk+1). Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà èìååì

ek+2(1− e−1) = '1(rk+2)− '1(rk+1) = '′1(zk)(rk+2 − rk+1),

äëÿ íåêîòîðûõ zk ∈ (rk+1, rk+2). Ñëåäîâàòåëüíî ïî Ëåììå 73(a) ïîëó÷àåì

∣f(0, 0)∣q + ∥F1∥qLq(dm') ≤ ∣f(0, 0)∣q + C
∞∑
k=0

M q
p (f, rk+2, �k+2)

(
'′1(zk)

'′1(xk)

)q
e−q(k+2)e−qk

≤ ∣f(0, 0)∣q + C
∞∑
k=0

M q
p (f, rk+2, �k+2) e2Mqe−2q(k+1)

≤ C
∞∑
k=0

M q
p (f, rk, �k) e

−2qk. (7.2.23)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåì, ÷òî

∣f(0, 0)∣q + ∥F2∥qLq(dm') ≤ C
∞∑
k=0

M q
p (f, rk, �k) e

−2qk. (7.2.24)

Íàêîíåö èç (7.2.22)�(7.2.24) îêîí÷àòåëüíî äîêàçûâàåì Òåîðåìó 92. ■

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Pℎp,q!⃗ (Un) ñî ñìåøàí-
íîé íîðìîé. Ïðîáëåìà ãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé
íîðìîé è ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà êëàññè÷åñêàÿ è âîñõîäèò ê Õàðäè è Ëèòòëâóäó
[105]. Ñ ïðîáëåìîé ïëþðèãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â åäèíè÷íîì øàðå, ïîëèêðóãå
è â áîëåå îáùèõ îãðàíè÷åííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ îáëàñòÿõ èç ℂn ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ,
íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [154], [179], [180], [222], â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü ñòàíäàðòíûå
ñòåïåííûå âåñîâûå ôóíêöèè.

Ãàðìîíè÷åñêîå ñîïðÿæåíèå â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîðìîé è ïðîñòðàí-
ñòâàõ Áåðãìàíà â åäèíè÷íîì êðóãå ñ áîëåå îáùèìè âåñàìè èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ [162],
[166], [183], [194].
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Òåîðåìà 93 Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q < ∞, è êàæäàÿ èç âåñîâûõ ôóíêöèé !j(zj),
j = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (7.2.12). Òîãäà îïåðàòîð ïëþðèãàðìîíè÷åñêîãî
ñîïðÿæåíèÿ ñîõðàíÿåò ïðîñòðàíñòâî Pℎp,q!⃗ (Un). Áîëåå òîãî, åñëè f ∈ H(Un), f =
u + iv, u ∈ Pℎp,q!⃗ (Un), è v(z) � ïëþðèãàðìîíè÷åñêîå ñîïðÿæåííîå ôóíêöèè u(z),
íîðìèðîâàííîå òàê, ÷òî v(0) = 0, òî

∥f∥p,q,!⃗ ≤ C(p, q, !⃗, n)∥u∥p,q,!⃗. (7.2.25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èâ

F0(r1, r2) =
Mp(f, r1, r2)

'1(r1)'2(r2)
è F3(r1, r2) =

Mp(u, r1, r2)

'1(r1)'2(r2)
, (7.2.26)

ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî (7.2.25) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

∥F0∥Lq(dm') ≤ C(p, q, !⃗, n)∥F3∥Lq(dm'). (7.2.27)

Ïîñêîëüêó 1 ≤ p ≤ ∞, òî ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 92 ðàáîòàåò è â äàííîì
ñëó÷àå. Äåéñòâèòåëüíî, àíàëîãè÷íî (7.2.22), ìû ïîëó÷àåì

∥F3∥qLq(dm') ≥ Cq

∞∑
k=0

e−2qkM q
p (u, rk, �k). (7.2.28)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ Ëåììó 75(b), ïðèõîäèì ê

∥F1∥qLq(dm') ≤ C
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z1

, rk+1, �k+1

)(
'′1(xk)

)−q(
'2(�k)

)−q
≤ C

∞∑
k=0

M q
p (u, rk+2, �k+2) (rk+2 − rk+1)−q

(
'′1(xk)

)−q
e−kq

äëÿ íåêîòîðûõ xk ∈ (rk, rk+1). Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà è Ëåììå 73(a) ïîëó÷àåì

∣f(0, 0)∣q + ∥F1∥qLq(dm') ≤ C
∞∑
k=0

M q
p (u, rk, �k) e

−2qk. (7.2.29)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íåðàâåíñòâî (7.2.29) ìîæíî óñòàíîâèòü äëÿ ôóíêöèè F2 âìå-
ñòî F1. Òàêèì îáðàçîì,

∥F0∥Lq(dm') ≤ C∣f(0, 0)∣+ C∥F1∥Lq(dm') + C∥F2∥Lq(dm') ≤ C∥F3∥Lq(dm'),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ■

Åñòåñòâåííî ïîÿâëÿåòñÿ âîïðîñ: îñòàåòñÿ ëè âåðíîé Òåîðåìà 93 ïðè 0 < p < 1. Â
ýòîì ñëó÷àå ìû â ñîñòîÿíèè äîêàçàòü ÷óòü áîëåå ñëàáûé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 94 Ïóñòü 0 < p ≤ ∞, 0 < q < ∞, è âåñîâûå ôóíêöèè !j(zj), j = 1, . . . , n,
âìåñòå ñ èõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ôóíêöèÿìè 'j = '!j , îïðåäåëåííûìè ïî ôîðìóëàì
(7.2.13), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (7.2.11). Òîãäà îïåðàòîð ïëþðèãàðìîíè÷åñêîãî ñî-
ïðÿæåíèÿ ñîõðàíÿåò ïðîñòðàíñòâî Pℎp,q!⃗ (Un). Áîëåå òîãî, åñëè f ∈ H(Un), f =
u + iv, u ∈ Pℎp,q!⃗ (Un), è v(z) � ïëþðèãàðìîíè÷åñêîå ñîïðÿæåííîå ôóíêöèè u(z),
íîðìèðîâàííîå òàê, ÷òî v(0) = 0, òî

∥f∥p,q,!⃗ ≤ C(p, q, !⃗, n)∥u∥p,q,!⃗. (7.2.30)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîëæíû âíîâü äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (7.2.27). Òåïåðü íàøå
äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà Ëåììàõ 73(b), 76 è 77. Çàìåòèì, ÷òî ââèäó (7.2.21) äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

∣f(0, 0)∣+ ∥F1∥Lq(dm') + ∥F2∥Lq(dm') ≤ C∥F3∥Lq(dm').

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ è òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè äëÿ èí-
òåãðàëîâ çàêëþ÷àåì, ÷òî

∥F1∥qLq(dm') =

∫ 1

0

[∫ 1

0

M q
p

(
∂f

∂z1

, r, �

) (
'′1(r)

)1−q

'1(r)
dr

]
'′2(�)(

'2(�)
)1+q d�

≤ C

∫ 1

0

[
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z1

, rk+1, �

)∫ rk+1

rk

(
'′1(r)

)1−q

'1(r)
dr

]
'′2(�)(

'2(�)
)1+q d�

= C

∫ 1

0

[
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z1

, rk+1, �

)(
'′1(xk)

)−q] '′2(�)(
'2(�)

)1+q d�

≤ C

∫ 1

0

[
∞∑
k=0

M q
p

(
∂f

∂z1

,
rk+1 + rk+2

2
, �

)(
'′1(xk)

)−q] '′2(�)(
'2(�)

)1+q d�

äëÿ íåêîòîðûõ xk ∈ (rk, rk+1). Ïðèìåíåíèå Ëåììû 76 ñ

R =
1

2
(rk+2 − rk+1) è r1 7→

1

2
(rk+1 + rk+2), k ≥ 0,

ïðèâîäèò ê

∥F1∥qLq(dm') ≤ C

∫ 1

0

[
∞∑
k=0

(
'′1(xk)

)−q
(rk+2 − rk+1)1+q

∫ rk+2

rk+1

M q
p (u, t, �)dt

]
'′2(�)(

'2(�)
)1+q d�.

Äàëåå, ïðèìåíÿåì òåîðåìó Ëàãðàíæà è Ëåììó 73(b) è ïîëó÷àåì

∥F1∥qLq(dm') ≤ C

∫ 1

0

[
∞∑
k=0

(
'′1(xk)

)−q(
'′1(yk)

)q
(rk+2 − rk+1) eq(k+2)

∫ rk+2

rk+1

M q
p (u, t, �)dt

]
'′2(�)(

'2(�)
)1+q d�

≤ C

∫ 1

0

[
∞∑
k=0

e−q(k+2)

rk+2 − rk+1

∫ rk+2

rk+1

M q
p (u, t, �)dt

]
'′2(�)(

'2(�)
)1+q d�

≤ C

∫ 1

0

[
∞∑
k=0

(rk+2 − rk+1)−1

∫ rk+2

rk+1

M q
p (u, t, �)

(
'1(t)

)−q
dt

]
'′2(�)(

'2(�)
)1+q d�

≤ C

∫ 1

0

[
∞∑
k=0

'′1(yk)

'1(rk+2)− '1(rk+1)

∫ rk+2

rk+1

M q
p (u, t, �)

(
'1(t)

)−q
dt

]
'′2(�) d�(
'2(�)

)1+q ,
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ãäå rk+1 < yk < rk+2, '1(rk) = ek. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ '1(t) âîçðàñòàþùàÿ, òî ïî
Ëåììå 73(b) ïîëó÷àåì

∥F1∥qLq(dm') ≤ C

∫ 1

0

[
∞∑
k=0

'′1(yk)

∫ rk+2

rk+1

M q
p (u, t, �)

(
'1(t)

)−1−q
dt

]
'′2(�) d�(
'2(�)

)1+q

≤ C

∫ 1

0

[
∞∑
k=0

∫ rk+2

rk+1

M q
p (u, t, �)

'′1(t)(
'1(t)

)1+q dt

]
'′2(�)(

'2(�)
)1+q d�

≤ C∥F3∥qLq(dm').

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

∥F2∥Lq(dm') ≤ C∥F3∥Lq(dm').

Íàêîíåö, ïî Ëåììå 77

∣f(0, 0)∣ = ∣u(0, 0)∣ ≤ C∥F3∥Lq(dm').

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 94. ■

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ óñëîâèå (7.2.11) ñòðîæå, ÷åì (7.2.10), êëàññ âåñîâûõ ôóíêöèé
!(r), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (7.2.11) âñå åùå äîâîëüíî øèðîêèé. Íàïðèìåð,

!(r) =

(
log

1

1− r

)
(1− r)� exp

(
−c

(1− r)�

)
, � > 0, c > 0, � ∈ ℝ,  ∈ ℝ,

ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé âåñîâîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (7.2.11), ñì. [166].

Ïëþðèãàðìîíè÷åñêîå ñîïðÿæåíèå äàåò âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíèòü Òåîðåìó 92
íà ïëþðèãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
− i ∂

∂yj

)
,

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
, zj = xj + iyj.

Òåîðåìà 95 Ïóñòü u ∈ Pℎ(Un), è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
(a) 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q <∞, è âåñîâûå ôóíêöèè !j(zj), j = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèÿì (7.2.12) è èìåþò ôóíêöèè èñêàæåíèÿ  j(zj), j = 1, . . . , n.
(b) 0 < p ≤ ∞, 0 < q < ∞, è âåñîâûå ôóíêöèè !j(zj), j = 1, . . . , n, âìåñòå ñ

èõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ôóíêöèÿìè 'j = '!j , îïðåäåëåííûìè ïî ôîðìóëàì (7.2.13),
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (7.2.11). Òîãäà

∥u∥p,q,!⃗ ≈ ∣u(0)∣+
n∑
j=1

∥∥∥∥ j ∂u∂zj
∥∥∥∥
p,q,!⃗

≈ ∣u(0)∣+
n∑
j=1

∥∥∥∥ j ∂u∂zj
∥∥∥∥
p,q,!⃗

. (7.2.31)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó u(z) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, òî âòîðàÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòü â (7.2.31) î÷åâèäíà. Òåïåðü ïóñòü f ∈ H(Un), f = u + iv, è v(z) �
ïëþðèãàðìîíè÷åñêîå ñîïðÿæåííîå ôóíêöèè u(z), íîðìèðîâàííîå òàê, ÷òî v(0) = 0.
Òîãäà ïî Òåîðåìàì 92�94 è óðàâíåíèÿì Êîøè�Ðèìàíà

∣u(0)∣+
n∑
j=1

∥∥∥∥ j ∂u∂zj
∥∥∥∥
p,q,!⃗

= ∣f(0)∣+ C

n∑
j=1

∥∥∥∥ j ∂f∂zj
∥∥∥∥
p,q,!⃗

≈ ∥f∥p,q,!⃗ ≈ ∥u∥p,q,!⃗,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ■

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Òåîðåìà Ïàâëîâè÷à�Ïåëàåñà è (7.2.8) èìåþò ìå-
ñòî â ñëó÷àå ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì øàðå B ⊂ ℂn ñ çàìåíîé f ′ íà ∇f
â (7.2.8). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó ìàêñèìàëüíîé òåîðåìû íåðàâåíñòâî â Ëåììå 74
ïîëó÷èò âèä

M ℓ
p(f, �)−M ℓ

p(f, r) ≤ C(�− r)ℓM ℓ
p(∇f, �), 0 < r < � < 1, f ∈ H(B),

ãäå ℓ = min{1, p}, p ∈ (0,∞].

7.3 Ñèñòåìû Ðèññà è ãàðìîíè÷åñêîå ñîïðÿæåíèå

â ℎ(p, q, �) è â êëàññàõ Áëîõà

íà âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå

Äëÿ ôóíêöèè u(x, y), ãàðìîíè÷åñêîé â ℝn+1
+ è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

u(x, y) = O(y−�), y → +∞, � > 0, x ∈ ℝn.

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðèññà ôóíêöèè u(x, y) îïðåäåëÿþòñÿ êàê

uj(x, y) = (Rju)(x, y) = −
∫ +∞

y

∂u(x, �)

∂xj
d�, 1 ≤ j ≤ n, x ∈ ℝn. (7.3.1)

Âåêòîð-ôóíêöèÿ F = (u0, u1, . . . , un), u = u0, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñîïðÿæåííûõ ãàðìî-
íè÷åñêèõ ôóíêöèé, ò.å. ôóíêöèè uj óäîâëåòâîðÿþò îáîáùåííûì óðàâíåíèÿì Êîøè�
Ðèìàíà

n∑
j=0

∂uj
∂xj

= 0,
∂uj
∂xk

=
∂uk
∂xj

, 0 ≤ j, k ≤ n. (7.3.2)

Îïåðàòîðû äðîáíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �) ñî
ñìåøàííîé íîðìîé â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå áûëè ïîäðîáíî óçó÷åíû â Ðàçäå-
ëå 5.3. Ýòî äàñò íàì âîçìîæíîñòü äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ðèññà
â ℎ(p, q, �), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äëÿ ñèñòåìû Ðèññà ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ óðàâíåíèÿìè (7.3.2).
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Òåîðåìà 96 Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞, � > 0, u ≡ u0 ∈ ℎ(p, q, �). Ïóñòü òàêæå F =
(u0, u1, . . . , un) � ñèñòåìà ãàðìîíè÷åñêèõ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé â ñìûñëå (7.3.2).
Òîãäà
(i) ∥F∥p,q,� ≤ C∥u∥p,q,�.
(ii) Óñëîâèå

y�Mp(u; y) = o(1) ïðè y → +0 (y → +∞)

ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

y�Mp(F ; y) = o(1) ïðè y → +0 (ñîîòâ. y → +∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ñîîòíîøåíèÿ Òåîðåìû 74 ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì è èíòåãðèðî-
âàíèåì â ïðîñòðàíñòâàõ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé áûñòðî ïðèâîäÿò ê íóæíîìó
ðåçóëüòàòó. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè êàæäîì j ∈ [1, n] èìååì

∥uj∥p,q,� ≤
∥∥∥∥∂uj∂y

∥∥∥∥
p,q,�+1

=

∥∥∥∥ ∂u∂xj
∥∥∥∥
p,q,�+1

≤ C∥u∥p,q,�,

ãäå áûëî èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî ∂uj
∂y

= ∂u
∂xj

èç îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Êîøè�Ðèìàíà
(7.3.2).

(ii) Âíîâü ïî òîé æå Òåîðåìå 74 ïðè êàæäîì j ∈ [1, n] èìååì

y�Mp(u; y) = o(1) ⇐⇒ y�+1Mp

(
∂u

∂xj
; y

)
= o(1) ⇐⇒

⇐⇒ y�+1Mp

(
∂uj
∂y

; y

)
= o(1) ⇐⇒ y�Mp(uj; y) = o(1),

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî y → +0 ëèáî y → +∞. ■

Çàìå÷àíèå. Îãðàíè÷åííîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ðèññà, äîêàçàííàÿ â Òåîðåìå 96, àâòî-
ìàòè÷åñêè âëå÷åò ñïðàâåäëèâîñòü èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé (3.3.4) Òåîðåìû 48
äëÿ ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé uj.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ àíàëîãè÷íûõ âîïðîñîâ â êëàññàõ Áëîõà íà âåðõíåì
ïîëóïðîñòðàíñòâå. Õàðàêòåðèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâ ℎ(p, q, �) ñî ñìåøàííîé íîðìîé è
ãàðìîíè÷åñêîå ñîïðÿæåíèå ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà êëàññû Áëîõà. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò
ñëó÷àþ p = q =∞ â Òåîðåìàõ 74 è 96.

Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y), ãàðìîíè÷åñêàÿ â ℝn+1
+ , ïðèíàäëåæèò ãàðìîíè÷åñêî-

ìó ïðîñòðàíñòâó Áëîõà ℬ, åñëè

∥u∥ℬ = sup y∣∇u(x, y)∣ < +∞, (7.3.3)

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì òî÷êàì (x, y) ∈ ℝn+1
+ .

Ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ Áëîõà u(x, y) íàçîâåì ìàëîé ôóíêöèåé Áëîõà, åñëè îíà
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

y∣∇u(x, y)∣ = o(1), ïðè (x, y)→ ∂∞ℝn+1
+ , (7.3.4)
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ãäå ∂∞ℝn+1
+ = ℝn ∪ {∞} (ñì. [236]). Ãàðìîíè÷åñêîå ìàëîå ïðîñòðàíñòâî Áëîõà îáî-

çíà÷èì ÷åðåç ℬ0.
×åðåç ℬ̃

(
ñîîòâ. ℬ̃0

)
îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ℬ

(
ñîîòâ. ℬ0

)
, ñîñòîÿùåå èç òåõ

ôóíêöèé, êîòîðûå èñ÷åçàþò â òî÷êå (x0, y0) = (0, 1).
Ãðàäèåíò â (7.3.3) ìîæíî çàìåíèòü íà äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ D1, à áëîõîâñêóþ

íîðìó ∥ ⋅ ∥ℬ ìîæíî çàìåíèòü ýêâèâàëåíòíîé íîðìîé

sup
(x,y)

ym∣Dmu(x, y)∣ < +∞, m ∈ ℤ+,m ≥ 1 (7.3.5)

äëÿ âñåõ u ∈ ℬ̃, ñì. [169]. Áîëåå òîãî, êàê ëåãêî ñëåäóåò èç ñëó÷àÿ p = q =∞ Òåîðåì
96 è 74, óñëîâèå (7.3.5) ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ D�(� > 0).

Òåîðåìà 97 Ïóñòü u ∈ ℬ̃. Òîãäà:
(i) Äëÿ êàæäîãî � > 0 èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü

∥u∥ℬ ≈ ∥D�u∥∞,∞,�.

(ii) Äëÿ êàæäîãî j ∈ [1, n] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥uj∥ℬ ≤ C(n)∥u∥ℬ.

Òåîðåìà 98 (i) Ïóñòü u ∈ ℬ̃0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî � > 0 óñëîâèå

y∣∇u(x, y)∣ = o(1)

ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

y�∣D�u(x, y)∣ = o(1) ïðè (x, y)→ ∂∞ℝn+1
+

.
(ii) Åñëè u ∈ ℬ̃0, òî uj ∈ ℬ̃0 äëÿ âñåõ j ∈ [1, n].

7.4 Ãàðìîíè÷åñêîå ñîïðÿæåíèå â ïðîñòðàíñòâàõ

Áåðãìàíà êâàòåðíèîííîçíà÷íûõ ôóíêöèé

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì èçó÷àòü ïðîáëåìó ãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà êâàòåðíèîííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà åäèíè÷íîì øàðå èç ℝ4.
Äëÿ ñêàëÿðíîçíà÷íîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà ìû íàõî-
äèì ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííîå èç òîãî æå ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà.

Õàðäè è Ëèòòëâóä [105, Òåîð.5] áûëè ïåðâûìè, êòî èçó÷àë ïðîáëåìó ãàðìîíè÷å-
ñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà íà åäèíè÷íîì êðóãå êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè. Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ îáîáùåíèé îòìåòèì âàæíóþ ñèñòåìó ãàðìîíè÷åñêè ñî-
ïðÿæåííûõ ôóíêöèé â ℝn, ââåäåííóþ Ñòåéíîì è Âåéñîì (ñì. [23]), êîòîðàÿ ñûãðàëà
ðåøàþùóþ ðîëü â õàðàêòåðèçàöèè ïðîñòðàíñòâ Õàðäè íà âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå
ℝn+1

+ . Ïðîáëåìà ãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â ðàìêàõ àíàëèçà Êëèôôîðäà óæå èçó-
÷àëàñü íåñêîëüêèìè àâòîðàìè. Â 1979 ãîäó äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé â ℝ4 ôóíêöèè Ñàäáå-
ðè [224, Òåîð.4] íàøåë ñîïðÿæåííûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî îïðåäåëÿþò
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êâàòåðíèîííîçíà÷íóþ ìîíîãåííóþ ôóíêöèþ. Ïîäîáíóþ ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ðàçìåðíîñòåé ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [57]. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ àâòîðû ðåøàëè
ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííîãî ÿäðà Ïóàññîíà, ñì. [55], [73], [233].
Äðóãîé ïóòü îòíîñèòñÿ ê ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûì â ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèÿõ êàê ýòî ñäåëàíî, íàïðèìåð, â [59] [178]. Áîëåå îáùèå âîïðîñû åäèíñòâåí-
íîñòè (ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ), ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿ-
æåííûõ äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé (íàïðèìåð ìíîãî÷ëåíîâ) ðàññìàòðèâàëèñü â [56],
[58] è [60]. Ýòîò ñïèñîê ðàáîò íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó è íå èñ÷åðïûâàåò âñþ òåìó
ãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ, íî îí ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà òåìà äîñòàòî÷íî èçó÷àëàñü
â ðàìêàõ àíàëèçà Êëèôôîðäà. Âî âñåõ óêàçàííûõ ðàáîòàõ îäèí âîïðîñ îñòàâàëñÿ
íåèçó÷åííûì: åñëè çàäàííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò îïðåäåëåííîìó
ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó, êóäà ïîïàäàþò ñîïðÿæåííûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíê-
öèè è ïîñòðîåííàÿ ýòèì ìîíîãåííàÿ ôóíêöèÿ?

Íàøåé öåëüþ áóäåò èçó÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â âåñîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ Áåðãìàíà â ðàìêàõ êâàòåðíèîííîãî àíàëèçà. Â îñíîâíîì ìû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ôîðìóëó Ñàäáåðè [224] äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ è èçó÷àòü
èõ ñâîéñòâà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû êëàññè÷å-
ñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà â ℝn, õîòÿ ïðèìåíÿòü èõ áóäåì òîëüêî äëÿ n = 4.

Ïóñòü n ≥ 2 � öåëîå ÷èñëî, B = Bn � îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð n-ìåðíîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå ℝn, è S = ∂B � åãî ãðàíèöà, åäèíè÷íàÿ ñôåðà. Ïîìèìî îáùåãî
ïðîñòðàíñòâà ℝn, áóäåì ðàáîòàòü â ℍ ∼= ℝ4, íåñèììåòðè÷åñêîì ïîëå âåùåñòâåííûõ
êâàòåðíèîíîâ. Êàæäûé ýëåìåíò èç ℍ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x = x0 + x1i + x2j + x3k (x0, x1, x2, x3 ∈ ℝ)

ãäå ñèñòåìà 1, i, j,k îáðàçóåò áàçèñ â ℍ, è Scx = x0,Vec x = x1i+ x2j+ x3k. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðàâèëà óìíîæåíèÿ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j.

Ñîïðÿæåííûé ê x ∈ ℍ ýëåìåíò îïðåäåëÿåòñÿ êàê

x̄ = x0 − x1i− x2j− x3k,

è ïîýòîìó
xx̄ = x̄x = ∣x∣2 = x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3.

Ïóñòü ℤ+ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ ìóëüòèèí-
äåêñà � = (�0, �1, �2, �3) ∈ ℤ4

+ ïóñòü ∂� = ∂�x îáîçíà÷àåò îïåðàòîð ÷àñòíîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà ∣�∣ = �0 + �1 + �2 + �3 îòíîñèòåëüíî x0, x1, x2, x3.

×åðåç D îáîçíà÷èì îïåðàòîð Êîøè�Ðèìàíà�Ôþòåðà

D =
∂

∂x0

+ i
∂

∂x1

+ j
∂

∂x2

+ k
∂

∂x3

= ∂0 + i∂1 + j∂2 + k∂3,

è ÷åðåç D � åãî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

D =
∂

∂x0

− i
∂

∂x1

− j
∂

∂x2

− k
∂

∂x3

= ∂0 − i∂1 − j∂2 − k∂3.
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Ñêàæåì, ÷òî âåùåñòâåííî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f = u0 + u1i + u2j + u3k,
ìîíîãåííà (ñëåâà), åñëè Df = 0. Îáùóþ òåîðèþ êâàòåðíèîííîãî àíàëèçà è àíàëèçà
Êëèôôîðäà ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [57], [101], [102].

Îáîçíà÷èì ÷åðåçℳ(B4,ℍ), ℎ(B4,ℍ), ℎ(Bn,ℝ), ℎ(Bn,ℂ), ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæå-
ñòâà ìîíîãåííûõ, êâàòåðíèîííîçíà÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ, âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ãàðìî-
íè÷åñêèõ è êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ â åäèíè÷íîì øà-
ðå.

Äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé èëè âåêòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè f(x) = f(r�) â øàðå Bn

(0 ≤ r < 1, � ∈ S) åå èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå (p-ãî ïîðÿäêà) îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Mp(f ; r) = ∥f(r⋅)∥Lp(S,d�), 0 ≤ r < 1, 0 < p ≤ ∞,

ãäå d� � íîðìèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà ñôåðå S. Áåðãìàíîâñêàÿ
íîðìà èçìåðèìîé ôóíêöèè íà Bn (èëè êâàòåðíèîííîçíà÷íîé ôóíêöèè íà B4) îïðå-
äåëÿåòñÿ ÷åðåç

∥f∥p,� =

(∫
Bn

(1− ∣x∣)�∣f(x)∣pdVn(x)

)1/p

, 0 < p <∞, � > −1,

ãäå dVn � ìåðà Ëåáåãà íà Bn, íîðìèðîâàííàÿ òàê, ÷òîáû Vn(Bn) = 1. Â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ èìååì dVn(x) = nrn−1drd�(�) ([42, ñ.6]). Ñîîòâåòñòâóþùèå âåñîâûå ïðî-
ñòðàíñòâà Áåðãìàíàℳp

� ìîíîãåííûõ â B4 ôóíêöèé è ïðîñòðàíñòâà ℎp� è hp� (ñêàëÿð-
íîçíà÷íûõ èëè êâàòåðíèîííîçíà÷íûõ) ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç

ℳp
� =

{
f ∈ℳ(B4,ℍ) : ∥f∥p,� < +∞

}
,

ℎp� =
{
u ∈ ℎ(Bn,ℝ) or u ∈ ℎ(Bn,ℂ) : ∥u∥p,� < +∞

}
,

hp� =
{
u ∈ ℎ(B4,ℍ) : ∥u∥p,� < +∞

}
.

Îñíîâû òåîðèè ãàðìîíè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [42],
[121], [153]. Ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà è äðóãèå áëèçêèå ïðîñòðàíñòâà êëèôôîðäîçíà÷-
íûõ è êâàòåðíèîííîçíà÷íûõ ôóíêöèé â Bn ðàññìîòðåíû â [50].

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ÿäðî Êîøè

e(x) =
1

�3

x̄

∣x∣4

ÿâëÿåòñÿ ìîíîãåííîé ôóíêöèåé â ℝ4 ∖ {0}, ãäå �3 � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé
ñôåðû S3 â ℝ4. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ ÿäðà Êîøè

E(x, y) = e(�x− �), (7.4.1)

ãäå x = r�, y = �� ∈ B4, �, � ∈ S, 0 ≤ r < 1, 0 ≤ � ≤ 1.
Äëÿ ôóíêöèè f , ìîíîãåííîé â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω è íåïðåðûâíîé â çàìûêà-

íèè Ω, èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè

f(x) =

∫
∂Ω

e(x− �)n(�)f(�) ds(�), x ∈ Ω, (7.4.2)

ãäå n(�) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω â òî÷êå �, è ds � ïîâåðõíîñòíàÿ
ìåðà Ëåáåãà íà ∂Ω. Çàìåòèì, òî äâå ïîâåðõíîñòíûå ìåðû d� è ds ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì
d� = ds/�3.
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Ëåììà 78 Äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà � ∈ ℤ4
+, è

3
3+∣�∣ < p ≤ ∞, èìåþò ìåñòî

îöåíêè

∣∂�e(x)∣ ≤ C�
1

∣x∣3+∣�∣ , x ∈ B4, (7.4.3)

Mp(∂
�
xE; r) ≤ C(�, p)

1

(1− r)3+∣�∣−3/p
, 0 ≤ r < 1. (7.4.4)

Ýòè îöåíêè ÿäðà Êîøè èçâåñòíû. Îöåíêà (7.4.3) ýëåìåíòàðíà, à îöåíêà (7.4.4) ñëåäóåò
èç (7.4.1), (7.4.3) è Ëåììû 47.

Èçâåñòíî ìíîãî òåîðåì î äèôôåðåíöèðîâàíèè â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà è áîëåå
îáùèõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñì., íàïðèìåð, [3], [78], [79], [161], [172], [173], [180],
[195], [196], [200], [201], [237], [241], à òàêæå Ðàçäåëû 5.1 è 5.2 íàñòîÿùåé ðàáîòû.
Ïîýòîìó ñëåäóþùàÿ òåîðåìà â èäåéíîì ïëàíå èçâåñòíà. Â êîíòåêñòå àíàëèçà Êëèô-
ôîðäà ïîäîáíûé ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â [173].

Òåîðåìà 99 Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, � > −1, m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è � ∈ ℤ4
+. Òîãäà

äëÿ âñåõ êâàòåðíèîííîçíà÷íûõ ìîíîãåííûõ (èëè ãàðìîíè÷åñêèõ) ôóíêöèé f ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

∥f∥p,� ≈
∑
∣�∣<m

∣∣∂�f(0)
∣∣+

∑
∣�∣=m

∥∥∂�f∥∥
p,�+pm

, (7.4.5)

∥f∥p,� ≈ ∣f(0)∣+
∥∥∇f∥∥

p,�+p
, (7.4.6)

ãäå ∇ îáîçíà÷àåò ãðàäèåíò. Ó÷àñòâóþùèå ïîñòîÿííûå çàâèñÿò òîëüêî îò p, �,m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìîíîãåííîé ôóíêöèè f(x) = f(r�) ∈ ℳp
� ïðèìåíèì èíòå-

ãðàëüíóþ ôîðìóëó Êîøè (7.4.2) ïî îòíîøåíèþ ê ðàñòÿíóòîé ôóíêöèè f�(x) = f(�x):

f(�x) =

∫
S

E(x, �)n(�) f(��) ds(�), x = r� ∈ B4, 0 < � < 1,

ãäå E(x, �) = e(x−�) � ÿäðî (7.4.1). Äëÿ êâàòåðíèîííîçíà÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ìû èñïîëüçóåì ôîðìóëó Ïóàññîíà âìåñòî ôîðìóëû Êîøè. Äàëåå âîçüìåì îïå-
ðàòîð ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∂�x è ïîëó÷èì

∂�xf(�x) =

∫
S

∂�xE(x, �)n(�) f(��) ds(�),

è çàòåì îöåíèì ïî Ëåììå 78∣∣∂�f(�x)
∣∣ ≤ C�

∫
S

∣f(��)∣
∣x− �∣3+∣�∣d�(�). (7.4.7)

Çàìåíèì x â (7.4.7) íà Tx, ãäå T � ïðîèçâîëüíîå îðòîãîíàëüíîå ëèíåéíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå T : ℝ4 −→ ℝ4, ò.å. ∣Tx∣ = ∣x∣ äëÿ âñåõ x ∈ ℝ4. Âñïîìíèì, ÷òî ìåðà �
èíâàðèàíòíà ïðè âðàùåíèÿõ, ÷òî çíà÷èò �

(
T (G)

)
= �(G) äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî
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ìíîæåñòâà G ⊂ S è êàæäîãî îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ T . Ïðîèçâåäÿ çàìåíó
� 7→ T� â (7.4.7), íàõîäèì

∣∣∂�f(�Tx)
∣∣ ≤ C�

∫
S

∣f(�T�)∣
∣x− �∣3+∣�∣d�(�).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî è Ëåììû 47

Mp

(
∂�f ; �r

)
≤ C�Mp(f ; �)

∫
S

d�(�)

∣x− �∣3+∣�∣ ≤ C�
Mp(f ; �)

(1− r)∣�∣
,

ãäå áûëî òàêæå èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî

Mp(F ; ∣z∣) =

(∫
∣F (Tz)∣pdT

)1/p

, z ∈ B4,

â êîòîðîì èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå. Ïîäñòàâëÿÿ � = r

(1− r)�+p∣�∣Mp
p

(
∂�f ; r2

)
≤ C(1− r)�Mp

p (f ; r), 0 < r < 1,

è çàòåì èíòåãðèðóÿ ïî èíòåðâàëó (0, 1), ïðèõîäèì ê∥∥∂�f∥∥
p,�+p∣�∣ ≤ C∥f∥p,�

äëÿ êàæäîãî ìóëüòèèíäåêñà � ∈ ℤ4
+. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó ñóáãàðìîíè÷íîñòè

ôóíêöèè
∣∣∂�f(x)

∣∣p, èìååì
∣∣∂�f(x)

∣∣p ≤ C

(1− ∣x∣)4+p∣�∣

∫
∣y−x∣<(1−∣x∣)/2

∣f(y)∣pdV4(y),

ñì., íàïðèìåð, [42, Ãë.8]. Çàòåì áåðÿ x = 0 â íåðàâåíñòâå∣∣∂�f(x)
∣∣p ≤ C

(1− ∣x∣)4+p∣�∣+�

∫
∣y−x∣<(1−∣x∣)/2

∣f(y)∣p(1− ∣y∣)�dV4(y),

ìû ïîëó÷àåì ∣∣∂�f(0)
∣∣p ≤ C

∫
B4

∣f(y)∣p(1− ∣y∣)�dV4(y).

Òàêèì îáðàçîì, ∑
∣�∣<m

∣∣∂�f(0)
∣∣p +

∑
∣�∣=m

∥∥∂�f∥∥p
p,�+pm

≤ C∥f∥pp,�.

Îáðàòíî, èìååì

f(x) = f(0) +

∫ r

0

∂f(t�)

∂t
dt = f(0) +

∫ r

0

∇f(t�) ⋅ � dt,

ãäå òî÷êà îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ℝ4. Ñëåäîâàòåëüíî ïî íåðàâåíñòâó Ìèí-
êîâñêîãî

Mp(f ; r) ≤ ∣f(0)∣+
∫ r

0

Mp(∇f ; t) dt.
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Äàëåå, ïðèìåíåíèå Ëåììû 48(i) ïðèâîäèò ê∫ 1

0

(1− r)�Mp
p (f ; r)dr ≤ C∣f(0)∣p + C

∫ 1

0

(1− r)�
(∫ r

0

Mp(∇f ; t) dt

)p
dr

≤ C∣f(0)∣p + C

∫ 1

0

(1− r)p+�Mp
p (∇f ; r) dr.

Ïîñêîëüêó

Mp
p (∇f ; r) ≤ C

3∑
j=0

Mp
p

(
∂f

∂xj
; r

)
,

òî ∫ 1

0

(1− r)�Mp
p (f ; r)dr ≤ C∣f(0)∣p + C

3∑
j=0

∫ 1

0

(1− r)p+�Mp
p

(
∂f

∂xj
; r

)
dr.

Òàêèì îáðàçîì,

∥f∥p,� ≤ C∣f(0)∣+ C
3∑
j=0

∥∥∥∥ ∂f∂xj
∥∥∥∥
p,�+p

. (7.4.8)

Ïîýòîìó òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî äëÿ m = 1. Çàòåì ìû ìîæåì ïðèìåíèòü
(7.4.8) ïî îòíîøåíèþ ê ∂f

∂xj
(j = 0, 1, 2, 3) è ïîëó÷èòü

∥∥∥∥ ∂f∂xj
∥∥∥∥
p,�+p

≤ C

∣∣∣∣∂f(0)

∂xj

∣∣∣∣+ C
3∑

k=0

∥∥∥∥ ∂2f

∂xj∂xk

∥∥∥∥
p,�+2p

, j = 0, 1, 2, 3.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (7.4.8), ïðèõîäèì ê

∥f∥p,� ≤ C
∑
∣�∣<2

∣∣∂�f(0)
∣∣+ C

∑
∣�∣=2

∥∥∥∥ ∂2f

∂xj∂xk

∥∥∥∥
p,�+2p

.

Èíäóêöèÿ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Ñîîòíîøåíèå (7.4.6) ëåãêî ñëåäóåò èç (7.4.5) ñ m = 1. ■
Ïåðåéäåì ê âîïðîñó î âîññòàíîâëåíèè ìîíîãåííîé ôóíêöèè ïî åå èçâåñòíîé ñêà-

ëÿðíîé ÷àñòè.

Òåîðåìà 100 Ïóñòü u(x) = u0(x) : B4 −→ ℝ � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ â åäèíè÷íîì øàðå B4. Åñëè u ∈ ℎp� äëÿ íåêîòîðûõ � > −1 è 1 ≤ p <∞, òî
ñóùåñòâóåò ìîíîãåííàÿ ôóíêöèÿ f(x) : B4 −→ ℍ òàêàÿ, ÷òî f ∈ ℳp

� è Sc f = u â
B4, ïðè ýòîì

∥f∥p,� ≤ C(p, �)∥u∥p,�.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßâíàÿ ôîðìóëà Ñàäáåðè (ñì. [102, ñ.42], [224, ñ.212]) óòâåðæäàåò,
÷òî ôóíêöèÿ

f(x) = u(x) + Vec

∫ 1

0

t2Du(tx)x dt (7.4.9)
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ìîíîãåííà â B4, ïðè÷åì Sc f = u â B4. Ñëåäîâàòåëüíî

∣f(x)∣ ≤ ∣u(x)∣+ ∣x∣
∫ 1

0

t2
∣∣Du(tx)

∣∣ dt
≤ ∣u(x)∣+ r

∫ 1

0

t2

(
3∑
j=0

∣∣∣∣ ∂u∂xj (tx)

∣∣∣∣
)
dt, x = r�.

Ïî íåðàâåíñòâàì Ìèíêîâñêîãî è òðåóãîëüíèêà

Mp(f ; r) ≤Mp(u; r) + C

3∑
j=0

r

∫ 1

0

Mp

(
∂u

∂xj
; tr

)
dt

≤Mp(u; r) + C
3∑
j=0

∫ r

0

Mp

(
∂u

∂xj
; �

)
d�.

Äàëåå â ñèëó Ëåììû 48(i) è Òåîðåìû 99

∥f∥pp,� ≤ C

∫ 1

0

(1− r)�Mp
p (f ; r)dr

≤ C∥u∥pp,� + C
3∑
j=0

∫ 1

0

(1− r)�
(∫ r

0

Mp

(
∂u

∂xj
; �

)
d�

)p
dr

≤ C∥u∥pp,� + C
3∑
j=0

∫ 1

0

(1− r)�+pMp
p

(
∂u

∂xj
; r

)
dr

≤ C∥u∥pp,� + C
3∑
j=0

∥∥∥∥ ∂u∂xj
∥∥∥∥p
p,�+p

≤ C∥u∥pp,�.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 100. ■

Âîïðîñ âîññòàíîâëåíèÿ ìîíîãåííîé ôóíêöèè ïî åå èçâåñòíîé ñêàëÿðíîé ÷àñòè â
ñëó÷àå ìàëûõ 0 < p < 1 òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ áîëåå ñèëüíûõ ñðåäñòâ òàêèõ, êàê
ìàêñèìàëüíûå òåîðåìû, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 4.

Òåîðåìà 101 Ïóñòü u(x) = u0(x) : B4 −→ ℝ � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ â åäèíè÷íîì øàðå B4. Åñëè u ∈ ℎp� äëÿ íåêîòîðûõ � > −1 è 0 < p < 1, òî
ñóùåñòâóåò ìîíîãåííàÿ ôóíêöèÿ f(x) : B4 −→ ℍ òàêàÿ, ÷òî f ∈ ℳp

� è Sc f = u â
B4, ïðè ýòîì

∥f∥p,� ≤ C(p, �)∥u∥p,�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíîâü èñïîëüçóåì ôîðìóëó Ñàäáåðè [224]

f(x) = u(x) + Vec

∫ 1

0

t2Du(tx)x dt.

Ïîñêîëüêó ∣Du∣ = ∣∇u∣, òî

∣f(x)∣ ≤ ∣u(x)∣+ ∣x∣
∫ 1

0

t2
∣∣Du(tx)

∣∣ dt
≤ ∣u(x)∣+ r

∫ 1

0

∣∣∇u(tx)
∣∣ dt ≤ ∣u(x)∣+ 2r

∫ 1

0

g(tx) dt,
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ãäå g(x) = sup0<t<1

∣∣(∇u)(tx)
∣∣ � ðàäèàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ (4.1.5). Ââèäó

ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè g(r�) ïî r ìû ìîæåì ïðèìåíèòü Ëåììó 48(ii) è ïîëó÷èòü

∣f(x)∣p ≤ ∣u(x)∣p + Cpr
p

∫ 1

0

(1− t)p−1gp(tx) dt

= ∣u(x)∣p + Cp

∫ r

0

(r − t)p−1gp(t�) dt,

è çíà÷èò

Mp
p (f ; r) ≤Mp

p (u; r) + Cp

∫ r

0

(r − t)p−1Mp
p (g; t) dt.

Ñëåäîâàòåëüíî èíòåãðèðóÿ è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè è Ëåììó 49, â èòîãå ïðèõî-
äèì ê

∥f∥pp,a ≤ ∥u∥pp,a + Cp

∫ 1

0

(1− r)�
(∫ r

0

(r − t)p−1Mp
p (g; t) dt

)
r3dr

= ∥u∥pp,a + Cp

∫ 1

0

Mp
p (g; t)

(∫ 1

t

(r − t)p−1(1− r)�r3dr

)
dt

≤ ∥u∥pp,a + C(p, �)

∫ 1

0

Mp
p (g; t)(1− t)�+p dt

≤ ∥u∥pp,a + C(p, �)∥g∥pp,a+p.

Áëàãîäàðÿ ìàêñèìàëüíîé Òåîðåìå 50, îêîí÷àòåëüíî èìååì

∥g∥p,a+p ≤ C∥u∥p,a,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 101. ■

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ðàññìîòðèì òó æå çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ìîíîãåííîé ôóíê-
öèè, åñëè çàäàíà êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ êâàòåðíèîíîâ ℍ ñ êîìïëåêñ-
íûì ïðîñòðàíñòâîì ℂ2 ÷åðåç îòîáðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïàðó (z, w) = (x0 +x1i, x2 +
x3i) ñ êâàòåðíèîíîì x = z + wj, ãäå z = x0 + x1i, w = x2 + x3i. Çàìåòèì, ÷òî zj = jz̄
äëÿ êàæäîãî z ∈ ℂ. Êâàòåðíèîííîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç åå
êîìïëåêñíûå êîìïîíåíòû:

f(x) = f(z, w) = (u0 + u1i) + (u2 + u3i)j = U(x) + V (x)j,

ãäå U(x) = u0(x) + u1(x)i, V (x) = u2(x) + u3(x)i � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè
äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ z è w. Íà ýòèõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèÿõ áóäåì
ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x0

− i
∂

∂x1

)
,

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x0

+ i
∂

∂x1

)
,

∂

∂w
=

1

2

(
∂

∂x2

− i
∂

∂x3

)
,

∂

∂w̄
=

1

2

(
∂

∂x2

+ i
∂

∂x3

)
.
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Òîãäà îïåðàòîð Êîøè�Ðèìàíà�Ôþòåðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Df =

(
∂f

∂x0

+ i
∂f

∂x1

)
+ j

(
∂f

∂x2

− i
∂f

∂x3

)
=

[(
∂U

∂x0

+ i
∂U

∂x1

)
+

(
∂V

∂x0

+ i
∂V

∂x1

)
j

]
+ j

[(
∂U

∂x2

− i
∂U

∂x3

)
+

(
∂V

∂x2

− i
∂V

∂x3

)
j

]
= 2

(
∂U

∂z̄
− ∂V̄

∂w̄

)
+ 2

(
∂V

∂z̄
+
∂Ū

∂w̄

)
j.

Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ Êîøè�Ðèìàíà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â êîìïëåêñíîé ôîðìå

∂V̄

∂w̄
=
∂U

∂z̄
è

∂V

∂z̄
= −∂Ū

∂w̄
,

èëè, ýêâèâàëåíòíî,
∂V

∂w
=
∂Ū

∂z
è

∂V

∂z̄
= −∂Ū

∂w̄
. (7.4.10)

Òåîðåìà 102 Ïóñòü U : B4 −→ ℂ � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â åäèíè÷íîì øàðå B4,
è U ∈ ℎp� äëÿ íåêîòîðûõ � > −1 è 0 < p < ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ V : B4 −→ ℂ òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f = U + V j ïðèíàäëåæèò ìîíîãåííîìó
ïðîñòðàíñòâó Áåðãìàíàℳp

�, ïðè÷åì

∥f∥p,� ≤ C(p, �)∥U∥p,�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ çàäàííîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè
U(z, w) óñëîâèå ñîâìåñòèìîñòè

∂2Ū

∂z∂z̄
= − ∂2Ū

∂w∂w̄

äëÿ ñèñòåìû (7.4.10) óäîâëåòâîðåíî. Ñëåäîâàòåëüíî (ñì., íàïðèìåð, [21, Ãë.16]) ñó-
ùåñòâóåò ðåøåíèå V , ãàðìîíè÷åñêîå â øàðå B4,

1

4
ΔV =

∂2V

∂z∂z̄
+

∂2V

∂w∂w̄
= − ∂2Ū

∂z∂w̄
+

∂2Ū

∂z∂w̄
= 0.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ

f(x) = U(x) + V (x)j = u0 + u1i + u2j + u3k

ìîíîãåííà â B4. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñêîëüêó U = u0 + u1i ïðèíàäëåæèò ℎp�, òî ýòî æå
âåðíî äëÿ ôóíêöèé u0 è u1, ïðè÷åì ∥U∥p,� ≈ ∥u0∥p,� + ∥u1∥p,�. Òàêèì îáðàçîì, ïî
Òåîðåìàì 100 è 101 ïîëó÷àåì

∥f∥p,� ≤ C∥u0∥p,� ≤ C∥U∥p,�.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 102. ■
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Ç À Ê Ë Þ × Å Í È Å

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1) Â ïîëèäèñêå è øàðå êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà ℂn ïîëó÷åíû íîâûå íåðàâåí-
ñòâà Ëèòòëâóäà�Ïýëè äëÿ ãîëîìîðôíûõ è n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îäíî èç ýòèõ
íåðàâåíñòâ ðåøàåò èçâåñòíóþ çàäà÷ó Ëèòòëâóäà.

2) Äàíû ïîëíûå õàðàêòåðèñòèêè ëàêóíàðíûõ (ïî Àäàìàðó) ðÿäîâ ãîëîìîðôíûõ â
ïîëèäèñêå ôóíêöèé èç ðàçëè÷íûõ âåñîâûõ êëàññîâ òàêèõ, êàê âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà
Õàðäè, Áëîõà, Áåñîâà, Áåðãìàíà, Õàðäè�Ñîáîëåâà è ñî ñìåøàííîé íîðìîé.

3) Ïîëó÷åíû ìàêñèìàëüíûå òåîðåìû òèïà Õàðäè�Ëèòòëâóäà â ãàðìîíè÷åñêèõ
êëàññàõ Áåðãìàíà â åäèíè÷íîì øàðå è âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå èç ℝn.

4) Óñòàíîâëåíû äåéñòâèÿ (äðîáíûõ) èíòåãðàëüíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîðìîé. Ïðè ýòîì âñå ïîëó÷åííûå âëîæåíèÿ è
îöåíêè òî÷íû.

5) Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñî ñìåøàííîé íîðìîé ãîëîìîðôíûõ è n-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé íàéäåíû íîâûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, â òîì ÷èñëå äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ îá-
ùèìè âåñàìè. Äîêàçàíà îãðàíè÷åííîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ (òèïà) Áåðã-
ìàíà â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

6) Äîêàçàíà îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðîâ (ïëþðè)ãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñìåøàííîé íîðìîé, â òîì ÷èñëå äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ îáùèìè âåñàìè.
Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ðåøåíà äëÿ âåñîâûõ êëàññîâ Áåðãìàíà êâàòåðíèîííîçíà÷íûõ
ôóíêöèé.
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