
Èíñòèòóò Ìàòåìàòèêè

Íàöèîíàëüíîé Àêàäåìèè Íàóê Àðìåíèè

Àëåêñàíÿí Ñàðêèñ Àêîïîâè÷

Ðàâíîìåðíûå è êàñàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ öåëûìè è

ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè â êîìïëåêñíûõ îáëàñòüÿõ

(01.01.01�ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç)

Ä È Ñ Ñ Å Ð Ò À Ö È ß

Íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü

Àêàäåìèê ÍÀÍ ÐÀ Í. Ó. Àðàêåëÿí

Åðåâàí - 2009



Îãëàâëåíèå

Ââåäåíèå 3

1 Ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè

â óãëîâîé îáëàñòè ñ îöåíêîé èõ ðîñòà 8

1.1 Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2 Ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå ãëàäêèõ ôóíêöèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 Ïðèáëèæåíèå ÿäðà Êîøè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.4 Ïðèáëèæåíèÿ íà Δ� ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè â îêðåñòíîñòè Δ�. . . . 17

1.5 Ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå íà Δ� öåëûìè ôóíêöèÿìè . . . . . . . . . . . 22

2 Ðàâíîìåðíîå è êàñàòåëüíîå ïðèáëèæåíèå

ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè 34

2.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.2 Ìåðîìîðôíîå ïðèáëèæåíèå íà ïîëîñå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.3 Àïïðîêñèìàöèÿ íà Δ� ôóíêöèÿìè èç êëàññà A(Δ�) . . . . . . . . . . . . 51

2.4 Ìåðîìîðôíîå ïðèáëèæåíèå íà óãëîâîé îáëàñòè . . . . . . . . . . . . . . 55

Çàêëþ÷åíèå 66

Ëèòåðàòóðà 67

2



Ââåäåíèå

Âîïðîñû î âîçìîæíîñòè ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé öåëûìè ôóíêöèÿìè íà íåîãðà-

íè÷åííûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâàõ E êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ℂ èññëåäîâàëñÿ â ðàáîòàõ

Ò. Êàðëåìàíà [1], À. Ðîòà, Ì. Â. Êåëäûøà è Ì. À. Ëàâðåíòüåâà [2], Ì. Â. Êåëäûøà

[3]. Ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîëó÷åíà â ðàáîòå Í. Ó. Àðàêåëÿíà [4]. Âîïðîñû î âîç-

ìîæíîñòè ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè íà íåîãðàíè÷åííûõ

çàìêíóòûõ ìíîæåñòâàõ ℂ èññëåäîâàëñÿ â ðàáîòàõ À. Ðîò [5]-[7], à òàêæå Íåðñèñÿíà [8].

Ïðèáëèæàåìàÿ íà E ôóíêöèÿ f åñòåñòâåííî ïðèíàäëåæèò êëàññó A(E) ôóíêöèé

íåïðåðûâíûõ íà E è ãîëîìîðôíûõ âíóòðè E, áåç îãðàíè÷åíèé ðîñòà f â áåñêîíå÷íîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ òàê íàçû-

âàåìûìè íàèëó÷øåìè, èëè îïòèìàëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè öåëûìè è ìåðîìîðôíûìè

ôóíêöèÿìè g, êîãäà ïðèáëèæåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ âîçìîæíî òî÷íîé îöåíêîé ðîñòà àï-

ïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé f . Ýòîò ðîñò, çàâèñÿùèé îò ìíîæåñòâà E è ñâîéñòâ ïðè-

áëèæàåìîé ôóíêöèè f , ìîæíî èçìåðèòü â òåðìèíàõ ðîñòà íåâàíëèíåâñêîé õàðàêòåðè-

ñòèêè T (r, g) â ñëó÷àå ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé è ðîñòà ôóíêöèè logM(r, g), ãäå M(r, g)

-ìàêñèìóì ∣g∣ íà îêðóæíîñòè ∣z∣ = r, â ñëó÷àå öåëûõ ôóíêöèé.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ãëàâ. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ðàâíîìåðíîãî è

ïðèáëèæåíèÿ íà çàìêíóòîì óãëå öåëûìè ôóíêöèÿìè ñ îöåíêîé èõ ðîñòà.

Èçâåñòíî, ÷òî íåêîòîðûå íåîãðàíè÷åííûå êàíîíè÷åñêèå ìíîæåñòâà êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè, êàê âåùåñòâåííàÿ îñà ℝ, çàìêíóòûé óãîë è ïîëîñà, ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ðàâ-

íîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè (ñì. [9], ãë. 2 è [10]).

Â ýòîì íàïðàâëåííèè, êàê â àíàëîãè÷íîé çàäà÷å íàèëó÷øåãî (èëè òèïà Äæåêñîíà)

ïîëèíîìíîãî ïðèáëèæåíèÿ, âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ìíîæå-

ñòâà E è ôóíêöèè f ∈ A(E) êîíñòðóêòèðîâàòü àïïðîêñèìèðóþùèå öåëûå ôóíêöèè
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g, ðîñò êîòîðûõ â ℂ áûëè áû îïòèìàëüíûìè â íåêîòîðîì ñìûñëå, ò.å. áûëè âîçìîæíî

ìåäëåííûìè. Ýòîò ðîñò âîîáùå çàâèñèò îò ðîñòà ôóíêöèè f , à òàêæå îò âåëè÷èí, õàðàê-

òåðóþùèõ ñòðóêòóðó f íà E, â ÷àñòíîñòè îò äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ f íà ãðàíèöå

E. Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé èíòåðåñíî âûäåëèòü êëàññû

ôóíêöèé íà êàíîíè÷åñêèõ ìíîæåñòâàõ, êîòîðûå äîïóñêàþò ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìà-

öèþ öåëûìè ôóíêöèÿìè äàííîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ îöåíêàìè èõ òèïà.

Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì ðàâíîìåðíîì è êàñàòåëüíîì ïðèáëèæåíèè öåëûìè ôóíêöè-

ÿìè íà êàíîíè÷åñêèõ ìíîæåñòâàõ èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ Êîáåðà [11], Ì. Â. Êåëäû-

øà [3] (ñì. äîêàçàòåëüñòâà â [9]), Ñ. Í. Áåðíøòåéíà [12]-[13], [14], Ì.Ì. Äæðáàøÿíà è

À. Ë. Òàìàäÿíà [15]-[16], Í. Ó. Àðàêåëÿíà [17]-[18], è Í.Ó. Àðàêåëÿíà è Ã. Øàõãîëÿ-

íà [19]. Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó äëÿ àïïðîêñèìàöèè íà çàìêíóòûõ óãëàõ

Δ� = {z ∈ ℂ : ∣ arg z∣ ≤ �/2}. Êàê ïîêàçàíî â [3] (ñì. äîêàçàòåëüñòâî â [9]), ôóíêöèþ

f ∈ A(Δ�+�), (� > 0) ìîæíî ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðîâàòü íà Δ� öåëûìè ôóíêöèÿ-

ìè g, äëÿ ðîñòà êîòîðîãî áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò �, � è îò ðîñòà

ôóíêöèè f íà Δ�+�; ýòè îöåíêè íåïîñðåäñòâåííî ïîêàçûâàþò âîçìîæíûé îïòèìàëüíûé

ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè g â ℂ, íî íè÷åãî íå ãîâîðÿò îá èõ òèïå.

Áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè íà Δ� öåëûìè ôóíêöèÿìè

ïîëó÷åíû â ðàáîòå [17], ïðåäïîëîãàÿ, ÷òî f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ãðàíèöå

Δ�. Â ðàáîòå [17] ïîëó÷åío ñëåäóþùee óòâåðæäåíèe: åñëè ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â

Δ�, à ôóíêöèÿ f(z1/�) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà Δ��, òî f(z) ìîæíî íà Δ� àïïðîêñè-

ìèðîâàòü öåëûìè ôóíêöèÿìè ïîðÿäêà ≤ �.

Â ðàáîòå [32] ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ôóíêöèþ f ãîëîìîðôíóþ íà Δ� è äâà-

æäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ íà ∂Δ� àïïðîêñèìèðîâàòü öåëûìè ôóíêöèÿìè ñ

îöåíêîé èõ ðîñòà. Ïðè ýòîì áûëè èñïîëçîâàíè íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè àïïðîêñèìàöèè,

ðàçâèòûå â ðàáîòàõ [18] è [19].

Ïðèáëèæåíèÿ óêàçàííîãî òèïà îñóùåñòâëÿåòñÿ äâóìÿ øàãàìè. Âî-ïåðâûõ ôóíêöèÿ

f ∈ A′′(Δ�) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ôóíöèÿìè èç êëàññà A(Δ�
�), ãäå E� := {� ∈ ℂ : dE(�) ≤
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�}-Ëåììà 1.3. Çàòåì ýòè ôóíêöèè àïïðîêñèìèðóþòñÿ íà Δ� öåëûìè ôóíöèÿìè (Òåî-

ðåìà 1.1). Îáüåäåíèâ ýòè äâå çàäà÷è, ìû ïîëó÷èì ðåøåíèÿ òðåáóåìîé çàäà÷è (Òåîðåìà

1.2). Ïðè ýòîì ðîñò àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé çàâèñèò îò ðîñòà ôóíêöèè f íà Δ� è

îò ðîñòà ïðîèçâîäíûõ íà ∂Δ�.

Â ïåðâîì ãëàâå äîêàçàíî â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ∈ A′′(Δ�) äëÿ � ∈ [�, 2�)

è äëÿ íåêîòîðîãî � ≥ 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ,

logMf (r,Δ�) = O(r�) è logMf ′′(r,Δ�) ïðè r →∞,

òî f ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü íà óãëå Δ� öåëûìè ôóíêöèÿìè, ñ ðîñòîì íå âûøå

ïîðÿäêà �+� è íîðìàëüíîãî òèïà, åñëè � > 0. Èç òåîðåìû Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà ñëåäóåò,

÷òî óêàçàííûé ïîðÿäîê íåëüçÿ óìåíøèòü.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíû âîïðîñû ðàâíîìåðíîãî è êàñàòåëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè ñ îöåíêîé èõ ðîñòà.

Îñíîâíîé öåëüþ ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóèðîâàíèå ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé, êî-

òîðûå ðàâíîìåðíî èëè êàñàòåëüíî íà ïîëîñå(óãëå) àïïðîêñèìèðîâàëè áû çàäàííóþ

ôóíêöèþ, ãîëîìîðôíóþ âíóòðè äàííîãî ïîëîñû (èëè óãëà) è íåïðåðûâíîé íà çàìû-

êàíèè ïîëîñå (óãëå), è èìåëè âîçìîæíî ìåäëåííûé ðîñò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à ðàâíîìåðíîãî è êàñàòåëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà âåùåñòâåííîé îñû ℝ ìåðî-

ìîðôíûìè ôóíêöèÿìè èññëåäîâàëñÿ â ðàáîòàõ [20] è [21]. Èçâåñòíî, ÷òî îãðàíè÷åííóþ

íà ℝôóíêöèþ ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü öåëûìè ôóíêöèÿìè ïîðÿäêà íå ìåíüøå 1,

íî â [21] äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå îãðàíè÷åííûå íà ℝ ôóíëöèè, äîïóñ-

êàþùèå ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåííèå íà ℝ ìåðîìîôíûìè ôóíêöèÿìè äàííîãî ïîðÿäêà

� äëÿ 0 < � < 1.

Â ïàðàãðàôå 2.2 èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ìåðîìîðôíîì ïðèáëèæåíèè íà äàííîé ïîëîñå

Sℎ, ðåàëèçóåìûé, êàê è â ñëó÷àå öåëûõ ïðèáëèæåíèé â [19], äâóìÿ øàãàìè. Â ïåðâîì

øàãó ìû ôóíêöèþ f ∈ A′′(Sℎ) àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèÿìè F ∈ A(Ω�
ℎ), ãäå

Ω�
ℎ := ℂ∖ (Δ�−� (−�/2,−2iℎ)o ∪Δ�−� (�/2, 2iℎ)o) ∪ S2ℎ äëÿ ℎ > 0.
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Âî âòîðîì øàãó ôóíêöèþ F àïïðîêñèìèðóåì íà Sℎ ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè g ñ

îöåíêîé èõ ðîñòà. Ïðè ýòîì ïîëþñû ôóíêöèè g ðàñïîëîæåíû íà ìíèìîé îñû.

Â [19] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f ∈ A(Sℎ)

äîïóñêàëà ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå íà Sℎ öåëûìè ôóíêöèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òè-

ïà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f áûëà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ∂Sℎ. Â ñëó÷àå

ìåðîìîðôíîãî ïðèáëèæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà f

ìîæíî óìåíøèòü ïîðÿäîê àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé: ïóñòü �(r) = r� íà ℝ+ è ïðî-

äîëæèì � íà ℝ íå÷åòíûì îáðàçîì è ïîëîæèì �(z) = �0(x) + iy äëÿ z = x+ iy ∈ Sℎ, ãäå

�0 = �−1. Åñëè f ∈ A′′b (Sℎ), (f ∘ �)′ è (f ∘ �)′′ îãðàíè÷åíû íà ∂Sℎ, òî f ìîæíî ðàâíî-

ìåðíî ïðèáëèçèòü íà Sℎ ôóíêöèÿìè èç êëàññà M�: -ýòî êëàññ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé

g, îãðàíè÷åíûå íà Sℎ, ñ ïîëþñàìè ëåæàùèì íà ìíèìîé îñû, íåâàíëèííîâñêàÿ õàðàêòå-

ðèñòèêà T (r, g) êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

T (r, g) = O(r�) äëÿ r →∞,

ò. å. g èìååò ðîñò íå âûøå ïîðÿäêà � è íîðìàëüíîãî òèïà.

Ýòà òåîðåìà â íåêîòîðîì ñìûñëå îáðàòèìà: åñëè ôóíêöèÿ f ∈ A(Sℎ) äîïóñêàåò

ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèÿìè èç êëàññàM�, òî f∘� ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà

íà ∂Sℎ.

Ïàðàãðàôû 2.3-2.4 ïîñâÿùåíû âîïðîñàì ìåðîìîðôíûõ ïðèáëèæåíèé íà óãëîâûõ

îáëàñòüÿõ.

Â ðàáîòå [22] Òåð-Èñðàåëÿíà ðàññìàòðèâàëîñü çàäà÷à ðàâíîìåðíîãî è êàñàòåëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f , ãîëîìîðôíîé â óãëå ðàñòâîðà �, ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿ-

ìè â óãëå ðàñòâîðà � − � ñ îöåíêîé ðîñòà ïðèáëèæàþùèõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé â

òåðìèíàõ ðîñòà èõ íåâàíëèííîâñêîé õàðàêòåðèñòèêè. Çàòåì àíàëîãè÷íûé âîïðîñ áûë

ðàññìîòðèí Õà÷àòðÿíîì (ñì. [23], ïóíêò 2). Íàêîíåö â ðàáîòàõ [24]-[25] áûë óòî÷íåí

ðîñò àïïðîêñèìèìèðóþùèõ ôóíêöèé.

Â ïàðàãðàôàõ 2.3-2.4 äèññåðòàöèè îïòèìàëüíàÿ ðàâíîìåðíî-êàñàòåëüíàÿ ìåðîìîðô-
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íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà çàìêíóòîì óãëå, ãäå çàäàíà àïïðîêñèìèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ, òðåáóÿ, ÷òîáû îíà áûëà äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöåðóåìà íà ãðàíèöå

óãëà. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå âîïðîñ î ðàñïîëîæåíèè ïîëþñîâ àïïðîêñèìèðó-

þùèõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé (ñì. Òåîðåìû 2.6-2.8).

Èíòåðåñ ê òàêîãî ðîäà ïðèáëèæåíèÿì ñòèìóëèðóåòñÿ êàê ïîòðåáíîñòÿìè ñàìîé òåî-

ðèè ïðèáëèæåíèé, òàê è âîçìîæíûìè èõ ïðèëîæåíèÿìè â òåîðèè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà-

÷åíèé ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé [26].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [30]�[32].
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Ãëàâà 1

Ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè

â óãëîâîé îáëàñòè ñ îöåíêîé èõ ðîñòà

1.1 Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ îáùåïðèíÿòûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ

è èíûõ ñòàíäàðòíûõ òåðìèíîâ è îáîçíà÷åíèé. Íèæåñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäå-

ëåíèÿ òàêæå â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñòàíäàðòíû. Äðóãèå íåîáõîäèìûå ñïåöèôè÷åñêèå

îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ áóäóò ââåäåíû ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè.

Ïóñòü áóêâû ℕ è ℝ îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà íàòóðàëíûõ è âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℂ è ℂ ñîîòâåòñòâåííî êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü è Ðèìàíîâóþ

ñôåðó. Âíóòðåíîñòü, çàìûêàíèå è ãðàíèöó ìíîæåñòâà E ⊂ ℂ îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåí-

íî ÷åðåç Eo, E è ∂E, à äîïîëíåíèå E â ℂ - ÷åðåç Ec.

Ïóñòü C (E) äëÿ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà E ⊂ ℂ îáîçíà÷àåò êëàññ íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé f : E → ℂ. Ìû ïîëîæèì

∥f∥E = sup
z∈E
∣f(z)∣ ,

åñëè E êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî è

Cb (E) := {f ∈ C (E) : ∥f∥E < +∞}

Åñëè E -íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî è E ∩ ∂Dr ∕= ∅ äëÿ r ≥ r0 ≥ 0, òî îáîçíà÷èì

Mf (r) = Mf (r, E) := ∥f∥E∩Dr .
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Ïóñòü C ′ (Ω) äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ ℂ -êëàññ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-

åìûõ (â ñìûñëå ℝ2) êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé íà Ω. Äëÿ z = x + iy ∈ Ω è f ∈ C ′(Ω)

îáîçí÷èì ÷åðåç f ′x è f
′
y ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òîG -æîðäàíîâàÿ îáëàñòü ñ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé

êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöîé Γ. Êëàññ C ′(G) îïðåäåëèì ñòàíäàðòíûì ïóòåì, êàê êëàññ

ôóíêöèé ' ∈ C(G) ∩ C ′(G), äîïóñêàþùèõ íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå ïðîèçâîäíûõ '′x

è '′y èç G ê G; ýòî îïðåäåëÿåò èõ îäíîçíà÷íî íà Γ. Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòüñÿ

êîìïëåêñíûì âàðèàíòîì èçâåñòíîé òåîðåìû î äèâåðãåíöèè äëÿ ' ∈ C ′(G):∫
Γ

' (z) dz = i

∫
G

2∂'d�, (1.1)

ãäå � -ëåáåãîâàÿ ïëîñêàÿ ìåðà íà G è îïåðàòîð ∂ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2∂' := '′x + i'′y. (1.2)

Äëÿ ',  ∈ C ′(G) îïåðàòîð ∂ îáëàäàåò ñâîéñòâîì

∂(' ) =  ∂'+ '∂ . (1.3)

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ t = rei� ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ' ïî r è � îáîçíà-

÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç '′r è '
′
�. Â ýòèõ òåðìèíàõ

2t∂' = r'′r + i'′�]. (1.4)

Êàê îáû÷íî, H (Ω) îáîçíà÷àåò êëàññ ãîëîìîðôíûõ â Ω ôóíêöèé, òàê ÷òî ' ∈ H (Ω)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè ' ∈ C ′ (Ω) è ∂' = 0 â Ω (óñëîâèå Êîøè-Ðèìàíà), ïðè êîòîðîì

(1.1) åñòü êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Êîøè ñ íóëåâîé ëåâîé ÷àñòüþ.

Äëÿ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà E ⊂ ℂ îáîçíà÷èì

A (E) = C (E) ∩H (Eo) ,

è ïóñòü A′(E), A′′(E) - êëàññû ôóíêöèé E → ℂ, îäèí (è ñîîòâåòñòâåííî äâà) ðàçà

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå íà E â ñìûñëå ℂ.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ' ∈ C ′(G). Èç (1.1) ñëåäóåò ôîðìóëà:

'(z) =
1

2�i

∫
Γ

'(t)Ct (z) dt− 1

�

∫
G

∂'(t)Ct (z) d� äëÿ z ∈ G, (1.5)

ãäå Ct (z) = (t−z)−1 -ÿäðî Êîøè; (1.5) èçâåñòíà êàê îáîáùåííàÿ ôîðìóëà Êîøè (èíîãäà

êàê ôîðìóëà Áîðåëà-Ïîìïåéþ); äëÿ ' ∈ H
(
G
)
ñ ∂' = 0 íà G (1.5) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷å-

ñêîé ôîðìóëîé Êîøè.

Ïîëîæèì òàêæå:

d(z) = d(z, E) := inf{∣z − �∣ : � ∈ E} - ðàññòîÿíèå z ∈ ℂ èç E ⊂ ℂ;

E� := {� ∈ ℂ : dE(�) ≤ �} - � - îêðåñòüíîñòü ìíîæåñòâà E ⊂ ℂ;

Dr (a) := {z ∈ ℂ : ∣z − a∣ < r} äëÿ a ∈ ℂ, r > 0 - îòêðûòûé êðóã; Dr = Dr (0);

l� := {z = rei� : r ≥ 0} äëÿ � ∈ ℝ - ëó÷; ℝ+ = l0, ℝ− = l�.

Δ�,� := {z = rei� : r ≥ 0, � ≤ � ≤ �} - ñåêòîð ñ ðàñòâîðîì � − � < 2�;

Δ�(�) := Δ�−�/2,�+�/2 äëÿ � > 0, � ∈ ℝ - óãîë ñ áèññåêòðèñîé l�;

Δ� := Δ�(0); � := l�/2 ∪ l−�/2 = ∂Δ�; d�(z) = d(z, �) äëÿ z ∈ ℂ;

x+ := max{x, 0} äëÿ x ∈ ℝ; log+ x = (log x)+ äëÿ x > 0 è log+ 0 = 0;

sz :=

⎧⎨⎩
z/ ∣z∣ äëÿ z ∕= 0,

0 äëÿ z = 0

- ôóíêöèÿ çíàêà.

1.2 Ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå ãëàäêèõ ôóíêöèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå íàì íóæåí íåêîòîðûé ñïåöèôè÷åñêèé ðåçóëüòàò î C ′- ïðîäîë-

æåííèè äëÿ ôóíêöèè f ∈ A′(Δ�) ñ � ∈ (0, 2�). Ïîëîæèì � = 2� − �, òàêîé ÷òî

∂Δ�(�) = � = ∂Δ�. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå C ′ ôóíêöèè f∗ íà ℂ òàêîé,

÷òî f∗ = f íà Δ�, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêàìè äëÿ f∗ è ∂f∗ íà Δ�(�) â òåðíèíàõ

ðîñòà ôóíêöèè f ′ (è òàêæå ðîñòà f ′′, åñëè f ∈ A′′(Δ�)). Ôàêòè÷åñêè f∗ íà Δ�(�) áóäåò

ïîñòðîåíà, èñïîëüçóÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ ñóæåíèÿ f ∣ �.

10) Ðàññìîòðèì â Δ�(�) äîïîëíèòåëüíûå óãëû Δ+
� = Δ�/2,� è Δ−� = Δ−�/2,−�, è

ââåäåì äâå C ′ - ôóíêöèè � = �(t) è w = w(t), îïðåäåëåííûå îòäåëüíî äëÿ t = rei� ∈ Δ±�
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ôîðìóëàìè

� = (r sin')e±i�/2, w = w± = (r�−1 cos')e±i�/2, (1.6)

ãäå ' = �(�−∣�∣) ∈ [0, �/2] äëÿ � = �/�. Ôàêòè÷åñêè � ∈ C(Δ�(�)), òàê êàê � = 0 íà ℝ−,

ñ îáåèõ ñòîðîí. Â îòëè÷èå îò �, w+ ∕= w− íà ℝ−. Ìû ïî (1.6) ìîæåì ëåãêî ïðîâåðèòü

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

r� ′r = �, rw′r = w, � ′� = −s�� 2w, w′� = s��. (1.7)

Çàìå÷àíèå 1.1 Ôóíêöèè � è w â (1.6) èìåþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: (a) �, w ∈ l±�/2

äëÿ t ∈ Δ±� , òàê ÷òî � + w ∈ l±�/2 äëÿ t ∈ Δ±� ; (b) �(t) = t èëè w(t) = 0 äëÿ t ∈ Δ±�

òîëüêî ïðè t ∈ l±�/2; (c) �(t) = 0 äëÿ t ∈ Δ�(�), òîëüêî ïðè t ∈ ℝ−; (d) åñëè d = d�(t)

-ðàññòîÿíèå t ∈ Δ±� îò �, òî

∣�∣ ≤ r, � ∣w∣ ≤ r, ∣w∣ ≤ 2d�(t). (1.8)

Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ëèøü òðåòûå íåðàâåíñòâî â (1.8). Ïî (1.6),

∣w∣ = (r/�) sin(�#), (1.9)

ãäå # = ∣�∣−�/2 ∈ [0, �/2]. Åñëè òåïåðü # > �/2 â (1.9) (ñ � > �), òî d = r è ∣w∣ ≤ r/� ≤

2d. Åñëè æå # ≤ �/2, òî d = r sin#, è ïîñêîëüêó sin(�#) ≤ �# ≤ (��/2) sin#, ìû ñíîâà

èìååì ∣w∣ ≤ (�/2)d ≤ 2d.

20) Îïðåäåëèì èñêîìóþ ôóíêöèþ f∗ ∈ C ′ íà ℂ äëÿ f ∈ A′(Δ�) ñ f∗ = f íà Δ�,

ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèâ, ÷òî

f(0) = f ′(0) = 0. (1.10)

Ïîëîæèì äëÿ t = rei� ∈ Δ±� (ñ ±� ∈ [�/2, �]):

f∗ (t) = f(�) + is� (�)�(t), (1.11)

ãäå  (�) = sin' ñ ' = �(� − ∣�∣), s� ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé çíàêà �, è

�(t) = f(� + w)− f(�)− f(w). (1.12)
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Ôîðìóëû (1.11) - (1.12) èñïîëçóþò ëèøü çíà÷åíèÿ ñóæåíèÿ f ∣ � (ñì. Çàìå÷àíèå 1.1,

(a)).

Ôîðìàëüíî (1.12) îïðåäåëÿåò äâå ðàçíûå C ′ - ôóíêöèè íà Δ±� . Íî îòìåòèì, ÷òî �(t)

èñ÷åçàåò äëÿ t ∈ ℝ−, òî åñòü äëÿ � = 0 ïî Çàìå÷àíèþ 1.1, (c), íåçàâèñèìî îò âûáîðà

âåòâåé w±. Ïîëîæèâ � ≡ 0 íà l�, ìû ïîëó÷èì, ÷òî � ∈ C(Δ�(�)). Ïðè ýòîì, w = f(w) = 0

äëÿ w ∈ � ïî Çàìå÷àíèþ 1.1, (b) è (1.10), ñëåäîâàòåëüíî � ≡ 0 íà �.

Îòìåòèì, ÷òî f∗ ∈ C(Δ�(�)) è f∗ = f íà � ïî Çàìå÷àíèþ 1.1, (b), ñëåäîâàòåëüíî

f(�) = f(t) è �(t) ≡ 0 äëÿ t ∈ �. Ïî (1.11) -(1.12) è (1.8) ìû ïîëó÷èì îöåíêó

∣f∗(t)∣ ≤ 4Mf (r + 2d, �) äëÿ t ∈ Δ�(�). (1.13)

30) ×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî f∗ ∈ C ′(Δ�(�)), îòìåòèì, ÷òî f ∘ � ∈ C ′(Δ�(�)) è èç (1.4)

è (1.7),

2t∂f(�) = f ′(�)(� − is�� 2w) äëÿ t ∈ Δ�(�). (1.14)

Äàëåå,  ∈ C ′(Δ�(�)) è � ∈ C ′(Δ±� ). Ïîñêîëüêó ( �)′r =  �′r, ( �)′� =  ′� +  �′� íà

Δ±� è � =  = 0 íà ℝ−, òî ( �)′r è ( �)′� âìåñòå ñ ∂( �) èñ÷åçàþò íà ℝ− ñ îáåèõ ñòîðîí.

Òàêèì îáðàçîì s� � ∈ C ′(Δ�(�)), ÷òî âëå÷åò f∗ ∈ C ′(Δ�(�)).

Ñîãëàñíî (1.4), (1.7) è (1.12), äëÿ t ∈ Δ�(�) èìååì

2t∂�(t) = [f ′(� + w)− f ′(�)](� − is�� 2w)

+[f ′(� + w)− f ′(w)](w + is��).

Ýòî âìåñòå ñ (1.3), (1.11) è (1.14) äàåò äëÿ t ∈ Δ�(�) :

2t∂f∗(t) = −s� ′(�)�(t) + �1f
′(�) + �2f

′(w)+

�3[f ′(� + w)− f ′(�)] + �4[f ′(� + w)− f ′(w)], (1.15)

ãäå

�1 = (1−  (�))� + is��
2w, �2 =  (�)�,

�3 =  (�)(� 2w + is�� − �), �4 = is� (�)w.
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Ïðàâàÿ ÷àñòü (1.15) îáðàùàåòüñÿ â íóëü äëÿ t ∈ �, ïîñêîëüêó, òîãäà w = 0 è

∣�∣ = �/2, ÷òî âëå÷åò �1 = �4 = 0 è �(t) = 0, f ′(w) = 0. Òàêèì îáðàçîì ∂f∗(t) = 0

äëÿ t ∈ �.

40) Äëÿ îöåíêè ∂f∗(t) ïðè t = rei� ∈ Δ�(�), ìû äîëæíû îöåíèòü ôóíêöèè �k äëÿ

1 ≤ k ≤ 4. Ïîñêîëüêó 1−  (�) ≤ cos' ñ ' = �(� − ∣�∣), èç (1.6) è (1.8) ñëåäóåò, ÷òî

∣�1∣ ≤ (� + � 2) ∣w∣ , ∣�4∣ ≤ ∣w∣ , (1.16)

òàê ÷òî îïÿòü ïî (1.8),

∣�1∣ ≤ (1 + �)r, ∣�4∣ ≤ �−1r, (1.17)

è àíàëîãè÷íî

∣�2∣ ≤ r, ∣�3∣ ≤ (2 + �)r. (1.18)

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè f ′ âäîëü � ìû ïîëó÷èì ïî (1.12), ÷òî

∣�(t)∣ ≤
∫ w

0

∣f ′(� + s)− f ′(s)∣ ∣ds∣ . (1.19)

Ïîñêîëüêó ∣ ′(�)∣ ≤ �, òî èç (1.19) ñ (1.8) äëÿ t ∈ Δ�(�) ñëåäóåò, ÷òî

∣ ′(�)�(t)∣ ≤ 2� ∣w∣Mf ′(∣�∣+ w) ≤ (2r)Mf ′(r + 2d, �).

Îòñþäà è èç (1.15), ñ ó÷åòîì (1.17) - (1.18), ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

∣∣∂f∗(t)∣∣ ≤ k′�Mf ′(r + 2d, �) for t ∈ Δ�(�), (1.20)

ãäå k′� > 0 ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò �.

50) Ïîëîãàÿ, ÷òî f ∈ A′′(�), ìû ìîæåì îöåíèòü ∂f∗ íà Δ�(�) òàêæå â òåðìèíàõ

ðîñòà ôóíêöèè f ′′ íà �. Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì çíà÷åíèè ïðèìåíèòåëüíî ê (1.19) è ïî

(1.8) ñëåäóåò, ÷òî

∣�(t)∣ ≤Mf ′′(∣�∣+ ∣w∣ , �) ∣�∣ ∣w∣ ≤ 2rdMf ′′(r + 2d, �).

Àíàëîãè÷åñêèå îöåíêè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òàêæå äëÿ äðóãèõ ÷åòûðåõ ÷ëåíîâ â (1.15),

èñïîëüçóÿ íà ýòîò ðàç îöåíêè (1.16) äëÿ �1 è �4, è (1.18) - äëÿ �2 è �3 âìåñòå ñî ñâîéñòâîì
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î ñðåäíîì çíà÷åíèè ñîîâåòñòâåííî äëÿ èíòåðâàëîâ [0, �], [0, w], [�, � + w] è [w, � + w].

Îêîí÷àòåëüíî èç (1.15) è (1.8) ïîëó÷èì:

∣∣∂f∗(t)∣∣ ≤ k′′�dMf ′′(∣t∣+ 2d, �) äëÿ t ∈ Δ�(�), (1.21)

ãäå k′′� > 0 çàâèñèò ëèøü îò �.

60) ×òîáû îïðåäåëèòü ôóíêöèþ f∗ áåç óñëîâèÿ (1.10), ïîëîæèì r� = 2/ sin(�/2) è

f(t) = f(t)− �(t) äëÿ t ∈ Δ�, (1.22)

ãäå � ∈ H(ℂ∖{−r�}) äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

�(t) = f(0) + f ′(0)tr�(t+ r�)−1.

Òåïåðü f óäîâëåòâîðÿåò (1.10), è åñëè f∗ ïîñòðîåíà äëÿ f êàê â (1.11) - (1.12), òî ìû

ïîëîæèì f∗ = f∗ + � ñ f∗ ∈ C ′ íà ℂ òàê, ÷òî f∗ = f è ∂f∗ = ∂f íà �, ïîñêîëüêó

∂�(t) = 0 äëÿ t ∈ Δ�. Ïðè ýòîì, ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ k� > 0, çàâèñÿùàÿ îò �, òàê

÷òî ∣�(t)∣ ≤ ∣f(0)∣+ k� ∣f ′(0)∣ è max{∣�′(t)∣ , ∣�′′(t)∣} ≤ k� ∣f ′(0)∣ äëÿ t ∈ Δ�. Îòñþäà è èç

(1.13), (1.20) - (1.21) (ñ f âìåñòî f) ìû äëÿ t ∈ Δ�(�)∖D1{−r�} ïîëó÷èì îöåíêè:

∣f∗(t)∣ ≤ k[Mf (r + 2d, �) + 1], (1.23)

∣∣∂f∗(t)∣∣ ≤ kMf ′(r + 2d, �), (1.24)

∣∣∂f∗(t)∣∣ ≤ kd[Mf ′′(∣t∣+ 2d, �) + 1], (1.25)

ãäå k > 1 ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò � è ∣f ′(0)∣ .

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 1.1 Ïóñòü f ∈ A′′(Δ�) äëÿ � ∈ (0, 2�) è � := 2� − � (òàê ÷òî ∂Δ�(�) =

�). Ñóùåñòâóåò C ′ - ôóíêöèÿ f∗ íà ℂ∖{−r�} ñ r� = 2/ sin(�/2), óäîâëåòâîðÿùàÿ

óñëîâèÿì: (i) f∗ = f íà Δ�, òàê ÷òî ∂f∗ = 0 íà Δ�; (ii) ðîñò ôóíêöèé f∗ è ∂f∗

äëÿ t ∈ Δ�(�)∖D1{−r�} îãðàíè÷èâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè (1.23) - (1.25), ãäå d = d�(t)

-ðàññòîÿíèå t îò �, è k > 1 çàâèñèò îò � è ∣f ′(0)∣ .
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1.3 Ïðèáëèæåíèå ÿäðà Êîøè

Ïðîöåññ îïòèìàëüíîãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà óãëîâîé îáëàñòè Δ� ⊂ ℂ ñ

� ∈ (0, 2�) öåëûìè ôóíêöèÿìè áóäåò ðåàëèçîâàí äâóìÿ øàãàìè. Èñïîëüçóÿ Ëåììó 1.1

è ôîðìóëó ïðåäñòàâëåíèÿ (6), ìû ñíà÷àëà ïðèáëèæàåì äàííóþ ôóíêöèþ f ∈ A′′ (Δ�)

íà Δ� ôóíêöèÿìè F ∈ A (Δ�
�) äëÿ íåêîòîðîãî � > 0 ñ îöåíêîé ðîñòà ôóíêöèè F íà

Δ�
�. Çàòåì ôóíêöèÿ F ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàåòñÿ íà Δ� öåëûìè ôóíêöèÿìè. Ðåàëèçà-

öèÿ ýòèõ äâóõ øàãîâ îñíîâàííî íà ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãîëîìîðôíûõ è öåëûõ

ïðèáëèæåíèé ÿäðû Êîøè Ct (z) = (t− z)−1 äëÿ z ∈ Δ� è t ∈ Δ�(�) = (Δo
�)c, ñ îöåíêîé

ðîñòà àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé.

Ýòîò ðàçäåë-ïîäãîòîâêà äëÿ ïåðâîé èç îòìå÷åííûõ øàãîâ, ãäå ÿäðî Êîøè Ct ñ ôèê-

ñèðîâàííûì ïîëþñîì t ∈ Δ�
�∖Δ� ïðèáëèæàåòñÿ îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè èç A(Δ�

�)

(íà Δ� äëÿ âñåõ t, à òàêæå íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå Δ�
�, åñëè t äîñòàòî÷íî

äàëåê îò ïîäìíîæåñòâà). Ìû ñâîäèì ïðèáëèæåíèå ýòîãî òèïà ê ïðèáëèæåíèþ íóëå-

âîé ôóíêöèè ôóíêöèÿìè èç A(Δ�
�), ðàâíûå 1 â òî÷êå t. Ââîäèì äëÿ ýòîãî íåêîòîðûå

îáîçíà÷åíèÿ.

1o) Äëÿ � ∈ (0, 2�) è � > 0, ïîëîæèì �,� := ∂Δ�
� è ñ êàæäîé òî÷êîé t ∈ Δ�

�∖Δ�

ñâÿæåì òî÷êó t� ∈ �,� òàê, ÷òî ∣t− t� ∣ = d(t, �,� ). Òîãäà ∣t∣ ≤ ∣t� ∣ , è t ∈ �,� , åñëè

òîëüêî � = d�(t).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ � ≤ � òî÷êà t� îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî ïî òî÷êå t ∈ Δ�
�∖Δ�, è

ñîîòâåòñòâèå t→ t� î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé íà �,� , óäîâëåòâîðÿ-

þùåé

∣t− t� ∣ = � − d�(t), (1.26)

òàê ÷òî ∣t∣ ≤ ∣t� ∣ ≤ ∣t∣+ �. ×òîáû ñîõðàíèòü (1.26) òàêæå äëÿ � > �, äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü

t ∈ (Δ�
�∖Δ�)∖Dr� , ãäå

r� = �/ sin(�/2). (1.27)

Ìû ïîëîãàåì Dr� = ∅ äëÿ ñëó÷èÿ � ≤ � ñ r� = 0.
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Äëÿ ñïðÿìëÿåìîé äóãè l îáîçíà÷èì ÷åðåç ∣l∣ åå äëèíó. Ïóñòü � ∈ (0, �) è l� ⊂ �,� åñòü

äóãà ñ îðòîãîíàëíîé ïðîåêöèåé l� ⊂ �,� . Òîãäà ∣l� ∣ ≤ ∣l� ∣ , ãäå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ

â ñëó÷àå, åñëè l� (à òàêæå l� ) -îòðåçêîé; åñëè æå l� (è òàêæå l� ) -äóãà îêðóæíîñòè, òî

∣l� ∣ / ∣l� ∣ = �/� < 1. Åñëè òåïåðü ds� è ds� -ýëåìåíòû äëèíû íà ëèíèÿõ �,� è �,� â

ñîîòâåòñòâóþùàõ òî÷êàõ, òî

ds�/ds� ≤ 1, åñëè 0 < � < �. (1.28)

2o) Äàëåå ôèêñèðóåì � = 1 è ïîëîæèì r
′
� = 0, åñëè � ≤ �, è r

′
� = r� = 2/ sin(�/2),

åñëè � > �. Ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü (êàê äëÿ ÿäðà Äèðèõëå íà âåðõíîé ïîëóïëîñêîñòè)

ñóùåñòâîâàíèå ïîñòîÿííîé c� > 0, çàâèñÿùåé ëèøü îò �, òàê ÷òî

∫
�,2

∣� − z∣−2 ∣d�∣ < k� äëÿ z ∈ Δ1
�, (1.29)

è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (1.29) ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî-ðàâíîìåðíî íà Δ1
�.

Ïîëîæèì S� = (Δ1
�∖Δo

�)∖Dr� è ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ qa(t, z) ïåðåìåí-

íûõ (a, t, z) ∈ ℝ+ × S� ×Δ1
�, îïðåäåëåííóþ ôîðìóëîé

qa(t, z) = [wt(z)]a+2 ñ wt(z) = (t− �)(z − �)−1, (1.30)

ãäå � = t2 ∈ �,2 åñòü îðòîãîíàëíàÿ ïðîåêöèÿ t íà �,2. Ïîñêîëüêó wt íå èìååò íóëåé

íà îäíîñâÿçàííîé çàìêíóòîé îáëàñòè Δ1
� è wt ∈ H(Δ1

�), òî qa(t, ⋅) ∈ H(Δ1
�). Äàëåå, èç

wt(t) = 1 ñëåäóåò, ÷òî

qa(t, t) ≡ 1 äëÿ t ∈ Δ1
�∖Δo

�. (1.31)

Ïî (1.26), (1.29) è (1.30),

∣qa(t, z)∣ ≤ 4 ∣� − z∣−2 [2− d�(t)]a ∣z − �∣−a ,

è ïîñêîëüêó âñåãäà ∣z − �∣ ≥ 1, òî

∣qa(t, z)∣ < 4ea äëÿ z ∈ Δ1
�. (1.32)
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Èñïîëüçóÿ äàëåå íåðàâåíñòâî 1− x ≤ exp(−x) äëÿ x = d�(t)/2 ≤ 1/2, ìû ïîëó÷èì, ÷òî

åñëè ∣z − �∣ ≥ 2, òî

∣qa(t, z)∣ ≤ 4 ∣� − z∣−2 exp{−ad�(t)/2}, (1.33)

âåðíîå, â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ z ∈ Δ�.

Ñóììèðóÿ, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 1.2 Ôîðìóëà (1.30) îïðåäåëÿåò äëÿ � ∈ (0, 2�) è S� = (Δ1
�∖Δo

�)∖Dr� íåïðåðûâ-

íóþ ôóíêöèþ qa(t, z) îò (a, t, z) íà ℝ+ × S� ×Δ1
�, ñ qa(t, ⋅) ∈ H(Δ1

�), óäîâëåòâîðÿùóþ

(1.31) - (1.33).

3o. Ïóñòü � -ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà íà ℂ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êîìïàêòà K ⊂ ℂ

èíòåãðàë

JK(z) =
1

�

∫
K

∣Ct(z)∣ d� äëÿ z ∈ ℂ

ñ ôèêñèðîâàííîé ìåðîé �(K) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà äëÿK = D�(z) ñ � = [�(K)/�]1/2,

ëåãêî âû÷èñëÿåìàÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

∣JK(z)∣ ≤ 2� = 2 [�(K)/�]1/2 . (1.34)

Ïóñòü � ∈ (�, 2�) è � ∈ (0, 1]. Òîãäà â ÷àñòíîñòè äëÿ K� = (Δ�
�∖Δo

�) ∩Dr� ñ �(K�) ≤

2r�� ñëåäóåò, ÷òî

JK�(z) ≤ 2(2r�/�)1/2�1/2 < 2(r��)
1/2. (1.35)

1.4 Ïðèáëèæåíèÿ íà Δ� ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè â

îêðåñòíîñòè Δ�.

Ïóñòü � ∈ (0, 2�) è r′� = r� = 2/ sin(�/2), åñëè � > �, è r′� = 0, åñëè � ≤ �, ñ Dr′� = ∅.

Äëÿ � ∈ (0, 1] ïîëîæèì

Λ�,� = (Δ1
�∖Dr�) ∪K�, ãäå K� = (Δ�

�∖Δo
�) ∩Dr′� ,
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òàê ÷òî Λ�,� = Δ1
� äëÿ � ≤ � íåçàâèñèìî îò �. Òàêèì îáðàçîì d�(t) = � äëÿ t ∈ ∂Λ�,�∩Dr′�

è d�(t) = 1 äëÿ t ∈ ∂Λ�,�∖Dr′� .

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòüñÿ âàðèàíòîì ðåàëèçàöèè ïåðâîãî èç îòìå÷åííîãî âûøå

øàãîâ ïðèáëèæåíèÿ.

Ëåììà 1.3 Ïóñòü f ∈ A′′ (Δ�) äëÿ � ∈ (0, 2�), " ∈ (0, 1] è

ar := "−1[Mf ′′ (r + 2, �) + 1] äëÿ r ≥ 0. (1.36)

Òîãäà äëÿ Λ = Λ�,� ñ � = [car� ]−2/3 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈ A (Λ) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ

íåðàâåíñòâó

∣f(z)− F (z)∣ < " äëÿ z ∈ Δ�, (1.37)

ðîñò êîòîðîé íà Λ îãðàíè÷åíà äëÿ r ≥ 0 íåðàâåíñòâîì

MF (r) < c1[1 +Mf (r + 2,Δ�)] + exp{c2ar+6}, (1.38)

ãäå c, c1 è c2 ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå ëèøü îò � è ∣f ′(0)∣.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì S = Λ∖Δo
�, Sr = S ∩Dr è Λr = Λ∩Dr äëÿ r ≥ 0. Ïóñòü f∗

åñòü C ′ - ôóíêöèÿ íà ℂ∖{−r�}, ïîñòðîåíèÿ äëÿ ôóíêöèè f â Ëåììå 1.1. Ôîðìóëà (1.5),

ïðèìåíåííàÿ ê ôóíêöèþ f∗ è ê îáëàñòè Λr, óòâåðæäàåò, ÷òî

f∗(z) = Ir(z)− Jr(z) äëÿ z ∈ Λo
r, (1.39)

ãäå

Ir =
1

2�i

∫
∂Λr

f∗(t)Ct(⋅)dt, Jr =
1

�

∫
Sr

∂f∗(t)Ct(⋅)d�.

Ïóñòü q(t, z) := qa(t, z) -ôóíêöèÿ èç Ëåììû 1.2, îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (30) äëÿ

t ∈ S∖Dr′� ñ a, çàâèñÿùåé îò ∣t∣ , èìåííî a = 2c′a∣t∣+2, ãäå ar îïðåäåëåí â (1.36), è c′

ïîäëåæèò âûáîðó; ïîëîæèì òàêæå q(t, z) = 1 äëÿ t ∈ Sr′� , åñëè � > �.

Èìååì, ÷òî q(t, z) êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïî t, q(t, ⋅) ∈ H(Λ�) è q(t, t) ≡ 1 äëÿ

t ∈ S. Äëÿ ℛ(t, z) := Ct(z)[q(t, z)− 1] ýòî âëå÷åò ℛ(t, ⋅) ∈ H(Λ), è äëÿ z ∈ Λr èíòåãðàë

ℐr(z) =
1

�

∫
Sr

∂f∗(t)ℛ(t, z)d� (1.40)
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îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ℐr ∈ A(Λr).

Ïîëàãàÿ g(t, z) = ∂f∗(t)Ct(z)q(t, z) äëÿ (t, z) ∈ S × Λ è

Jr(z) =
1

�

∫
Sr

g(t, z)d� äëÿ z ∈ Λ, (1.41)

ìû ñîãëàñíî (1.39) - (1.40) ïîëó÷èì, ÷òî Jr − Jr = ℐr ∈ A(Λr). Ïîëàãàÿ Fr := f∗ + Jr,

î÷åâèäíî èìååì, ÷òî Fr ∈ C(Λr), è ïî (1.39) - (1.41), ÷òî Fr = Ir + ℐr ∈ H(Λo
r), òàê ÷òî

Fr ∈ A(Λr).

Íàøà ïåðâàÿ öåëü - ïîòâåðæäåíèå ëîêàëüíî-ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè Fr íà Λ ïðè

r →∞ ê ôóíêöèè F ∈ A(Λ), êîòîðóþ æåëàòåëüíî ïðåäñòàâèòü äëÿ z ∈ Λ â âèäå

F (z) = f∗(z) + J∞(z), (1.42)

åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

J∞(z) =
1

�

∫
S

g(t, z)d�

ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî-ðàâíîìåðíî íà Λ. Òîãäà äîêàçàòåëüñòâî (1.37) è (1.38) ìîæíî ñâåñòè

ê îöåíêå ∣J∞∣ ñîîòâåòñòâåííî íà Δ� è íà Λ.

Îöåíèì ñíà÷àëà g(t, z) â (1.41) äëÿ (t, z) ∈ S × Λ. Ïî (1.25) è (1.36) èìååì, ÷òî

∣∣∂f∗(t)∣∣ ≤ ("k)a∣t∣d�(t) äëÿ t ∈ S, (1.43)

ãäå k > 1 çàâèñèò îò � è ∣f ′(0)∣. Åñëè t ∈ S ∩Dr� è � > � ñ d�(t) ≤ � è q(t, z) ≡ 1, ìû

èìååì:

∣g(t, z)∣ ≤ "kar�� ∣Ct(z)∣ = ("k/c)�−1/2 ∣Ct(z)∣ ,

èíòåãðèðóåÿ êîòîðóþ íà Sr� è ôèêñèðóÿ c = 4kr
1/2
� , ìû ñîãëàñíî (1.35) è (1.41) ïîëó÷èì,

÷òî

∣Jr�(z)∣ < "/2 äëÿ z ∈ ℂ, åñëè � > �. (1.44)

Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ äëÿ t ∈ S íåðàâåíñòâî

∣q(t, z)∣ ≤ 4 ∣z − t2∣−2 exp{−c′a∣t∣+2d�(t)} (1.45)
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âûïîëíÿåòñÿ ñîãëàñíî (1.33) äëÿ z ∈ Λ, åñëè ∣z − t2∣ ≥ 2. Òîãäà ïî (1.26), ∣t− z∣ ≥ d�(t),

òàê ÷òî ∣Ct(z)∣ d�(t) ≤ 1. Åñëè æå ∣z − t2∣ < 2, òî ïî (1.32),

∣q(t, z)∣ ≤ 4 exp(2c′a∣t∣+2). (1.46)

Òåïåðü èç (1.43) è (1.45) - (1.46) äëÿ c′ ≥ 2k ñëåäóåò

∣g(t, z)∣ ≤ ∣Ct(z)∣ exp(3c′a∣t∣+2) äëÿ z ∈ Λ. (1.47)

Åñëè â ÷àñòíîñòè ∣z − t2∣ ≥ 2, òî

∣g(t, z)∣ ≤ 4"k ∣z − t2∣−2 a∣t∣ exp{−c′d�(t)a∣t∣+2}. (1.48)

Îòìåòèì, ÷òî (1.48) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ (t, z) ∈ S ×Δ�.

Ïîëîæèì òåïåðü �,� = ∂Δ�
� è �,�,r = �,�∖Dr äëÿ r ≥ r′�. Èç (1.26) ñëåäóåò, ÷òî

d�(t) = � è ∣t∣ ≤ ∣t2∣ ≤ ∣t∣ + 2 äëÿ t ∈ �,� ñ � ∈ [0, 1]. Òîãäà èç (1.47) - (1.48), ïîëîæèâ

� = t2 ∈ �,2, ìû äëÿ (t, z) ∈ �,� × Λ ñ ∣z − �∣ ≥ 2 ïîëó÷èì îöåíêó:

∣g(t, z)∣ ≤ "k ∣z − �∣−2 a∣�∣ exp(−c′a∣�∣�), (1.49)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (1.49), êàê ïîäèíòåãðàëíàÿ ôóíêöèÿ, ôàêòè÷åñêè çàâèñèò ëèøü îò �

è � è êðîìå òîãî ds�/ ∣d�∣ ≤ 1 ïî (1.28) òàê ÷òî d� ≤ d� ∣d�∣ . Ïîëîæèâ lr = �,2∖Dr äëÿ

r ≥ r′�, èç (1.49) ìû äëÿ z ∈ Λ�,r′ è r > r′ ïîëó÷èì:

∫
S∖Sr
∣g(t, z)∣ d� ≤ "k

∫
l2,r

∣z − �∣−2

∫ 1

0

exp(−c′a∣�∣�)a∣�∣d� ∣d�∣

< ("k/c′)

∫
l2,r

∣z − �∣−2 ∣d�∣ . (1.50)

Èç ëîêàëüíî-ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà â (1.29), èç (1.50) ñëåäóåò, ÷òî Jr(z)→

J∞(z) ëîêàëüíî-ðàâíîìåðíî äëÿ z ∈ Λr′ , ïðè r →∞, ïîòâåðæäàÿ, ÷òî F ∈ A(Λ).

Ïðè z ∈ Δ�, îöåíêà (1.50) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå äëÿ r = r′�, è èç (1.29) ñëåäóåò, ÷òî

∣J∞(z)∣ < "/2 +
∣∣Jr′�(z)

∣∣ ,
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åñëè îêàí÷àòåëüíî ôèêñèðîâàòü c′ = 16k(k� + 1) ñ ïîñòîÿííîé k�, óäîâëåòâîðÿþùåé

(1.29). Ïîñêîëüêó ïî Ëåììå 1.1 f∗ = f íà Δ� è r′� = 0, ïðè � ≤ �, ýòî âìåñòå ñ (1.44)

äëÿ � > � è (1.42) äîêàçûâàåò, ÷òî F óäîâëåòâîðÿåò ê (1.37).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.38), îöåíèì J∞(z) äëÿ z ∈ Λ�. Ïîëîæèì J∞(z) = J′(z)+J′′(z),

ñ ïîäûíòåãðàëíîé ôóíêöèåé g(t, z) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ t ∈ S ′ = S∖D4(z) è t ∈ S ′′ =

S ∩ D4(z). Òîãäà (1.26) äëÿ t ∈ S ′ âëå÷åò ∣z − �∣ ≥ 2 äëÿ � = t2, è êàê â (1.50), ìû èç

(1.48) ïîëó÷èì, ÷òî ∣J′(z)∣ < " ≤ 1. Äàëåå, äëÿ t ∈ S ′′ ñëåäóåò, ÷òî ∣t∣ ≤ r + 4 ñ r = ∣z∣ è

�(S ′′) < 8, òàê ÷òî ïî (1.34), JS′′ ≤ 2[�(S ′′)/�]1/2 < 4. Òåïåðü èç (1.47), ïîëàãàÿ c2 = 4c′,

èìååì:

∣J∞(z)∣ < 1 + ∣J′′(z)∣ ≤ c′ exp(3c′a∣t∣+2) ≤ exp(c2ar+6). (1.51)

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (1.42),

∣F (z)∣ ≤ ∣f∗(z)∣+ ∣J∞(z)∣ äëÿ z ∈ Λ,

÷òî âìåñòå ñ (1.51) âëå÷åò (1.38), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî Ëåììå 1.1 f∗ = f íà Δ�, è èç (1.23),

∣f∗(z)∣ ≤ c1[Mf (r + 2,Δ�) + 1] äëÿ z ∈ Λ,

ãäå c1 çàâèñèò îò � è ∣f ′(0)∣ . Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñðâî Ëåììû 1.3. □

Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî log+(a+b) ≤ log+ a+log+ b+log 2 ñ a, b ≥ 0 ê ôóíêöèèMF (r)

è èñïîëüçóÿ (1.38) ñ (1.36), ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàìå÷àíèþ.

Çàìå÷àíèå 1.2 Ðîñò ôóíêöèè F ∈ A(Λ) â Ëåììå 1.3 óäîâëåòâîðÿåò äëÿ r ≥ 0 íåðà-

âåíñòâó

log+MF (r) < c3{log+Mf (r + 2,Δ�) + "−1[Mf ′′(r + 8, �) + 1]}, (1.52)

ãäå c3 > 0 çàâèñèò ëèøü îò � è ∣f ′(0)∣ .
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1.5 Ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå íà Δ� öåëûìè ôóíêöè-

ÿìè

Ñëåäóþøàÿ ëåììà î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè ÿäðà Êîøè C� (z) íà Δ� ñ ïîëþñàìè

� âíå Δ� öåëûìè ôóíêöèÿìè ñ îïòèìàëüíûì ðîñòîì íà ℂ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñðåäñòâîì

äëÿ âòîðîãî øàãà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íà óãëîâûõ îáëàñòÿõ (ñì. Ëåììó 1 â [17]).

Ëåììà 1.4 Äëÿ � ∈ (0, 2�) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ℎb (�, z) ïåðåìåííûõ

(b, �, z) ∈ ℝ+×Δc
�×ℂ òàêàÿ, ÷òî ℎb (�, z) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèé ïî z äëÿ ôèêñèðî-

âàííîãî (b, �) ∈ ℝ+ ×Δc
�, óäîâëåòâîðÿþùåé äëÿ z ∈ D∣�∣/2 ∪Δ� íåðàâåíñòâó

∣ℎb (�, z)− C� (z)∣ < 44�−1 exp(−b), (1.53)

ãäå � = d�(�) - ðàññòîÿíèå � îò � = ∂Δ�.

Ðîñò ôóíêöèè ℎb (�, z) äëÿ z ∈ ℂ∖D∣�∣/2 îãðàíè÷åâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

∣ℎb (�, z)∣ < � exp
{
c�(b/�) ∣�∣1−� (∣z∣+ �)�

}
, (1.54)

ãäå � = �/(2� − �) è c� > 0 ïîñòîÿííàÿ çàâèñÿùèå ëèøü îò �.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâíèå öåëîé ôóíêöèè - âåñà äëÿ ïîëóïëîñ-

êîñòè Δ�.

Ëåììà 1.5 Ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíêöèÿ Ω ñ Ω(0) = 1 òàêàÿ, ÷òî !(�, z) := Ω(� − z)

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì:

∣!(�, z)∣ ≤ 4 ∣� − z∣−2 äëÿ (�, z) ∈ 1
� ×Δ�, (1.55)

∣!(�, z)∣ ≤ 4e2∣z∣min{1, ∣� − z∣−2} äëÿ (�, z) ∈ 1
� × ℂ, (1.56)

∣!(�, z)∣ ≤ e4∣�∣ äëÿ (�, z) ∈ Δ1
� × ℂ, ∣z∣+ 1 ≤ ∣�∣ . (1.57)
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Ïîëîæèì Ω(w) = [exp(w)− 1]2w−2 äëÿ w ∈ ℂ ñ Ω(0) = 0. Òîãäà î÷åâèäíî

∣Ω(w)∣ ≤ (e− 1)2 < 4 äëÿ ∣w∣ ≤ 1

è

∣Ω(w)∣ ≤ 4e2(Rew)+ ∣w∣−2 äëÿ ∣w∣ ≥ 1,

èç êîòîðûõ ëåãêî ñëåäóþò îöåíêè (1.55) - (1.57).

1o. Äàëåå ìû ðàññìîòðèâàåì ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå öåëûìè ôóíêöèÿìè íà Δ�

ñíà÷àëà äëÿ ñëó÷àÿ � ∈ [�, 2�) â Òåîðåìå 1.1, çàòåì - äëÿ � ∈ (0, �) â Òåîðåìå 1.2.

Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü f ∈ A′′ (Δ�) äëÿ � ∈ [�, 2�) è " ∈ (0, 1]. Ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíê-

öèÿ g, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

∣f(z)− g(z)∣ < 2" äëÿ z ∈ Δ�, (1.58)

ðîñò êîòîðîãî äëÿ r ≥ 0 îãðàíè÷èâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì: â ñëó÷àå � = �

logMg(r) < c (1 + r) [log+Mf (t,Δ�) + "−1Mf ′′(t, �) + "−1], (1.59)

ãäå t = r + 10 è c > 0 çàâèñèò îò ∣f ′(0)∣ ; â ñëó÷àå � > �

logMg(r) < c"−2�/3 (1 + r)� [log+Mf (t,Δ�) + "−1Mf ′′(t, �) + "−1], (1.60)

ãäå t = 2(r + 10) è c > 0 çàâèñèò îò �, ∣f ′(0)∣ è Mf ′′(r� + 2)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F ∈ A(Λ) - ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ â Ëåììå 1.3 äëÿ f . Ïîëî-

æèì Γ = ∂Λ è ïóñòü � = d�(�) äëÿ � ∈ Γ. Òîãäà � = 1 äëÿ � = �; åñëè æå � > �, òî

� = 1, åñëè ∣�∣ > r�, è

� = �",� = [car� ]−2/3 = cf,�"
2/3 äëÿ ∣�∣ ≤ r�,

ñ cf,� ∈ (0, 1), çàâèñÿùåé îò �, ∣f ′(0)∣ è Mf ′′(r� + 2) (ñì. Ëåììó 1.3). Òàêèì îáðàçîì

óñëîâèå � ∈ Γ âëå÷åò ∣�∣ ≥ 1 äëÿ � = � è ∣�∣ ≥ �",� äëÿ � > �.
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Ïóñòü ℎb (�, z) - ôóíêöèÿ èç Ëåììû 1.4 è ïîëîæèì ℎ(�, z) = ℎb∣�∣(�, z) äëÿ (�, z) ∈

Λ× ℂ, ãäå

bt = log+MF (t) + s�−�[2 log(t+ 1)/cf,�] + log(44k/") äëÿ t ≥ 0, (1.61)

ñ ïîñòîÿííîé k ≥ 1, ïîäëåæàùåé âûáîðó. Ïîëîæèì

g(�, z) = F (�)[ℎ (�, z)− C� (z)]!� (�, z) , (1.62)

ãäå !� ≡ 1 äëÿ � > � è !� = ! - ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â Ëåììå 1.5. Òîãäà ïî (1.53) è

(1.61) - (1.62), ôóíêöèÿ g(�, z) óäîâëåòâîðÿåò äëÿ (�, z) ∈ Γ× (Δ� ∪D∣�∣/2) íåðàâåíñòâó:

∣g(�, z)∣ ≤ ("/k)(1 + ∣�∣)−2 åñëè � > �. (1.63)

Àíàëîãè÷íàÿ (1.63) îöåíêà äëÿ � = � ñëåäóåò èç (1.55) - (1.56) è (1.61) -(1.62):

∣g(�, z)∣ ≤ (4"/k) ∣� − z∣−2 äëÿ (�, z) ∈ Γ×Δ�, (1.64)

âìåñòå ñ

∣g(�, z)∣ ≤ (4"/k)e2r min{1, ∣� − z∣−2} äëÿ (�, z) ∈ Γ× ℂ, (1.65)

ãäå r = ∣z∣ .

Ïîëîæèì Λt = Λ ∩ Dt, ∂Λt = Γt ∪ Lt, ãäå Lt = ∂Dt ∩ Λo äëÿ t ≥ 0. Ìû ñ÷èòàåì

Γ = ∂Λ è ∂Λt ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíûìè îòíîñèòåëüíî Λo è Λo
t ñîîòâåòñòâåííî, ñ

èíäóöèðîâàííîé îðèåíòàöèåé íà Γt è Lt. Èç (1.63) - (1.65) ñëåäóåò, ÷òî íåñîáñòâåííûé

èíòåãðàë

It,�(z) =
1

2�i

∫
Γ∖Γt

g(�, z)d� (1.66)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ äëÿ z ∈ Dt/2 ∪Δ�, åñëè � > �, è äëÿ z ∈ Dt−1 ∪Δ�, åñëè � = �,

îïðåäåëÿÿ ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèþ It,� ∈ A(Dt/2 ∪ Δ�) è It,� ∈ A(Dt−1 ∪ Δ�). Åñëè

z ∈ Δ� ñ � > �, òîãäà ïî (1.63)

∣It,�(z)∣ ≤ "

2�k

∫
Γ

(1 + ∣�∣)−2 ∣d�∣ < ", (1.67)
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ôèêñèðóÿ äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ïîñòîÿííóþ k = k� > 0. Â ñëó÷àå k� > 2 îöåíêà (1.64)

âëå÷åò

∣It,�(z)∣ ≤ 2"

�k

∫
Γ

∣� − z∣−2 d� =
2"

k
< ". (1.68)

Èñïîëüçóÿ (1.65), ìû äëÿ � ∈ Γ∖Γt ñ t > 1 è ∣z∣ = r ≤ t− 1 ïîëó÷èì, ÷òî

∣Ir,�(z)∣ ≤ e2r 2"

�k

∫
Γ∖Γt

∣� − z∣−2 ∣d�∣ < "e2r. (1.69)

Îïðåäåëèì òåïåðü èñêîìóþ öåëóþ ôóíêöèþ g ïî ôîðìóëå

g(z) = It,�(z) + I ′t,�(z) + I ′′t,�(z) äëÿ z ∈ Dt, (1.70)

ñ Ir,�(z) îïðåäåëåííîé ïî (1.66) è

I ′t,�(z) : =
1

2�i

∫
Γt

F (�)ℎ(�, z)!�(�, z)d�,

I ′′t,�(z) : =
1

2�i

∫
Lt

F (�)C�(z)!�(�, z)d�.

Îïðåäåëåíèå (1.70) ôàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò t, ïîñêîëüêó åñëè t′ > t > r = ∣z∣ , òî

ïî òåîðåìå Êîøè

1

2�i

∫
∂(Λt′∖Λt)

F (�)C�(z)!(� − z)d� = 0,

÷òî ïîçâîëÿåò çàìåíèòü â (1.70) t íà t′.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè (1.58), ïóñòü z ∈ Δ� è t > r = ∣z∣ . Òîãäà ïî ôîðìóëå

Êîøè

F (z) =
1

2�i

∫
∂Λt

F (�)C�(z)!�(� − z)d�,

è èç (1.70) ñëåäóåò, ÷òî g(z) = F (z) + I0(z) ñ I ′0(z) = I ′′0 (z) = 0, òàê ÷òî ïî (1.66) - (1.67),

∣g(z)− F (z)∣ < ", è ñ ó÷åòîì (1.37) ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå (1.58).

Íàêîíåö, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.59) - (1.60), ïóñòü z ∈ ℂ ñ r ≥ � è ïîëîæèì â (1.70)

t = 2r, åñëè � > � è t = r + 1, åñëè � = �. Òîãäà ïî (1.67) è (1.69),

∣Ir,�(z)∣ < " exp(2s�−�t) äëÿ � ≥ �. (1.71)
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Äëÿ îöåíêè I ′t,�(z) è I ′′t,�(z) äëÿ � ≥ �, îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (1.54), ðîñò ôóíêöèè

ℎ(�, z) îãðàíè÷èâàåòñÿ äëÿ � ∈ Γt è � ≤ ∣�∣ ≤ t íåðàâåíñòâîì:

∣ℎ (�, z)∣ < exp
{
c�bt�

−� (r + 1)�
}
, (1.72)

ãäå bt > 1 îïðåäåëåí â (1.61) è c� > 0 çàâèñèò ëèøü îò �. Êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèè

!� è (1.57),

∣!�(�, z)∣ < exp(4s�−�t), (1.73)

∣F (�)∣ ≤ exp{log+MF (r)} ≤ exp{bt}, (1.74)

è

∣C�(z)∣ ≤ (t− r)−1 ≤ min{1, 2/t}. (1.75)

Èç îïðåäåëåíèÿ I ′r(z) â (1.70) è èç (1.72) - (1.74) äëÿ � ≥ � ñ c′� > c� + 4 ñëåäóåò:

∣I ′t(z)∣ ≤ exp
{
c′�bt�

−� (r + 1)�
}
. (1.76)

Ýòà æå îöåíêà âûïîëíåòñÿ òàêæå äëÿ ∣I ′′t (z)∣ , èñïîëüçóÿ (1.70) è (1.73) - (1.75):

∣I ′′t (z)∣ ≤ exp{bt + 4s�−�t} ≤ exp
{
c′�bt�

−� (t+ 1)�
}
. (1.77)

Ñóììèðóÿ, ìû ïî (1.70) - (1.71) è (1.76) - (1.77) ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ïîñòîÿííîé c′′� > 0

∣g(z)∣ < exp
{
c′′�bt�

−� (r + 1)�
}
, äëÿ z ∈ ℂ,

÷òî âëå÷åò

logMg(r) ≤ c��
−� (r + 1)� bt äëÿ r ≥ 0, (1.78)

ãäå t = 2r äëÿ � > � è t = r + 1 äëÿ � = �.

Îöåíêè (1.59)-(1.60) Òåîðåìû 1.1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç (1.78), (1.52), è (1.61),

ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî äëÿ � > �

� = �(t) = cf,�"
2/3 äëÿ t ≤ r�,

è t1−� log(t+ 1) ≤ log 2 äëÿ t ≥ 1. Òàêèì îáðàçîì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. □
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Ñëåäñòâèå 1.1 Ïóñòü f ∈ A′′ (Δ�) äëÿ � ∈ [�, 2�) è äëÿ íåêîòîðîãî � ≥ 0

logMf (r,Δ�) = O(r�), è Mf ′′(r, �) = O(r�) ïðè r →∞.

Òîãäà äëÿ " ∈ (0, 1] ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíêöèÿ g, óäîâëåòâîðÿùàÿ ê (1.58), òàê ÷òî

ïðè ýòîì g èìååò ðîñò íå âûøå ïîðÿäêà �+ � è òèïà �,

� ≤

⎧⎨⎩
c/" äëÿ � = �,

c/"1+2�/3 äëÿ � > �,

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò ".

2o Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé � ∈ (0, �) ñ � = �/(2� − �) ∈ (1/2, 1). Äëÿ ðàâíîìåð-

íîãî ïðèáëèæåíèÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè íà Δ� ôóíêöèé f ∈ A′′(Δ�) íàì íóæíû íîâûå

õàðàêòåðèñòèêè äëÿ f . Ïîëîæèì f�(w) = f(w1/�) äëÿ w ∈ Δ��, òàê ÷òî

(f ′′� ) (z�) = �−2
{
z1−�[z1−�f ′ (z)]′

}
äëÿ z ∈ Δ�∖{0}. (1.79)

Íåîáõîäèìàÿ õàðàêòåðèñòèêà äëÿ r ≥ 1 ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

�f (r, �) = max
1≤∣z∣≤r

{�2
∣∣(f ′′� ) (z�)

∣∣ : z ∈ �}

= max
1≤∣z∣≤r

{
∣∣z1−�[z1−�f ′ (z)]′

∣∣ : z ∈ �}. (1.80)

Ïîëîæèì f = f − � ∈ A′′(Δ�), ãäå �(z) = f(0) + f ′(0)[1 + C−1(z) äëÿ z ∕= −1. Òîãäà

f(0) = f ′(0) = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà (1.79) äëÿ f ′′� âûïîëíÿåòñÿ òàêæå äëÿ

z = 0. Èç òåîðåìû î ñðåäíîì çíà÷åíèè ñëåäóåò, ÷òî

∣∣f ′′� (z�)
∣∣ ≤ 2Mf ′′(1, �) := cf äëÿ z ∈ �, ∣z∣ ≤ 1, (1.81)

òàê ÷òî ïî (1.79) - (1.80) äëÿ ôóíêöèè f ,

Mf ′′� (r�, ��) ≤ 4�f (r, �) + cf äëÿ r ≥ 0. (1.82)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ z ∈ Δ�

�(z) = O(1), �′(z) = O(∣z∣−2), �′′(z) = O(∣z∣−3), ïðè ∣z∣ → ∞,
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òàê ÷òî ïî (1.80)

�f (r, �) ≤ �f (r, �) + �� (r, �)

≤ �f (r, �) +O(r−1−2�) ïðè r →∞. (1.83)

Ïîëîæèì òåïåðü

g�(z) = f(0) + f ′(0)[1 + ℎb(−1, z)] äëÿ z ∈ ℂ

ãäå ℎb(−1, z) öåëàÿ ôóíêöèÿ èç Ëåììû 1.4 ñ � = 1 è

b = log+ ∣f(0)∣+ log+ ∣f ′(0)∣+ log(44/").

Òîãäà öåëàÿ ôóíêöèÿ g� óäîâëåòâîðÿåò ïî (1.54) - (1.55) íåðàâåíñòâàì

∣g�(z)− �(z)∣ < " äëÿ z ∈ Δ�, (1.84)

log ∣g�(z)∣ ≤ c�b (∣z∣+ 1)� äëÿ z ∈ ℂ. (1.85)

Ýòî è (1.81) - (1.83) ïîçâîëÿþò ñâåñòè ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f ê ïðèáëèæåíèþ

ôóíêöèè f ∈ A′′(Δ�).

Ïóñòü � = rei� ñ ∣�∣ < �. Òîãäà �� = r�ei��, è � ∈ Δ� ⇐⇒ �� ∈ Δ��. Åñëè òåïåðü

� /∈ Δ�, òî �
� /∈ Δ��, è

d(��, ��) = r� sin[�(∣�∣ − �/2)] ≤ r�−1d(�, �),

òàê ÷òî d(��, ��) ≤ 1, åñëè d(�, �) = min{1, r1−�} äëÿ r ≥ 0.

Ïîëàãàÿ

Ω� = {� ∈ ℂ∖ℝ− : d (�,Δ�) ≤ min{1, ∣�∣1−�}, (1.86)

èìååì, ÷òî Δ� ⊂ Ω� è � ∈ Ω�∖Δ� âëå÷åò d(��, ��) ≤ 1.

Ïðèìåíèâ ê f� è ê Δ�� Ëåììó 1.3 ñ Λ = Δ1
��, ìû äëÿ " ∈ (0, 1] ïîëó÷èì ôóíêöèþ

F� ∈ A(Δ1
��), ñ F�(0) = 0, óäîâëåòâîðÿþùåé ê (1.37) è (1.38) âìåñòå ñ (1.36). Ïîëîæèâ
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F(z) = F�(z
�) äëÿ z ∈ Ω�, òàê ÷òî F ∈ A(Ω�), è ó÷èòûâàÿ ÷òî f(z) = f�(z

�) äëÿ z ∈ Δ�,

ïîëó÷èì:

∣f (z)− F (z)∣ < " äëÿ z ∈ Δ�. (1.87)

Ðîñò F â Ω� îãðàíè÷åí ñîãëàñíî ê (1.36), (1.38) è (1.81) - (1.83), íåðàâåíñòâîì

MF (r) < c′[1 +Mf (r + 2,Δ�)] + exp{c′′"−1[�f (r + 6, �) + 1]}, (1.88)

ãäå c′ > 0 è c′′ > 0 ïîñòîÿííûå, íåçàâèñÿùèå îò " è r ≥ 0.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó MF� (1) = MF (1), òî ïî íåðàâåíñòâó Êîøè:

∣∣F′�(w)
∣∣ ≤MF(1)(1− ∣w∣)−1 äëÿ ∣w∣ < 1,

òàê ÷òî ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíîì çíà÷åíèè

∣F�(w)∣ ≤MF(1) ∣w∣ /(1− ∣w∣) äëÿ ∣w∣ < 1.

Ïîëîæèâ w = z�, ïîëó÷èì äëÿ z ∈ Ω�

∣F(z)∣ ≤MF(1) ∣z∣� /(1− ∣z∣�)−1 ≤ 2MF(1) ∣z∣� åñëè ∣z∣ ≤ 2−1/�. (1.89)

Ñóììèðóÿ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 1.6 Ïóñòü f ∈ A′′ (Δ�) äëÿ � ∈ (0, �) è " ∈ (0, 1]. Òîãäà f = f + � ñ f ∈ A′′(Δ�)

è äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé �, òàê ÷òî: i) f(0) = f ′(0) = 0, è äëÿ f ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ F ∈ A (Ω�), óäîâëåòâîðÿùåé ê (1.87) - (1.89). ii) � äîïóñêàåò ïðèáëèæåíèå

âèäà (1.84) öåëûìè ôóíêöèÿìè g� ñ ðîñòîì (1.85).

Òåïåðü ìû ãîòîâû ôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó îá îïòèìàëüíî ðàâíîìåðíîì

ïðèáëèæåíèè äëÿ ñëó÷èÿ � < �.

Òåîðåìà 1.2 Ïóñòü f ∈ A′′ (Δ�) è � < �. Òîãäà äëÿ ëþáîãî " > 0 ñóùåñòâóåò öåëàÿ

ôóíêöèÿ g òàêàÿ, ÷òî

∣f (z)− g (z)∣ < 3" äëÿ z ∈ Δ� (1.90)
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è ðîñò g îãðàíè÷åí äëÿ r ≥ 0 íåðàâåíñòâîì

logMg (r) < c (1 + r�) [log+ Mf (r
′,Δ�) + "−1�f (r′, �)

+ log+ r + exp(c"−1)], (1.91)

ãäå �f (r, �) îïðåäåëåí â (1.80), r′ = 2 (r + 3) è c > 0 ïîñòîÿííàÿ, íåçàâèñÿùàÿ îò " è

r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F ∈ A (Ω�) - ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ â Ëåììå 1.6 äëÿ ôóíê-

öèè f , ñ çàìêíóòîé îáëàñòüþ Ω�, îïðåäåëåííîé ïî (1.86). Äëÿ Òåîðåìû 1.2 äîñòàòî÷íî

ïîñòðîèòü ïîäõîäÿùåå öåëîå ïðèáëèæåíèå G ôóíêöèè F íà Δ� ñ îöåíêîé ðîñòà G íà

ℂ.

Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî çàìêíóòóþ îáëàñòü

Λ� = {z = rei� ∈ Ω� : ∣�∣ ≤ (� + �)/2},

òàê ÷òî Δ� ⊂ Λ� ⊂ Ω�. Ïðè ýòîì, äëÿ Γ = ∂Λ�, èìååì, ÷òîΓ∖D1 = ∂Ω�∖D1 è Γ∖D1 =

L+ ∪ L− ñ L± = [0, e±i(�+�)/2].

Ïóñòü ℎb(�, z) áóäåò ôóíêöèåé â Ëåììå 1.4, è äëÿ (�, z) ∈ Γ× ℂ ïîëîæèì

ℎ(�, z) =

⎧⎨⎩
ℎb∣�∣(�, z), åñëè ∣�∣ ≥ �0,

0, åñëè ∣�∣ < �0,

ãäå

bt = log+MF (t) + log ("�0)−1 + log(44k) + 3 log(∣t∣+ 1), (1.92)

ñ � = d(�, �) = min{∣�∣ , ∣�∣1−�} äëÿ � ∈ Γ, ∣�∣ ≥ �0, ãäå �0 ∈ (0, 2−1/�) è k ≥ 1 ïîñòîÿííûå,

ïîäëåæàùåé âûáîðó. Ðàññìîòðèì äëÿ (�, z) ∈ Γ× ℂ∖{�} ôóíêöèþ

g(�, z) = F(�)[ℎ (�, z)− C� (z)], (1.93)

êîòîðàÿ ñîãëàñíî (1.53), (1.92) è (1.93) óäîâëåòâîðÿåò äëÿ (�, z) ∈ Γ × (Δ� ∪ D∣�∣/2)

íåðàâåíñòâó

∣g(�, z)∣ < ("/k)(�0/�)(1 + ∣�∣)−2, åñëè ∣�∣ ≥ �0, (1.94)
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è äëÿ (�, z) ∈ (Γ ∩D�0)×Δ� - íåðàâåíñòâó

∣g(�, z)∣ < 2MF(1) ∣�∣�−1 . (1.95)

Îáîçíà÷èì Γt = Γ∩Dt è Lt = Λ�∩∂Dt äëÿ t ≥ �0. Ïî (1.94), íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

It(z) =
1

2�i

∫
Γ∖Γt

g(�, z)d�, (1.96)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ äëÿ z ∈ Dt/2 ∪Δ�, îïðåäåëÿÿ ôóíêöèþ It ∈ A(Dt/2 ∪Δ�).

Èç (1.95) - (1.96) ÷òî äëÿ z ∈ Δ� ñëåäóåò, ÷òî

∣I0(z)− I�0(z)∣ ≤ �−1MF(1)��0 ≤ "/3, (1.97)

åñëè ôèêñèðîâàòü �0 = "1/�[MF(1) + 1]−1/�. Àíàëîãè÷íî, ïî (1.94) è (1.96), äëÿ z ∈ Δ�

èìååì:

∣I1(z)− I�0(z)∣ ≤ "/�k < "/3. (1.98)

Ïóñòü òåïåðü t ≥ 1 è z ∈ Dt/2 ∪Δ�. Òîãäà ïî (1.94) è (1.96), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîãëàñíî

(1.86), ∣d�∣ ≤ k�d ∣�∣ äëÿ � ∈ Γ, ∣�∣ ≥ 1, ïîëó÷èì

∣It(z))∣ ≤ ("k�/k) ≤ "/3, (1.99)

ôèêñèðóÿ k = 3k� + 1.

Îïðåäåëèì òåïåðü èñêîìóþ öåëóþ ôóíêöèþ G ïî ôîðìóëå

G(z) = It(z) + I ′t(z) + I ′′t (z) äëÿ z ∈ Dt, (1.100)

ãäå It(z) îïðåäëåí â (1.96) è

I ′t(z) : =
1

2�i

∫
Γt

F(�)ℎ(�, z)d�,

I ′′t (z) : =
1

2�i

∫
Lt

F(�)C�(z)d�.

Îïðåäëåíèå (1.100) î÷åâèäíî íå çàâèñèò îò t, ïîñêîëüêó åñëè t′ > t > r = ∣z∣, òî ïî

òåîðåìû Êîøè áóäåò

1

2�i

∫
∂(Ωt′∖Ωt)

F(�)C�(z)d� = 0,
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÷òî ïîçâîëÿåò çàìåíèòü â (1.100) t íà t′.

Äàëåå, ïî òåîðåìå Êîøè, èç (1.96) è (1.100) äëÿ z ∈ Δ� ñëåäóåò, ÷òî G(z) − F(z) =

I0(z), è ïîñêîëüêó I0 = I1 + (I1 − I�0) + (I0 − I�0), òî ìû ïî (1.97) - (1.99) ïîëó÷èì, ÷òî

∣G(z)− F(z)∣ < " äëÿ z ∈ Δ�. (1.101)

Äëÿ îöåíêè ðîñòà G â ℂ, îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî âûáîðó ôóíêöèè ℎ(�, z) äëÿ � ∈ Γ

(ñ ℎ(�, z) ≡ 0 äëÿ ∣�∣ ≤ �0) èç (1.54) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ z ∈ ℂ∖D∣�∣/2

∣ℎ (�, z)∣ < exp {c�(b1/�0) (∣z∣+ 1)�} , åñëè �0 ≤ ∣�∣ ≤ 1, (1.102)

è

∣ℎ (�, z)∣ < exp
{
c′�b∣�∣ ∣z∣

�} , åñëè ∣�∣ > 1, (1.103)

ãäå � = �/(2� − �) è c� > 0, c′� > 0 çàâèñÿò ëèøü îò �.

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (1.102) - (1.103) è îöåíèâàÿ (êàê â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1.1)

èíòåãðàëû I ′t(z) è I ′′t (z) äëÿ t = 2 ∣z∣, ïîëó÷èì

log+MG(r) ≤ c′′�(r + 1)�[b1/�0 + b2r + 1] äëÿ r ≥ 0.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (1.92) è îöåíêó (1.88) êàê â Çàìå÷àíèå 1.2, ìû äëÿ

r ≥ 0 ïîëó÷èì:

log+MG(r) ≤ c(r + 1)�[log+Mf (r′,Δ�) + "−1�f (r′, �)

+ log+ r + exp(c"−1)], (1.104)

ãäå r′ = 2(r + 3) è c > 0 íåçàâèñèò îò " è r.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü èñêîìóþ öåëóþ ôóíêöèþ g, ïîëîæèâ g = G+g�. Òîãäà

(1.90) ñëåäóåò èç (1.84), (1.87) è (1.101), è îöåíêà (1.91) ñëåäóåò èç (1.85) è (1.104). Ýòî

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.2. □

Ñëåäñòâèå 1.2 Ïóñòü f ∈ A′′ (Δ�) äëÿ � ∈ (0, �) è äëÿ íåêîòîðîã � ≥ 0

logMf (r,Δ�) = O(r�) and �f (r, �) = O(r�) ïðè r →∞.
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Òîãäà ôóíêöèþ f ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü íà Δ� öåëûìè ôóíêöèÿìè ïîðÿäêà

�+ �, è íîðìàëüíîãî òèïà, åñëè � > 0.
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Ãëàâà 2

Ðàâíîìåðíîå è êàñàòåëüíîå ïðèáëèæåíèå

ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè

2.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ýòîé ãëàâû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé, îñó-

ùåñòâëÿþùèõ ðàâíîìåðíîå èëè êàñàòåëüíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé íà ïîëîñå (óãëå)

ñ âîçìîæíî ìåäëåííûì ðîñòîì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ýòîò ðîñò áóäåò èçìåðÿåòñÿ

ðîñòîì íåâàíëèííîâñêîé õàðàêòåðèñòèêè T (r, g) àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè g. Ýòà çà-

äà÷à íå ñâîäèòñÿ ïðÿìî ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å ïðèáëèæåíèÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè, îäíàêî

íåêîòîðûå çàãîòîâêè äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíîé áóäóò íàìè ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàíû. Â

ýòîé ãëàâå ìû ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè è îïðåäåëåíèÿìè ââåäåíûõ â ïåðâîé ãëàâå è

íàì äîïîëíèòåëüíî áóäóò íóæíû åùå íåêîòîðûå íîâûå.

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ A(E) îáîçíà÷èì ÷åðåç f∂ ñóæåíèå ôóíêöèè f íà ∂E.

Ïîëîæèì òàêæå

Sℎ := ℝ× [−ℎ, ℎ] äëÿ ℎ > 0 -ïîëîñà øèðèíû 2ℎ;

Δ� := {� ∈ ℂ : ∣arg �∣ ≤ �/2} äëÿ � ∈ (0, 2�) -óãîë;

Δ� (�) := {� ∈ ℂ : ∣arg � − �∣ ≤ �/2} äëÿ �, � ∈ (0, 2�);

Δ� (�, a) := {� ∈ ℂ : (� − a) ∈ Δ� (�)} äëÿ a ∈ ℂ -óãîë ñ öåíòðîì a;

Ω�
ℎ := ℂ∖ (Δ�−� (−�/2,−2iℎ)o ∪Δ�−� (�/2, 2iℎ)o) ∪ S2ℎ äëÿ ℎ > 0;

Ω�
ℎ,r := Ω�

ℎ ∩Dr äëÿ ℎ > 0, r > 0;
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Δ�,r := Δ� ∩Dr äëÿ r > 0 è � ∈ (0, 2�);

� = ∂Δ� è �,r = � ∩Dr.

Íàì ïîíàäèáàòüñÿ òàêæå ôóíêöèÿ Íåâàíëèííû log+ : ℝ+ → ℝ+, îïðåäåëåííûé

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

log+ x =

⎧⎨⎩
0, åñëè 0 ≤ x ≤ 1,

log x, åñëè x ≥ 1.

Î÷åâèäíî, log+ íåîòðèöàòåëüíàÿ è íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà ℝ+.

Íåâàíëèííîâñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà T (r, g) ìåðîìîðôíîé ôóíêöèé g, g(0) ∕= ∞ îïðå-

äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

T (r, g) = (2�)−1

∫ 2�

0

ln+
∣∣g (rei�)∣∣ d� +

∫ r

0

n (t, g) t−1dt,

ãäå n (t, g) ÷èñëî ïîëþñîâ g â Dt (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè).

Ïóñòü òåïåðü f ∈ C (E), ãäå E ⊂ ℂ çàìêíóòîå è íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, òàê ÷òî

E ∩ ∂Dr ∕= ∅ äëÿ r ≥ r0 ≥ 0. Îáîçíà÷èì äëÿ r ≥ r0

Mf (r) = M (f, E) := ∥f∥E∩Dr .

2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B êëàññ íåóáûâàþùèõ C1-ôóíêöèé q ≥ 0 â ℝ+, äëÿ êîòîðûõ

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
r→∞

rq′ (r)

q (r)
= �.

Ïîëàãàÿ

q (r) = r�(r), � (r) :=
log q (r)

log r
äëÿ r > 0,

èìååì, ÷òî ôóíêöèÿ r → � (r) ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåííûì ïîðÿäêîì â ñìûñëå Âàëèðîíà (ñì.

êíèãó Ëåâèíà [27]).

Äëÿ íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé � ≥ 0 íà [r0,+∞) âåëè÷èíà

�� := lim sup
r→∞

log+ � (r)

log r
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íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì �. Åñëè � ≥ 0 äðóãàÿ íåóáûâàþøàÿ ôóíêöèÿ íà [t0,+∞) êîíå÷-

íîãî ïîðÿäêà, òî âåëè÷èíà

��� := lim sup
r→∞

log+ � (r)

� (r)

íàçûâàåòñÿ �-òèïîì ôóíêöèè �.

Ïóñòü òåïåðü E ⊂ ℂ çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, òàê ÷òî E ∩ ∂Dr ∕= ∅

äëÿ r ≥ r0. Òàê êàê â [19], ìû çäåñü òîæå èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ äëÿ

ôóíêöèé f ∈ C (E).

1. Ñòåïåíüþ f íà E ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà df = df (E) := �� äëÿ � = Mf .

2. �-òèïîì f íà E áóäåò ��f = ��f (E) := ��� äëÿ � = Mf .

3. Äëÿ � = log+Mf âåëè÷èíû �f = �f (E) := ��, �f = �f (E) := �� ñîîòâåòñòâåííî

áóäóò ïîðÿäêîì è òèïîì f íà E.

Â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèè öåëûìè ôóíêöèÿìè äîñòàòî÷íî áûëî ôóíêöèþ èç êëàññà

A′′(Sℎ) ïðèáëèçèòü ôóíêöèÿìè èç êëàññà A(S2ℎ) è ïðè ýòîì îöåíèòü ðîñò àïïðîêñè-

ìèðóþùèõ ôóíêöèé, íî â ñëó÷àå ìåðîìîðôíûõ ïðèáëèæåíèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû àï-

ïðîêñèìèðóþùèå ôóíêöèè áûëè ãîëîìîðôíû â îáëàñòè, øèðèíà êîòîðîãî ñòðåìèëñÿ ê

áåñêîíå÷íîñòè, ïðè âîçðîñòàíèè ìîäóëÿ z ∈ Sℎ, à òàêæå ñîäåðæàëà ïîëîñó S2ℎ. Ïîýòîìó

íàì áóäåò íóæíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.1 Ïóñòü f ∈ A′′ (Sℎ) è ' ∈ A (Ω�
ℎ) äëÿ � ∈ (0, �/2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî " > 0

ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈ A (Ω�
ℎ) òàêàÿ, ÷òî

∥f'− F∥Sℎ < ", (2.1)

MF (r) < 3Mf (lr + ℎ)M' (r) + c" exp {ca2r + 3 log(lr + 1)} (2.2)

ãäå

ar (f, ') = 1 +
c

"
max
∣z∣≤lr+ℎ

{∣z∣ ∣f ′′∂ (z)∣+ ∣z∣ ∣f ′∂ (z)∣}M'(r) (2.3)

äëÿ r > 0, l = 1 + tan (�/2) > 1 è c = c (ℎ, �) > 0 êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò � è

îò ℎ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ìåòîäå, ðàçâèòîì â äîêàçàòåëüñòâå Ëåì-

ìû 5 èç [19]. Çàìåíÿÿ f íà "−1f è F íà "−1F , ìîæíî ñâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ê ñëó÷àþ,

êîãäà " = 1.

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f êàê â Ëåììå 5 èç [19]: ïîëîæèâ f∗ (�) = f (�) äëÿ � ∈ Sℎ è

f∗ (�) := if (� + � − ℎ�� + iℎ��) + (1− i) f (� + iℎ��) (2.4)

äëÿ � = �+ i� ∈ ℂ∖Sℎ; çäåñü �� ôóíêöèÿ çíàêà, òî åñòü �0 = 0 è �� = �/ ∣�∣ äëÿ � ∕= 0. Èç

(2.4) ñëåäóåò, ÷òî f∗ ∈ C1 (ℂ). Äëÿ ðîñòà ôóíêöèè f∗ íà Ω�
ℎ èç (2.4) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

Mf∗ (r,Ω�
ℎ) ≤ 3Mf (lr + ℎ, Sℎ) äëÿ r ≥ 0. (2.5)

Î÷åâèäíî ∂f∗ (�) = 0 äëÿ � ∈ Sℎ. Ïðè ýòîì, èç (1.2) è (2.4) äëÿ � = � + i� ∈ ℂ∖Sℎ.

ñëåäóåò, ÷òî

2∂f∗ (�) = (1− i) [f ′ (� + � − ℎ�� + iℎ��)− f ′ (� + iℎ��)] (2.6)

Î÷åâèäíî, ÷òî f∗ ∈ A′′ (Ω�
ℎ) è ìû èç (2.6) ïîëó÷èì îöåíêó:

∣∣∂f∗ (�)
∣∣ ≤ (∣�∣ − ℎ)Mf ′′ (l ∣�∣+ ℎ, ∂Sℎ) äëÿ � ∈ Ω�

ℎ∖Sℎ. (2.7)

Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (2.3) è (2.7):

∣∣('∂f∗) (�)
∣∣ ≤ c (∣�∣ − ℎ) a∣�∣/∣�∣ äëÿ � = � + i� ∈ Ω�

ℎ . (2.8)

ãäå c > 0 êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò � è ℎ.

×òîáû ïîñòðîèòü àïïðîêñèìèðóþùóþ ôóíêöèþ F , ìû äîëæíû ðåàëèçîâàòü, äëÿ

ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ïîëþñà � ∈ Ω�
ℎ∖Soℎ, êîíñòðóêòèâíóþ àïïðîêñèìàöèþ ÿäðû Êî-

øè C� (z) = (� − z)−1 äëÿ z ∈ Sℎ ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè îò z è îãðàíè÷åííûõ â

Ω�
ℎ . Ïðè ýòîì, àïïðîêñèìàöèÿ C� (z) íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü íå òîëüêî äëÿ z ∈ Sℎ,

íî è äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà Ω�
ℎ , åñëè ∣�∣ äîñòàòî÷íî âåëèê. Î÷åâèäíî,

÷òî ïðèáëèæåíèÿ òàêîãî òèïà ðàâíîñèëüíî ïðèáëèæåíèþ íóëü-ôóíêöèè ôóíêöèÿìè,

ãîëîìîðôíûìè â Ω�
ℎ , ðàâíû 1 â òî÷êå � ∈ Ω�

ℎ .

37



Ïóñòü � → n (∣�∣) ∈ ℕ äëÿ � ∈ ∂Ω�
ℎ -êóñî÷íî ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ; ìû ôèêñèðóåì

n (∣�∣) óñëîâèåì

0 ≤ a∣�∣ − n (∣�∣) < 1 äëÿ � ∈ ∂Ω�
ℎ . (2.9)

Äëÿ (�, z) ∈ (Ω�
ℎ)2 îïðåäåëèì ôóíêöèþQ� (z) = Q (�, z) ∈ H (Ω�

ℎ) òàêóþ, ÷òîQ� (�) =

1 äëÿ � ∈ Ω�
ℎ :

Q (�, z) :=

(
� − �0

z − �0

)n(∣�∣)(
� − �0

z − �0

)3 ln∣�∣

, (2.10)

ãäå �0 äëÿ � ìû âûáåðåì òàê, ÷òîáû Re �0 = Re � äëÿ ëþáîãî � ∈ Ω�
ℎ∖Sℎ è 2d (�, ∂Sℎ) =

d (�0, ∂Sℎ) äëÿ � ∈ ∂Ω�
ℎ .

Èç ôîðìóëû è òåîðåìû Êîøè ñëåäóåò, ÷òî

∫
∂D

Q� (z)C� (z) dz =

⎧⎨⎩
−2�i, åñëè � ∈ D

0, åñëè � ∈ Ω�
ℎ −D

(2.11)

äëÿ ëþáîé æîðäàíîâîé îáëàñòè D ⊂ Ω�
ℎ ñ êóñî÷íî ãëàäêîé, ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðî-

âàííîé ãðàíèöåé.

Òåïåðü äëÿ r > 0 ðàññìîòðèì èíòåãðàëû

Ir (z) = �−1

∫
Ω�ℎ,r∖Sℎ

G� (z) d�� äëÿ z ∈ Ω�
ℎ,r, (2.12)

ñ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé G� (z) =
(
'∂f∗

)
(�)Q� (z)C� (z).

Ââåäåì ôóíêöèè Fr ∈ C
(
Ω�
ℎ,r

)
ñëåäóþùèì îáðàçîì

Fr (z) = ('f∗) (z) + Ir (z) äëÿ z ∈ Ω�
ℎ,r. (2.13)

Èç ôîðìóëû (1.1), óñëîâèÿ ∂' = 0 è òåîðåìûÌîðåðà ñëåäóåò, ÷òî Fr (z) ∈ H
((

Ω�
ℎ,r

)o)
;

î÷åâèäíî, ÷òî Fr ∈ A
(
Ω�
ℎ,r

)
äëÿ ëþáîãî r > 0.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè r → ∞ èíòåãðàë Ir ëîêàëüíî-ðàâíîìåðíî ñõîäèòüñÿ íà Ω�
ℎ ê

íåñîáñòâåííîìó èíòåãðàëó

I∞ (z) = �−1

∫
Ω�ℎ∖Sℎ

G� (z) d�� äëÿ z ∈ Ω�
ℎ .
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Òîãäà ïî (2.13), èñêîìóþ ôóíêöèþ F ∈ A (Ω�
ℎ) ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìóëîé

F (z) := ('f∗) (z) + I∞ (z) äëÿ z ∈ Ω�
ℎ . (2.14)

Èç îïðåäåëåíèÿ (2.14) ñëåäóåò, ÷òî

∥'f − F∥Sℎ = ∥I∞∥Sℎ , (2.15)

∣F (z)∣ ≤ ∣('f∗) (z)∣+ ∣I∞ (z)∣ äëÿ z ∈ Ω�
ℎ , (2.16)

òàê ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè 'f íà Sℎ ôóíêöèÿìè F ∈ A (Ω�
ℎ) è îöåíêà ðîñòà F íà

Ω�
ℎ ñâîäèòñÿ â ýòîé ñõåìå ê îöåíêå I∞.

Ïî (2.10) è (2.12), ìû äëÿ z ∈ Ω�
ℎ è � ∈ Ω�

ℎ∖Sℎ èìååì îöåíêó

∣G� (z)∣ ≤
∣∣'∂f∗ (�)

∣∣
∣� − z∣

[
3ℎ+ 2 ∣�∣ � − ∣�∣

2ℎ+ 2 ∣�∣ �

]n(∣�∣)+3 ln(l∣�∣)

, (2.17)

ãäå � = tan(�/2).

Ïóñòü K ⊂ Δ� - êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Ñóùåñòâóåò r0 > max{1, ℎ} òàêàÿ, ÷òî

K ⊂ Dr0 è r
′′ > r′ > 3r0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∣� − �0∣ < e ∣z − �0∣. Ïîñêîëüêó∫ ℎ+∣�∣�

ℎ

(
3ℎ+ 2 ∣�∣ � − ∣�∣

2ℎ+ 2 ∣�∣ �

)n(∣�∣)

d ∣�∣ < ℎ+ ∣�∣ �
n (∣�∣) + 1

, (2.18)

òî ó÷åòîì (2.8) ïîëó÷èì:

∣Ir (z)∣ < c1

∫
E∩Dr

n(∣�∣)
∣�∣

[
3ℎ+ 2 ∣�∣ � − ∣�∣

2ℎ+ 2 ∣�∣ �

]n(∣�∣)+3 ln(l∣�∣)

d��

ãäå E = Ω�
ℎ∖Soℎ è ci = ci (�, ℎ) > 0 äëÿ i = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅. Îòñþäà ñëåäóåò:

∣Ir′′ (z)− Ir′ (z)∣ ≤ c2

∫ r′′−r0

r′−r0
ue−3 ln(lu)du < c2

(
1

r′ − r0

− 1

r′′ − r0

)
→ 0, (2.19)

ðàâíîìåðíî äëÿ z ∈ K, ïðè r′′, r′ → ∞. Ýòî äîêàçûâàåò àáñîëþòíóþ è ëîêàëüíî-

ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü I∞ (z) äëÿ z ∈ Ω�
ℎ è ÷òî I∞ ∈ A (Ω�

ℎ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.1), ìû äîëæíû îöåíèòü ∣I∞ (z)∣ äëÿ z ∈ Sℎ. Ïðåäñòàâèì èí-

òåãðàë I∞ (z) â âèäå ñóììû äâóõ èíòåðàëîâ:

I∞ (z) =
1

�

∫
B(z)

G� (z) d�� +
1

�

∫
E∖B(z)

G� (z) d�� = J1 (z) + J2 (z) , (2.20)
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ãäå B (z) := {� ∈ E : ∣� − z∣ ≤ 2 ∣z∣ �}. Äëÿ � ∈ E∖B (z) ñëåäóåò, ÷òî ∣� − �0∣ ≤ q ∣z − �0∣,

ãäå q = q (�, ℎ) > 0. Èç (2.17)-(2.20) ïîëó÷èì

∣J2 (z)∣ <
∫ ∞

1

uq−3 ln(lu)du < c3. (2.21)

Ïóñòü z0 ∈ ∂Sℎ òàêàÿ, ÷òî dist (z, z0) = dist (z, ∂Sℎ) ≥ 0. Îáîçíà÷èì äëÿ z ∈ Sℎ ìíîæå-

ñòâî C (z) = {[z0 − 1, z0 + 1]× ℝ} ∩B (z). Èç (2.17)-(2.18) èìååì

∫
C(z)

∣G� (z)∣ d�� < c4

∫ ∣z0∣+1

∣z0∣−1

du = 2c4. (2.22)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∣� − z∣ ≤ ∣u− ∣z0∣∣ äëÿ � ∈ B (z) /C (z) ïîëó÷èì

∫
B(z)/C(z)

∣G� (z)∣ d�� <
∫ b∣z∣

a∣z∣

1

∣u− ∣z0∣∣+ 1
du < c5 (2.23)

ãäå a > 0 è b > 0 ïîñòîÿííûå çàâèñÿùèå ëèøü îò � è ℎ. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì

(2.21)-(2.23) èç (2.20) ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå (2.1).

Ïóñòü òåïåðü z ∈ Ω�
ℎ . Ïðåäñòàâèì I∞ (z) â âèäå ñóììû äâóõ èíòåãðàëîâ:

I∞ (z) =

∫
D(z)

G� (z) d�� +

∫
E∖D(z)

G� (z) d�� = J3 (z) + J4 (z) , (2.24)

ãäå D (z) := {� ∈ ℂ : � ∈ E è ∣� − z∣ ≤ 3 ∣z∣ �}. Âòîðîé èíòåãðàë îöåíèâàåòñÿ êàê â (2.21).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî nen < e2n è

∫
D(z)

1

∣� − z∣
d�� < c4

√
mesD (z),

ìû ïî (2.18) è ñ ó÷åòîì ∣�∣ > � ∣z∣ ïîëó÷èì

J3 (z) < exp{kn (3l ∣z∣+ ℎ) + 3 log(∣z∣)}, (2.25)

ãäå k > 0 ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò � è ℎ.

Èç (2.24)-(2.25) ñ ó÷åòîì (2.5) è (2.14) ìû ïðèõîäèì ê òðåáóåìîé îöåíêå (2.2). Òàêèì

îáðàçîì ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. □
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2.2 Ìåðîìîðôíîå ïðèáëèæåíèå íà ïîëîñå

Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô ïîñâÿøåí âîïðîñîì î íàèëó÷øèõ ðàâíîìåðíûõ è êàñàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèÿõ íà ïîëîñå ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è êîíñòðóê-

òèâíî àíàëîãè÷åí çàäà÷å ïðèáëèæåíèÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè.

È òàê, ñíà÷àëà ìû ïðèáëèæàåì ôóíêöèþ F ∈ A (Ω�
ℎ) íà Sℎ ìåðîìîðôíûìè ôóíê-

öèÿìè ñ îöåíêîé èõ ðîñòà, çàòåì, èñïîëüçóÿ Ëåììó 2.1, ïîëó÷èì ìåðîìîðôíóþ àïïðîê-

ñèìàöèþ f ∈ A′′ (Sℎ) íà Sℎ. Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ëåììó (ñì.

[24], ñòð. 548-549).

Ëåììà 2.2 Äëÿ âåòâè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè z →
√
z,
√

1 = 1, îäíîçíà÷íîé â îá-

ëàñòè ℂ∖(−∞, 0], è äëÿ ÷èñëà � ∈ [0, 1] ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ! = !� ñ

ïîëþñàìè íà (−∞,−1) òàêàÿ, ÷òî

∣∣! (z)−
√
z
∣∣ ≤ (1/2)

√
∣z∣ äëÿ ∣arg z∣ ≤ � − �, ∣z∣ ≥ � (2.26)

è

T (r, !) = O
(
log2 r

)
ïðè r →∞. (2.27)

Òåîðåìà 2.1 Äëÿ F ∈ A (Ω�
ℎ), � ∈ (0, �/2), p > 1 è " > 0 ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ

ôóíêöèÿ G ñ ïîëþñàìè íà ìíèìîé îñè òàêàÿ, ÷òî

∣F (z)−G (z)∣ < " äëÿ z ∈ Sℎ (2.28)

è

T
(
r, "−1G

)
< c

∫ pr

ℎ

∫ t

ℎ

log+ MF (�)

"

d�dt

�t
+ c log2 (r + ℎ) äëÿ r ≥ ℎ, (2.29)

ãäå c = c (ℎ, p, �) > 0 ïîñòîÿííàÿ çàâèñÿùàÿ ëèøü îò ℎ, � è p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíÿÿ F íà "−1F è G íà "−1G, ìîæíî ñâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ê

ñëó÷àþ " = 1. Ïîëîæèì â Ëåììå 2.2 ! (z) = !� (2ℎiz) ñ � = min{2ℎ, 1}, òàê ÷òî

∣! (�)∣ ≥ (2ℎ ∣�∣)1/2 äëÿ � ∈ ∂S2ℎ (�) è ∣! (z)∣ < c1 + c2 ∣z∣1/2 äëÿ z ∈ Sℎ. (2.30)
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Çäåñü è â äàëüíåéøåì ÷åðåç cj > 0, j = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå

êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå ëèøü îò �, p è ℎ. Èç Sℎ ⊂ Ω�
ℎ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû

c3 ∈ (0, 1) òàêîé, ÷òî

∣� − z∣ > c3 (∣�∣+ ∣z∣) äëÿ � ∈ ∂Ω�
ℎ è z ∈ Sℎ. (2.31)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíóþ ïî z è êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêóþ ïî � ∈ ∂Ω�
ℎ ôóíê-

öèþ Q òàêóþ, ÷òî Q (�, �) = 1 äëÿ � ∈ ∂Ω�
ℎ :

Q (�, z) =

(
� − � ′

z − � ′

)n′
,

ãäå n′ è � ′ ìû âûáåðåì âíèçó. Ïîëîæèì q =
√
p > 1 è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(nk)
∞
k=1, nk ∈ ℕ ∪ {0}. Ïóñòü Γ = ∂Ω�

ℎ , Γ+ = {� ∈ Γ : Im � > 0}, Γ− = {� ∈ Γ : Im � < 0}

è Γ±r = Γ± ∩Dr (±i2ℎ). Ïîëîæèì � ′ = (qk + 2ℎ)i è äëÿ � ∈ +
k = Γ+

qk
∖ Γ+

qk−1
ðàññìîòðèì

ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëþñ (qk + 2ℎ)i, ãäå qk = qk sin (�/2) è � ′ = −(qk + 2ℎ)i äëÿ � ∈ −k =

Γ−qk∖ Γ−qk−1
. Èç i ∩ j = ∅ äëÿ i ∕= j è Γ = ∪

k=1
k ñ i = +

i ∪ −i ñëåäóåò, ÷òî ëþáîìó � ∈ Γ

ñîîòâåòñòâóåò ïîëþñ íà ìíèìîé îñè. Äëÿ � ∈ k âîçìåì n′ = nk, k = 1, 2,⋅ ⋅ ⋅. Òåïåðü

åñëè z ∈ Sℎ, òî ñîãëàñíî âûáîðà ïîëþñîâ � ′ ìû èìååì, ÷òî

∣� − � ′∣ / ∣z − � ′∣ ≤ q/ (q + ℎ) äëÿ � ∈ 1

è äëÿ � ∈ Γ/1 ∣∣∣∣� − � ′z − � ′

∣∣∣∣ ≤ [cos2 (�/2) +
(
1− q−1

)2
sin2 (�/2)]1/2 = d1 < 1.

Ñóùåñòâóåò � = � (q, ℎ, �) ∈ (0, 1), òàê ÷òî∣∣∣∣� − � ′z − � ′

∣∣∣∣ ≤ d2 < 1 äëÿ z ∈ D�∣�∣,

ãäå d2 = (1 + d1) /2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ d = max{d2, q/ (q + ℎ)} ìû ïîëó÷èì

∣Q (�, z)∣ ≤ dnk äëÿ � ∈ k,z ∈ Sℎ ∪D�∣�∣. (2.32)

Îöåíêà (2.32) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå äëÿ � ∈ Γ∖k è ∣z∣ = ��k, k = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, ãäå �k

-ðàññòîÿíèå k îò òî÷êè 0. Â ñàìîì äåëå, åñëè ∣�∣ > qk, òî ìû ïðèõîäèì ê ïðåäûäóùåìó

ñëó÷àþ, êîãäà ∣z∣ ≤ � ∣�∣.
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Òåïåðü îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (nk)
∞
k=1 èç óñëîâèÿ

0 ≤ nk − c4

[
A+ log+ M (qk, F )

]
< 1, k = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, (2.33)

ãäå c4 = (log (1/d))−1 è êîíñòàíòà A > 0 âûáåðåì òàê, ÷òî

∣F (�)Q (�, z)∣ ≤ e−A, (2.34)

åñëè: a) � ∈ Γ è z ∈ Sℎ ∪D�∣�∣ è b) � ∈ Γ∖�k, ∣z∣ = ��k äëÿ k ∈ ℕ.

Ââåäåì äëÿ z ∈ ℂ∖Γ ñëåäóþùèé íå ñîáñòâåííûé èíòåãðàë

I (z) =
1

2�i

∫
Γ

F (�)

! (�)

Q (�, z)

� − z
d�, (2.35)

êîòîðûé ëîêàëüíî-ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ℂ∖Γ, ïîýòîìó I ∈ H (ℂ∖Γ), è îïðåäåëèì

ôóíêöèþ

F0 (z) =

⎧⎨⎩
F (z) äëÿ z ∈ Ω�

ℎ ,

0 äëÿ z ∈ ℂ∖ (Ω�
ℎ) .

Àïïðîêñèìèðóþùóþ ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ G ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ z ∈ ℂ∖Γ ôîð-

ìóëîé

G (z) = F0 (z)− I (z)! (z) . (2.36)

Ïîëþñû G áóäóò ðàñïîëîæåíû íà ìíèìîé îñè, òàê êàê ïîëþñû !. Óáåäèìñÿ, ÷òî G

äåéñâèòåëüíî ìåðîìîðôíà íà ℂ ñ òåìè æå ïîëþñàìè.

Èç (2.35), (2.36) è ôîðìóëû Êîøè äëÿ F/!, ìû äëÿ z ∈ Dr∖Γr, r ≥ ℎ èìååì:

G (z)

! (z)
=

1

2�i

∫
Γ

F (�)

! (�)

1−Q (�, z)

� − z
d�+

+
1

2�i

∫
Γ∖Γr

F (�)

! (�)

Q (�, z)

� − z
d� +

1

2�i

∫
Lr

F (�)

! (�)

d�

� − z
,

ãäå Lr = Ω�
ℎ∩∂Dr. Çäåñü ïîñëåäíèå äâà èíòåãðàëà äîïóñêàþò ãîëîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå

íà Dr, à ïåðâûé èíòåãðàë-ìåðîìîðôíîå ñ ïîëþñàìè íà (� ′) ⊂ Dr, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

Q (�, �) ≡ 1 äëÿ � ∈ Γ, ãäå (� ′) ìíîæåñòâî ïîëþñîâ ôóíêöèè Q(�, z).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.28), ìû äîëæíû îöåíèòü I (z)! (z) íà Sℎ. Èç (2.35) ñ ó÷åòîì

(2.30), (2.31) è (2.34) ñëåäóåò, ÷òî

∣I (z)∣ eA ≤ 1

c3

∫
Γ

(∣�∣+ ∣z∣)−1 ∣�∣−1/2 ∣d�∣ äëÿ z ∈ Sℎ.

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà îãðàíè÷åí èíòåãðàëîì

c5

∫ ∞
2ℎ

(t+ ∣z∣)−1t−1/2dt ≤ c6

(
1 + ∣z∣1/2

)−1

,

òàê ÷òî èç (2.30), ìû ïîëó÷èì, ÷òî ∣I (z)! (z)∣ ≤ c7e
−A äëÿ z ∈ Sℎ. Äëÿ (2.28) ñ " = 1

ïîëîæèì A = log+ c7.

Òåïåðü îöåíèì õàðàêòåðèñòèêó T (r,G). Èç (2.36) èìååì

m (r,G) ≤ log+M (r, F ) +m (r, I) +m (r, !) + 1.

Ïîñêîëüêó N (r,G) ≤ N (r,G/!) +N (r, !), òî èç (2.29) ìû äëÿ r ≥ ℎ ïîëó÷èì

T (r,G) < N (r,G/!) +m (r, I) + log+M (r, F ) + c8 log2 (r + 1) . (2.37)

Ïîëþñû G/! ëåæàò íà ìíîæåñòâå (� ′). Ó÷èòûâàÿ (2.33), ìû äëÿ r ≥ ℎ ïîëó÷èì

N (r,G/!) ≤
∑
∣�′∣≤r

n′ log
r

∣� ′∣
≤ c9

∑
qk≤r

nk log
r

qk
≤

≤ c10

∑
qk≤r

[
1 + log+M (qk, F )

]
log

r

qk
.

Îòñþäà, ïîñêîëüêó

[
1 + log+M (qk, F )

]
log

r

qk
≤ 1

log q

∫ qqk

qk

[
1 + log+M (t, F )

]
log

qr

t

dt

t
,

ìû äëÿ r ≥ ℎ ïîëó÷èì

N (r,G/!) ≤ c11

∫ qr

ℎ

[
1 + log+M (t, F )

]
log

qr

t

dt

t
≤

≤ c11

∫ qr

ℎ

∫ t

ℎ

log+M (t, F )
d�dt

�t
+ c12 log2 (r + ℎ) . (2.38)
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Îöåíèì òåïåðü m (r, I) äëÿ r = rk = ��k, k = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅. Ðàçîáüåì èíòåãðàë I (z) íà

ñóììó èíòåãðàëîâ Ik (z) è Jk (z), ñîîòâåòñòâåííî, ïî êîíòóðàì Γ∖k è k. Åñëè � ∈ Γ∖k

è ∣z∣ = rk, òî ∣� − z∣ ≥ (1− �) ∣�∣, è èç (2.31) è (2.34) ìû ïîëó÷èì

∣Ik (z)∣ < 1

1− �

∫
Γ

∣�∣−3/2 ∣d�∣ < ec13 , äëÿ ∣z∣ = rk. (2.39)

Åñëè � ∈ Γ�k è ∣z∣ = rk, òî

∣Q (�, z)∣ =
∣∣∣∣� − � ′z − � ′

∣∣∣∣n′ < �n
′
,

ãäå � = � (�) > 1 è èç (2.31), ∣! (�)∣ ≥ 2ℎ2, ñîãëàñíî (2.33) ìû áóäåì èìåòü

∣∣Jk (rkei')∣∣ ≤ exp{c14 + c14 log+M (�k, F )}
k∑
i=1

�i (') , (2.40)

ãäå

�i (') =

∫
k

∣∣� − rkei'∣∣−1 ∣d�∣ .

Ïîëàãàÿ

c15 =
1

2�

∫ 2�

0

log+ �1 (') d'

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî �i (') ≤ b�1 (') äëÿ i = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, ãäå b = b(ℎ) > 1 è k < c16 log rk, èç

(2.39) è (2.40) ïîëó÷èì

m (rk, I) ≤ c13 + c14

[
1 + log+M (�k, F )

]
+ c17 log rk + 1.

Ýòî ñ (2.37) è (2.38) è r1 > ℎ äàåò íàì äëÿ k = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, îöåíêó

T (rk, G) < c13

∫ qrk

ℎ

∫ t

ℎ

log+M (�, F )
d�dt

�t
+

+ c18 log+ M (qk, F ) + c18 log2 (rk + ℎ) .

Çäåñü âòîðîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ïåðâîå. Òàê êàê

∫ qrk

qk

log
qrk
t

dt

t
=

1

2
log2 (�q) = c19,
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òî

log+M (qk, F ) ≤ 1

c19

∫ qrk

qk

log+M (�, F ) log
qrk
t

dt

t
=

=
1

c19

∫ qrk

qk

∫ t

qk

log+M (�, F )
d�dt

�t
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå

T (rk, G) < c18

∫ qrk

ℎ

∫ t

ℎ

log+M (�, F )
d�dt

�t
+ c16 log2 (rk + ℎ) , k ≥ 1. (2.41)

Ïóñòü òåïåðü r ≥ ℎ. Ïîñêîëüêó rk = qrk−1 äëÿ k = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅, ñóùåñòâóåò k ≥ 1 òàêîå,

÷òî r ≤ rk < qr. Ïîñêîëüêó T (r,G) ≤ T (rk, G), òî ìû èç îöåíêè (2.41) îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷èì

T (r,G) < c20

∫ q2r

ℎ

∫ t

ℎ

log+M (�, F )
d�dt

�t
+ c21 log2 (r + ℎ) , äëÿ r ≥ r1.

Òàêèì îáðàçîì ó÷èòûâàÿ, ÷òî q2 ≤ p è r1 > ℎ, ìû ïðèõîäèì ê îöåíêó (2.29). Òåîðåìà

ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. □

Ñëåäñòâèå 2.1 Èç òåîðåìû 2.1 è (2.28)-(2.29) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ F ∈ A (Ω�
ℎ)

ïîðÿäêà �F < +∞ ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü íà Sℎ ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè G

ñ T (r,G) = O (r�F ), ïðè r → +∞.

×òî êàñàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè îöåíêè (2.29), òî îíî ñëåäóåò èç äîêàçàòåëü-

ñòâû ñàìîé òåîðåìû, îñíîâàííîå íà îöåíêå (2.27) èç Ëåììû 2.2, à åå àñèìïòîòè÷åñêàÿ

òî÷íîñòü ïîêàçàí â ðàáîòå Êåëäûøà [28].

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì Òåîðåìû 1 ðàáîòû [21] äëÿ ïîëîñû. Äëÿ åå

äîêàçàòåëüñòâà íàì áóäåò íóæíà ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñì. [21], ñòð. 542).

Ëåììà 2.3 Äëÿ q ∈ B è � ∈ (0, �/2) ñóùåñòâóåò ' ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ,

÷òî

q (∣z∣) < ∣' (z)∣ < b1q (∣z∣) äëÿ z ∈ S3ℎ ∪Δ� ∪Δ� (�) , (2.42)

T (r, ') < b2

(
1 + log+ q (r)

)
log2 (r + 1) äëÿ r ≥ ℎ, (2.43)

ãäå b1 = b1 (�, q, ℎ) > 0 è b2 = b2 (�, q, ℎ) > 0.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îäíûì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëàâû.

Òåîðåìà 2.2 Åñëè f ∈ A′′ (Sℎ), q ∈ B ,q ≥ 1, " > 0 è p > 1, òî ñóùåñòâóåò ìåðîìîðô-

íàÿ ôóíêöèÿ g òàêàÿ, ÷òî

∣f (z)− g (z)∣ < "

q (∣z∣)
äëÿ z ∈ Sℎ, (2.44)

T
(
r, "−1g

)
< k

∫ pr

ℎ

∫ t

ℎ

[
a� (f)

"
q (�) + log+ M (�, f)

"

]
d�dt

�t
+

+ k [1 + log q (r)] log3 (pr) äëÿ r ≥ ℎ, (2.45)

ãäå ar äëÿ r > 0 > 0 îïðåäåëåí â (2.3) ñ ' ≡ 1 è " = 1; k = k (p, q, ℎ) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ÷èñëî l = l (p) > 0 òàê, ÷òî l < min {p, 2} , è ïóñòü � :=

2 arctan (l − 1). Ïóñòü ' -ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ èç Ëåììû 2.3. Î÷åâèäíî ìû ìîæåì

âûáðàòü � = �(�) òàê, ÷òî Ω�
ℎ ⊂ S3ℎ ∪Δ� ∪Δ� (�). Èç Ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâó-

åò ôóíêöèÿ F ∈ A (Ω�
ℎ) äëÿ f', óäîâëåòâîðÿþùàÿ (2.1). Ñîãëàñíî (2.2) è (2.43), ðîñò

ôóíêöèè F äëÿ � = lr + ℎ îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

log+ MF (r)

"
< k1

[
1 +

a� (f)

"
q (�) + log+ Mf (�) q (�)

"

]
. (2.46)

Ïðèìåíèì òåïåðü ê F Òåîðåìó 2.1. Èç (2.1) è (2.28), áóäåì èìåòü

∣f (z)' (z)−G (z)∣ < " äëÿ z ∈ Sℎ, (2.47)

à ðîñò ôóíêöèè G äëÿ r ≥ ℎ ñîãëàñíî (2.2) è (2.46) îãðàíè÷åí íåðàâåíñòâîì:

T
(
r, "−1G

)
< k2

∫ pr

ℎ

∫ t

ℎ

[
1 +

a� (f)

"
q (�) + log+ Mf (�) q (�)

"

]
d�dt

�t
+ log3(pr).

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî äëÿ r ≥ ℎ ïîëó÷èì îöåíêó

T
(
r, "−1G

)
< k3

∫ pr

ℎ

∫ t

ℎ

[
a� (f)

"
q (�) + log+ Mf (�)

"

]
d�dt

�t

+ k3 [1 + log q (r)] log3 (pr) . (2.48)

47



Èñêîìóþ ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ g ìû ïîëó÷èì, ïîëîãàÿ g = G/'. Èç (2.28) è (2.42)

ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíûå ïîëþñû ôóíêöèè g äîëæíû ëåæàòü íà Δ� (�/2) ∪ Δ� (−�/2).

Íåðàâåíñòâî (2.44) ñëåäóåò èç (2.47), ñ ó÷åòîì (2.42). Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ∣' (0)∣ >

q (0) ≥ 1, òî

T
(
r, "−1g

)
≤ T

(
r, "−1G

)
+ T (r, 1/') = T

(
r, "−1G

)
+ T (r, ')

− log ∣' (0)∣ < T
(
r, "−1G

)
+ T (r, ') .

Îòñþäà ñ ó÷åòîì îöåíîê (2.48) è (2.43) ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (2.45). Òåîðåìà äîêà-

çàíà. □

Äëÿ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ïîëîñå èç Òåîðåìû 2.2 (ïðè q ≡ 1) ñ ó÷åòîì

èíôîðìàöèè î ðàñïîëîæåíèè ïîëþñîâ àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé â Òåîðåìå 2.1, òî

ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.3 Ïóñòü f ∈ A′′ (Sℎ), " > 0 è p > 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ

ôóíêöèÿ g ñ ïîëþñàìè íà ìíèìîé îñè òàêàÿ, ÷òî

∣f (z)− g (z)∣ < " äëÿ z ∈ Sℎ, (2.49)

T
(
r, "−1g

)
< k

∫ pr

ℎ

∫ t

ℎ

[
a� (f)

"
+

log+M (�, f)

"

]
d�dt

�t
+ k log3 (pr) , (2.50)

äëÿ r ≥ ℎ, ãäå k = k (p, ℎ) > 0.

Â ðàáîòå [19] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè f ∈ A′′b (Sℎ) è f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà

∂Sℎ, òî åå ìîæíî íà ïîëîñå Sℎ ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü öåëûìè ôóíêöèÿìè ïîðÿäêà

1 è íîðìàëüíîãî òèïà, è ýòîò ïîðÿäîê íåëüçÿ óìåíüøèòü. Èç Òåîðåìû 2.3 ìû ìîæåì

óêàçàòü íîâûå óñëîâèÿ íà ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f , èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî

f ìîæåò áûòü ðàâíîìåðíî ïðèáëèæåíà íà Sℎ ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè g ïîðÿäêà

� ∈ (0, 1).
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Îïðåäåëåíèå 2.1 Ñêàæåì, ÷òî ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ g ñ ïîëþñàìè íà ìíîìîé îñè

ïðèíàäëåæèò ê êëàññó M�, åñëè g îãðàíè÷åíà íà Sℎ è

T (r, g) = O (r�) ïðè r →∞.

Òåîðåìà 2.4 Ïóñòü � (r) = r� äëÿ r ≥ 0 è ïðîäîëæèì � îïðåäåëåí íà ℝ òàê, ÷òî

� (r) = −� (−r); ïîëîæèì � (z) = �0 (x)+iy äëÿ z = x+iy ∈ Sℎ, ãäå �0 = �−1 íà ℝ. Åñëè

f ∈ A′′b (Sℎ), (f ∘ �)′ è (f ∘ �)′′ îãðàíè÷åíû íà ∂Sℎ, òî ôóíêöèþ f ìîæíî ðàâíîìåðíî

ïðèáëèçèòü íà Sℎ ôóíêöèÿìè èç êëàññà M�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Òåîðåìå 2.3, äëÿ ëþáîãî " > 0 ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíê-

öèÿ g ñ ïîëþñàìè íà ìíèìîé îñè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (2.22) è (2.23). Èç óñëîâèè òåîðåìû

ñëåäóåò, ÷òî
∣∣(f ∘ �)′

∣∣ ≤M è
∣∣(f ∘ �)′′

∣∣ ≤M íà ∂Sℎ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî �′ (r) = 1/� ′ (r), ïîëó÷èì ∣zf ′∂ (z)∣ ≤M ∣z∣�. Èç îïðåäåëåíèÿ � ñëåäóåò,

÷òî ∣f ′ (z)�′′ (z)∣ ≤ M0, îòêóäà ïîëó÷èì, ÷òî ∣z2f ′′ (z)∣ ≤ M1 ∣z∣�. Òàêèì îáðàçîì èç

îïðåäåëåíèÿ a� äëÿ ' ≡ 1 è èç (2.50) ìû ïîëó÷èì, ÷òî T (r, g) = O (r�) ïðè r →∞. □

Â ñëó÷àå âåùåñòâåííîé îñû àíîëîãè÷íàÿ òåîðåìà áûëà îáðàòèìîé, íî çäåñü ÷àñòü

íåîáõîäèìîñòè òåîðåìû èìååò íåñêîëüêî äðóãîé âèä. Äëÿ åå äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíà-

äèáàòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû, äîêàçàííûå â [21].

Ëåììà 2.4 Ïóñòü ìåðîìîðíàÿ ôóíêöèÿ g íå èìååò ïîëþñîâ â Δ� (�) äëÿ �, � ∈ (0, 2�).

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîèëíûõ ÷èñåë p > 1 è � ∈ (0, �) èìååì îöåíêó

log+ ∣g (z)∣ < cT (p ∣z∣ , g) äëÿ z ∈ Δ�−� (�) , (2.51)

ãäå êîíñòàíòà c > 0 çàâèñèò ëèøü îò � è p.

Ëåììà 2.5 Ïóñòü g ∈ H (DR), ∣g (�)∣ ≤ M äëÿ � ∈ DR è ∣g (t)∣ ≤ 1 äëÿ −R < t < R.

Òîãäà

∣g′ (0)∣ < 6

R

(
1 + log+M

)
. (2.52)
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Ëåììû 2.4 è 2.5 ïîçâîëÿþò íàì äîêàçàòü ñëåäóþùèé àíàëîã Ëåììû 5 ðàáîòû [21]

äëÿ ôóíêöèé êëàññà M�.

Ëåììà 2.6 Ïóñòü g ∈M�, � ∈ (0, 1). Òîãäà äëÿ z ∈ ∂Sℎ

lim
∣z∣→∞

∣g′ (z)∣
� ′ (∣z∣)

< +∞. (2.53)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ g ∈ M� íå èìååò ïîëþñîâ â Δ� ∪ Δ� (�) äëÿ � ∈

(0, �). Ïðèìåíèì ê g è ê óãëàì Δ� è Δ� (�) Ëåììó 2.4 ïðè p = 2. Èç îöåíêè (2.51) ñ

ó÷åòîì òîãî, ÷òî g ∈M�, ïîëó÷èì

log ∣g (z)∣ < c1� (∣z∣) äëÿ z ∈ Δ� ∪Δ� (�) . (2.54)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z ∈ ∂Sℎ è ðàññìîòðèì ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ gz :

gz (�) = g (z + �) äëÿ � ∈ DR, ãäå R = ∣z∣.

Èç (2.54) ñëåäóåò, ÷òî

∣gz (�)∣ ≤M = exp{c1� (2 ∣z∣)} äëÿ � ∈ DR.

Ïðåìåíèâ ê gz Ëåììó 2.5, ìû èç îöåíêè (2.52) ïîëó÷èì

∣g′ (z)∣ ≤ 6

∣z∣
(1 + c1� (2 ∣z∣)) < c2

� (∣z∣)
∣z∣

< c3�
′ (∣z∣) ,

÷òî äîêàçûâàåò îöåíêó (2.53). □

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáðàùàåò Òåîðåìó 2.4; òî åñòü óêàçûâàåò íåîáõîäèìûå óñëî-

âèè íà ïðèáëèæàåìóþ ôóíêöèþ f , ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå

ôóíêöèè f íà Sℎ ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè äàííîãî ðîñòà.

Òåîðåìà 2.5 Åñëè f ∈ Ab (Sℎ) è ôóíêöèÿ f äîïóñêàåò ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå íà Sℎ

ôóíêöèÿìè èç êëàññà M�, òî êîìïîçèöèÿ f ∘� äîëæíà áûòü ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé

íà ∂Sℎ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ôóíêöèé {gn}∞1 , gn ∈ M� òàêàÿ, ÷òî gn → f ðàâíîìåðíî íà ïîëîñå Sℎ, ïðè n → ∞.

Òîãäà gn∘�→ f ∘� òàêæå ðàâíîìåðíî íà Sℎ. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî (gn ∘ �)′ îãðàíè÷åíà

íà ∂Sℎ, òî (f ∘ �)′ òàêæå áóäåò îãðàíè÷åíà íà ∂Sℎ. Èç îöåíêè (2.53) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

z ∈ ∂Sℎ

lim
∣z∣→∞

∣∣(g ∘ �)′ (z)
∣∣ = lim

∣z∣→∞
∣�′ (z) g′ (� (z))∣ = lim

∣z∣→∞

∣g′ (� (z))∣
� ′ (∣� (z)∣)

<∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f ∘� ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ∂Sℎ. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ

äîêàçàíà. □

2.3 Àïïðîêñèìàöèÿ íà Δ� ôóíêöèÿìè èç êëàññà A(Δ�)

Â ïåðâîé ãëàâå, äëÿ öåëîé àïïðîêñèìàöèè, ìû ôóíêöèþ f ∈ A′′(Δ�) ñíà÷àëà ïðè-

áëèçèëè ôóíêöèÿìè èç êëàññà A(Δ�
�). Äëÿ ìåðîìîðôíîãî ïðèáëèæåíèÿ ýòà ñõåìà íå

ïîäõîäèò, ïîýòîìó íàì ïîíàäèáàåòüñÿ ñëåäóþùèé àíàëîã Ëåììû 2.1 äëÿ óãëà.

Ëåììà 2.7 Ïóñòü f ∈ A′′ (Δ�), � < � < min{� + �/2, � + �/2}, ' ∈ A (Δ�) è " > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈ A (Δ�) òàêàÿ, ÷òî

∣f (z)' (z)− F (z)∣ < " äëÿ z ∈ Δ�, (2.55)

à ðîñò ôóíêöèè F óäîâëåòâîðÿåò íà Δ� íåðàâåíñòâó

MF (r) < 3Mf (lr)M' (r) + c" exp
{

1 + c"−1� (3lr, f, ') + 3 ln+ (lr)
}
äëÿ r > 0, (2.56)

ãäå

� (r, f, ') = max
∣�∣≤r
{(∣�∣+ 1) ∣f ′∂ (�)∣+ (∣�∣+ 1) ∣f ′′∂ (�)∣}M' (r) , (2.57)

l = 1 + tan ((� − �) /2) > 1 è c = c (�, �) > 0 -êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò � è �.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì Ëåììó 2.7 èñïîëçóÿ ìåòîä, ðàçâèòûé äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà Ëåììû 2.1. Çàìåíàÿ f íà "−1f è F íà "−1F , ìû ìîæåì ïðèâåñòè äîêàçàòåëüñòâî

ëåììû ê ñëó÷àþ " = 1.
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Ðàññìîòðèì C1-ïðîäîëæåíèå f∗ ôóíêöèè f íà Δ�, ïîëîãàÿ f∗ (�) = f (�) äëÿ � ∈ Δ�

è

f∗(�) := if (u+ v) + (1− i) f (u) (2.58)

ãäå v = dist (�, �) ≥ 0 è u ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé � íà � äëÿ � ∈ Δ�∖Δo
�. Èç (2.58) ñëåäóåò,

÷òî f∗ íà Δ� óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Mf∗ (r,Δ�) ≤ 3Mf ′ (lr,Δ�) . (2.59)

Èç óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà ∂f∗ (�) = 0 äëÿ � ∈ Δ� è èç (1.2) è (2.58) ñëåäóåò, ÷òî

∣∣∂f∗(�)
∣∣ < 2dMf ′′ (l∣�∣, �) (2.60)

äëÿ � ∈ Δ�∖Δo
�, ãäå d = dist (�, �) ≥ 0.

Ïóñòü � → n (∣�∣) ∈ ℕ äëÿ � ∈ � áóäåò êóñî÷íî ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé; ìû ôèêñèðóåì

n (∣�∣) ïî óñëîâèþ

0 < n (∣�∣)− {(∣�∣+ 1) ∣f ′∂ (�)∣+ (∣�∣+ 1) ∣f ′′∂ (�)∣} ∣'(�)∣ ≤ 1 äëÿ � ∈ �. (2.61)

×òîáû ïîñòðîèòü àïïðîêñèìèðóþùèþ ôóíêöèþ F , ìû äîëæíû ðåàëèçîâàòü äëÿ ëþ-

áîãî ôèêñèðîâàííîãî ïîëþñà � ∈ E := Δ�∖Δo
� êîíñòðóêòèâíóþ àïïðîêñèìàöèþ ÿäðû

Êîøè C� (z) = (� − z)−1 äëÿ z ∈ Δ� ôóíêöèÿìè, ãîëîìîðôíûìè îò z è îãðàíè÷åííûõ â

E. Ïðè ýòîì, àïïðîêñèìàöèÿ C� (z) íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü íå òîëüêî äëÿ z ∈ Δ�, íî

è äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñûâà E, åñëè ∣�∣ äîñòàòî÷íî âåëèê. Î÷åâèäíî, ÷òî

àïïðîêñèìàöèÿ äàííîãî âèäà ýêâèâàëåíòíà àïïðîêñèìàöèè íóëåâîé ôóíêöèè ôóíêöèÿ-

ìè, ãîëîìîðôíûìè íà E, êîòîðûå ðàâíû 1 â òî÷êå � ∈ E. Îïðåäåëèì ôóíêöèè Q (�, z),

ñ Q (�, �) = 1 äëÿ � ∈ Δ�:

Q (�, z) =

(
� − �0

z − �0

)n(∣�∣)(
� − �0

z − �0

)3 ln+∣�∣

, (2.62)

ãäå �0 îïðåäåëû òàê, ÷òî dist (�0, �) = 2dist (�, �) äëÿ � ∈ �. Î÷åâèäíî, ÷òî Q (�, z) ∈

H (Δ�) äëÿ ôèêñèðîâàíîãî � ∈ E.
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Èç òåîðåìû è ôîðìóëû Êîøè ñëåäóåò, ÷òî

∫
∂D

Q� (z)C� (z) dz =

⎧⎨⎩
−2�i, åñëè � ∈ D

0, åñëè � ∈ Δ� −D
(2.63)

äëÿ ëþáîé æîðäàíîâîé îáëàñòè D ⊂ Δ� ñ êóñî÷íî ãëàäêîé, ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðî-

âàííîé ãðàíèöåé.

Òåïåðü äëÿ r > 0, ïîëîãàÿ Er = E ∩Dr ðàññìîòðèì èíòåãðàëû

Ir (z) = �−1

∫
Er

G� (z) d�� äëÿ z ∈ Δ�,r, (2.64)

ñ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé G� (z) =
(
'∂f∗

)
(�)Q� (z)C� (z).

Ââåäåì íîâûå ôóíêöèè Fr ∈ C (Δ�,r) ïî ôîðìóëå

Fr (z) = f∗ (z) + Ir (z) äëÿ z ∈ Δ�,r. (2.65)

Èç (1.1), (2.64) è òåîðåìû Ìîðåðà ñëåäóåò, ÷òî Fr (z) ∈ H
(
Δo
�,r

)
, òàê ÷òî î÷åâèäíî

Fr ∈ A (Δ�,r) äëÿ ëþáîãî r > 0.

Äîêàæåì, ÷òî Ir (z) ïðè r →∞ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà Δ� ê ñëåäóþùåìó

íåñîáñòâåííîìó èíòåãðàëó

I∞ (z) =
1

�

∫
E

G� (z) d�� äëÿ z ∈ Δ�. (2.66)

Òîãäà ïî (2.65), èñêîìóþ ôóíêöèþ F ∈ A (Δ�) ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìóëîé

F (z) := f∗ (z) + I∞ (z) äëÿ z ∈ Δ�. (2.67)

Èç îïðåäåëåíèÿ (2.67) ñëåäóåò, ÷òî

∥f'− F∥Δ�
= ∥I∞∥Δ�

(2.68)

è

∣F (z)∣ ≤ ∣f∗ (z)'(z)∣+ ∣I∞ (z)∣ äëÿ z ∈ Δ�, (2.69)

òàê ÷òî ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f íà Δ� ôóíêöèÿìè F ∈ A(Δ�) è îöåíêà ðîñòà F íà Δ�

ñâîäèòñÿ â ýòîé ñõåìå ê îöåíêå èíòåãðàëà I∞.
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Äîêàæåì ëîêàëüíî ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ Ir (z) äëÿ z ∈ Δ�, ïðè r →

∞. Èç (2.64) äëÿ z ∈ Δ� è � ∈ E èìååì

∣G� (z)∣ ≤ ∣q (�, z)∣
∣∣'∂f∗ (�)

∣∣
∣� − z∣

(
2u tan � − v

2u tan �

)n(lu)

, (2.70)

ãäå � = (� − �) /2.

Ïóñòü K ⊂ Δ� - êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò r0 > 1 òàêàÿ, ÷òî K ⊂ Dr0

è r′′ > r′ > 3r0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∣� − �0∣ < e ∣z − �0∣. Èìååì, ÷òî∫ u tan �

0

(
2u tan � − v

2u tan �

)n(lu)

dv <
u tan �

n (lu) + 1
(2.71)

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∣∣'∂f∗ (�)
∣∣ ≤ c1vn (lu) /u äëÿ � ∈ E, (2.72)

ãäå ci = ci (�, �) > 0 äëÿ i = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, ïîëó÷èì

∣Ir′′ (z)− Ir′ (z)∣ ≤ c2

∫ r′′−r0

r′−r0
ue−3 ln(lu)du < c2

(
1

r′ − r0

− 1

r′′ − r0

)
→ 0,

ðàâíîìåðíî äëÿ z ∈ K, ïðè r′′, r′ →∞. Ýòî äîêàçûâàåò àáñîëþòíóþ è ëîêàëüíî ðàâíî-

ìåðíóþ ñõîäèìîñòü I∞ (z) äëÿ z ∈ Δ� è ÷òî I∞ ∈ A (Δ�).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.55), ìû äîëæíû ñ ïîìîùüþ (2.70) îöåíèâàòü ∣I∞ (z)∣ äëÿ

z ∈ Δ�. Ïðåäñòàâèì I∞ (z) â âèäå ñóììû äâóõ èíòåãðàëîâ:

I∞ (z) =
1

�

∫
B(z)

G� (z) d�� +
1

�

∫
E∖B(z)

G� (z) d�� = J1 (z) + J2 (z) , (2.73)

ãäå B (z) := {� ∈ E : ∣� − z∣ ≤ 2 ∣z∣ tan �}. Äëÿ � ∈ E∖B (z) ñëåäóåò, ÷òî ∣� − �0∣ ≤

q ∣z − �0∣, ãäå q = q (�) > 0. Èç (2.70)-(2.72) ñëåäóåò, ÷òî

∣J2 (z)∣ <
∫ ∞

1

uq−3 ln(lu)du < c3. (2.74)

Ïóñòü z0 ∈ � òàê, ÷òî dist (z, z0) = dist (z, �) ≥ 0. Ïîëîãàÿ

C (z) = {[z0 − 1, z0 + 1]× ℝ} ∩B (z) ,
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ïî (2.71)-(2.72) áóäåì èìåòü:∫
C(z)

∣G� (z)∣ d�� < c2

∫ ∣z0∣+1

∣z0∣−1

du = 2c2. (2.75)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∣� − z∣ ≤ ∣u− ∣z0∣∣ äëÿ � ∈ B (z) /C (z) , ïîëó÷èì∫
B(z)∖C(z)

∣G� (z)∣ d�� <
∫ b∣z∣

a∣z∣

1

∣u− ∣z0∣∣+ 1
du < c3, (2.76)

ãäå a > 0 è b > 0 êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå ëèøü îò �. Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ (2.74)-

(2.76), èç (2.73) ìû ïîëó÷èì îöåíêó (2.55).

Ïóñòü òåïåðü z ∈ Δ�. Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë I∞ (z) â âèäå ñóììû äâóõ èíòåãðàëîâ:

I∞ (z) =

∫
D(z)

G� (z) d�� +

∫
E∖D(z)

G� (z) d�� = J3 (z) + J4 (z) , (2.77)

ãäå

D (z) := {� ∈ ℂ : � ∈ E è ∣� − z∣ ≤ 3 ∣z∣ tan �}.

Âòîðîé èíòåãðàë îöåíèâàåòñÿ êàê â (2.74).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî nen < e2n è∫
D(z)

1

∣� − z∣
d�� < c4

√
mesD (z),

ìû èç îïðåäåëåíèÿ (2.62), ñ ó÷åòîì îöåíêè ∣'∂f∗(�)∣ < k1n(∣�∣)/∣�∣ è ∣�∣ > (tan �) ∣z∣,

ïîëó÷èì

J3 (z) < exp{k2n (3l ∣z∣) + 3 log(∣z∣+ 1)}, (2.78)

ãäå k1 > 0 è k2 > 0 ïîñòîÿííûå çàâèñÿùèå ëèøü îò �.

Òàêèì îáðàçîì ñ ó÷åòîì (2.59) è (2.67) ìû èç (2.77)-(2.78) ïðèõîäèì ê îöåíêå (2.56).

Ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. □

2.4 Ìåðîìîðôíîå ïðèáëèæåíèå íà óãëîâîé îáëàñòè

Â ýòîì ðàçäåëå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î êîíñòðóèðîâàíèè ìåðîìîðô-

íûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ðàâíîìåðíî èëè êàñàòåëüíî (ñ çàäàííîé ñêîðîñòåé) àïïðîêñè-

ìèðîâàëè áû çàäàííóþ íà óãëîâîé îáëàñòè ôóíêöèþ è èìåëè áû, â èçâåñòíîì ñìûñëå,
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âîçìîæíûé ìåäëåííûé ðîñò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ýòîò ðîñò îöåíèâàåòñÿ â òåðìè-

íàõ èõ íåâàíëèííîâñêîé õàðàêòåðèñòèêè è çàâèñèò îò ðîñòà àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíê-

öèè íà óãëå è îò åå äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ íà ãðàíèöå óãëà. Îò àïïðîêñèìèðóåì

îé ôóíêöèåé òðåáóåì, ÷òîáû îíà áûëà ãîëîìîðôíà âíóòðè äàííîãî óãëà è ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíà íà åå ãðàíèöå.

Ïðîöåññ îïòèìàëüíîãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà óãëå Δ� ìåðîìîðôíûìè ôóíê-

öèÿìè ðåàëèçóåòñÿ äâóìÿ øàãàìè, ïåðâîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ Ëåììà 2.7. Âòîðîé øàã

-ýòî ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè F ∈ A(Δ�) äëÿ � > � íà Δ� ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè ñ

îïòèìàëüíîé îöåíêîé èõ ðîñòà.

Åñëè F ∈ A(Δ�), òî çàäà÷à åå ïðèáëèæåíèÿ íà óãëå Δ� (� > �) ìåðîìîðôíûìè

ôóíêöèÿìè èìåþùèìè îïòèìàëüíûé ðîñò â ℂ ðåøåíà â [24], íî çäåñü ìû ïðè òàêîì ðî-

ñòå ðàññìàòðèâàåì òàêæå âîïðîñ î ðàñïîëîæåíèå ïîëþñîâ àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé

íà ℂ.

Òåîðåìà 2.6 Ïóñòü F ∈ A (Δ�), 0 < � < � < 2�, p > 1 è " > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ G òàêàÿ, ÷òî

∣F (z)−G (z)∣ < " äëÿ z ∈ Δ� è ∣z∣ ≥ p (2.79)

è ðîñò G óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

T
(
r, "−1G

)
< k

∫ pr

1

∫ t

1

log+ M (�, f)

"

d�dt

�t
+ k log2 (r + 1) äëÿ r ≥ p, (2.80)

ãäå k > 0 êîíñòàíòà çàâèñèò ëèøü îò �, � è p. Ïðè ýòîì, âîçìîæíûå ïîëþñû àï-

ïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé G ëåæàò íà ìíèìîé îñû äëÿ � < � è íà îòðèöàòåëüíîé

÷àñòè âåùåñòâåííîé îñû äëÿ � ≥ �.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.1. Ïî Ëåììå

2.2, äëÿ ! (z) = !� (iz) ñ � = 1 èìååì

∣! (�)∣ ≥ ∣�∣1/2 äëÿ � ∈ Γ è ∣! (z)∣ < k1 + k2 ∣z∣1/2 äëÿ z ∈ Δ�, (2.81)
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ãäå Γ = (� ∖D1) ∪ (∂D1 ∩Δ�).

Çäåñü è â äàëíåéøåì ÷åðåç kj > 0, j = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ îáîçíà÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå êîí-

ñòàíòû, çàâèñÿùèå ëèøü îò � è �. Èç óñëîâèÿ � > � ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû

k3 ∈ (0, 1), òàêîé ÷òî

∣� − z∣ > k3 (∣�∣+ ∣z∣) äëÿ � ∈ Γ è z ∈ Δ�. (2.82)

Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíóþ ïî z è êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêóþ ïî � ∈ Γ ôóíêöèþ

Q (�, z) =

(
� − � ′

z − � ′

)n′
, (2.83)

ãäå âûáîð ïîëþñîâ � ′ è èõ êðàòíîñòåé n′, êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ïî � îñóùåñòâëÿåòñÿ

âíèçó. Ôèêñèðóåì ÷èñëî q = min{√p, cos2 � (�) / cos2 � (�)} > 1, ãäå � (�) = (�/2− �/2)

äëÿ � < � è � (�) = (� − �/2) äëÿ � ≥ � è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (nk)
∞
k=1,

nk ∈ ℕ ∪ {0}. Îáîçíà÷èì k = {� ∈ � : qk−1 < ∣�∣ ≤ qk}, + = {� ∈ � : Im � > 0} è

− = {� ∈ � : Im � < 0} äëÿ k ≥ 1.

Äëÿ ñëó÷àè � < � < � îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ïîëþñîâ àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé

(� ′) ïîëàãàÿ � ′ = iqk/ cos (�/2− �/2) äëÿ � ∈ +
k è � ′ = −iqk/ cos (�/2− �/2) äëÿ � ∈ −k ;

ïðè � ≤ � < � ïîëîãàåì � ′ = −qk/ cos (� − �/2) äëÿ � ∈ +
k è � ′ = −qk/ cos (� − �/2)

äëÿ � ∈ −k ; è � ′ = 0 åñëè � ∈ 0 = Γ ∩ ∂D1 äëÿ îáåèõ ñëó÷àåâ.

Ïîëàãàÿ qk = qk/�(�), äëÿ z ∈ Δ� ∖Dp è � ∈ Γ ïîëó÷èì

∣∣∣∣� − � ′z − � ′

∣∣∣∣ ≤
√
q2 sin2 � (�) + (q − 1)2 cos2 � (�)

q sin � (�)
= d1 < 1. (2.84)

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëþñîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàíîãî d ∈ (d1, 1) ñóùåñòâóåò

êîíñòàíòà � = � (�, �) ∈ (0, 1) òàêàÿ, ÷òî � ∕= q−m äëÿ m ∈ ℕ è∣∣∣∣� − � ′z − � ′

∣∣∣∣ ≤ d (2.85)

äëÿ � ∈ Γ è z ∈ D�∣�∣. Î÷åâèäíî, ÷òî (2.85) âûïîëíÿåòüñÿ åùå è äëÿ � ∈ Γ∖Γr è ∣z∣ = �qk,

ãäå Γr = Γ ∩Dr äëÿ r > 1.
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Òàêèì îáðàçîì èç (2.83)-(2.85) èìååì

∣Q (�, z)∣ ≤ dnk , k = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅. (2.86)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk îïðåäåëèì äëÿ � ∈ k èç óñëîâèé

0 ≤ nk − c4

[
A+ log+M (qk, F )

]
< 1, k = 0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, (2.87)

ãäå k4 = (− log d)−1 è A > 0 ïîêà ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Èç (2.87) èìååì:

∣F (�)Q (�, z)∣ ≤ e−A (2.88)

äëÿ � ∈ Γ è z ∈ Δ� ∪D�∣�∣ è � ∈ Γ∖Γr è ∣z∣ = �qk.

Ðàññìîòðèì äëÿ � ∈ ℂ∖Γ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

I (z) =
1

2�i

∫
Γ

F (�)

! (�)

Q (�, z)

� − z
d� äëÿ z ∈ ℂ∖Γ. (2.89)

Èç (2.81) è (2.88) ñëåäóåò, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðè ∣�∣ ≥ �−1∣z∣ ìàæîðèðóåòñÿ

èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèé k5∣�∣−3/2. Ïîýòîìó èíòåãðàë I(z) ñõîäèòñÿ â ℂ∖Γ ëîêàëüíî-

ðàâíîìåðíî è ïðåäñòàâëÿåò ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ.

Ïîëàãàÿ òåïåðü F0(z) = F (z) äëÿ z ∈ Δ� è F0(z) = 0 äëÿ z ∈ ℂ∖Δ�, ïîêàæåì,

÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êîíñòàíòû A òðåáóåìóþ ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ G ìîæíî

îïðåäåëèòü ôîðìóëîé

G (z) := F0 (z)− I (z)! (z) äëÿ z ∈ ℂ∖Γ. (2.90)

Ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò G êàê ìåðîìîðôíóþ âíå Γ ôóíêöèþ ñ âîçìîæíûìè ïî-

ëþñàìè íà ìíîæåñòâå (� ′) è â òî÷êàõ, ãäå ëåæàò ïîëþñû ôóíêöèè !. Ïîêàæåì, ÷òî

G äîïóñêàåò ãîëîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå è íà Γ. Â ñàìîì äåëå, ó÷èòûâàÿ (2.89), (2.90)

è ôîðìóëó Êîøè äëÿ ôóíêöèè F/! ïðèìèíèòåëüíî ê êîíòóðó ∂(Δ� ∩ Dr), ìû äëÿ

z ∈ Dr∖Γr ïðè ëþáîì r ≥ 1 ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

G (z)

! (z)
=

1

2�i

∫
Γ

F (�)

! (�)

1−Q (�, z)

� − z
d� +

+
1

2�i

∫
Γ∖Γr

F (�)

! (�)

Q (�, z)

� − z
d� +

1

2�i

∫
lr

F (�)

! (�)

d�

� − z
,

58



ãäå lr = Δ�∩∂Dr. Çäåñü ïîñëåäíèå äâà èíòåãðàëà äîïóñêàþò ãîëîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå

íà Dr, à ïåðâûé èíòåãðàë-ìåðîìîðôíîå.

Èç (2.89), ñ ó÷åòîì (2.81)-(2.82) è (2.88) ñëåäóåò, ÷òî

∣I (z)∣ eA ≤ 1

k3

∫
Γ

1

∣�∣+ ∣z∣
∣d�∣√
∣�∣

äëÿ z ∈ Δ� ∖Dp.

Çäåñü ÷àñòü èíòåãðàëà ïî 0 ðàâíà k5(1 + ∣z∣)−1, à îñòàëüíàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíà èíòåãðà-

ëîì

2

∫ ∞
1

(
t+ ∣z∣−1) dt√

t
≤ k6

(
1 +

√
∣z∣
)−1

,

ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (2.81) äëÿ z ∈ Δ� ∖ Dp ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ I(z)!(z) îãðàíè÷åíà

âåëè÷èíîé k7e
−A. Äëÿ âûïîëíåíèÿ îöåíêè (2.79) äîñòàòî÷íî ôèêñèðîâàòü A = log+ k7.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îöåíêå õàðàêòåðèñòèêè T (r,G). Èç (2.90) ñëåäóåò, ÷òî

m (r,G) ≤ log+M (r, F ) +m (r, I) +m (r, !) + 1.

Ïîñêîëüêó

N (r,G) ≤ N (r,G/!) +N (r, !) ,

òî ñ ó÷åòîì (2.90) ïîëó÷èì

T (r,G) ≤ N (r,G/!) +m (r, I) + log+M (r, F ) + k8 log2 (r + 1) äëÿ r ≥ p. (2.91)

Ïîëþñû ôóíêöèè G/! ðàñïîëîæåíû íà ìíîæåñòâå (� ′), èìåÿ â òî÷êå � ′ êðàòíîñòü íå

âûøå n′, ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (2.87) äëÿ r ≥ p : ïîëó÷èì

N (r,G/!) ≤
∑
∣�′∣≤r

n′ log
r

∣� ′∣
≤ k9

∑
qk≤r

nk log
r

qk
≤

≤ k10

∑
qk≤r

[
1 + log+M (qk, F )

]
log

r

qk
.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

[
1 + log+M (qk, F )

]
log

r

qk
≤ 1

log q

∫ qqk

qk

[
1 + log+M (t, F )

]
log

qr

t

dt

t
,
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íàõîäèì, ÷òî äëÿ r ≥ p

N (r,G/!) ≤ k11

∫ qr

1

[
1 + log+M (t, F )

]
log

qr

t

dt

t
≤

≤ k11

∫ qr

1

∫ t

1

log+M (t, F )
d�dt

�t
+ k12 log2 (r + 1) . (2.92)

Âåëè÷èíó m (r, I) íàì äîñòàòî÷íî îöåíèòü ïðè r = rk = �qk, k = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅. Ñ ýòîé

öåëüþ ðàçîáüèåì èíòåãðàë I (z) íà ñóììó èíòåãðàëîâ Ik (z) è Jk (z) ñîîòâåòñòâåííî ïî

êîíòóðàì Γ∖Γr è Γr. Åñëè � ∈ Γ∖Γr è ∣z∣ = rk, òî ∣� − z∣ ≥ (1− �) ∣�∣, è èç îöåíêè (2.82)

è (2.88) ïîëó÷èì

∣Ik (z)∣ < 1

1− �

∫
Γ

∣�∣−3/2 ∣d�∣ < ek13 , äëÿ ∣z∣ = rk. (2.93)

Åñëè æå � ∈ Γr è ∣z∣ = rk, òî òîãäà

∣Q (�, z)∣ < bn
′
,

ãäå b = b (� − �, p) > 1 è èç (2.82), ∣! (�)∣ ≥ 1, ñ ó÷åòîì (2.87), èìååì:

∣∣Jk (rkei')∣∣ ≤ exp{k14 + k14 log+M (qk, F )}
k∑
i=1

�i (') , (2.94)

ãäå

�i (') =

∫
i

∣∣� − rkei'∣∣−1 ∣d�∣ .

Çàìåíÿÿ â ýòîì èíòåãðàëå � íà qk−1� ïðè k > 1 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî rk = qk−1r1, ìû íàéäåì,

÷òî �k (') = �1 (') äëÿ = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅. Êðîìå òîãî, �1(') íåïðåðûâíà íà ℝ, çà èñêëþ÷åíèåì

êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ' = '′, ãäå îíà âîçðàñòàåò, êàê ∣'− '′∣−1. Ïîëàãàÿ ïîýòîìó

k15 =
1

2�

∫ 2�

0

log+ �1 (') d'

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî k = k16 log r, ìû èç (2.90) è (2.91) ïîëó÷àåì

m (rk, I) ≤ k13 + k14

[
1 + log+M (�k, F )

]
+ k15 log r + 1.

Ñîïîñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó ñ (2.88) è (2.92), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî r1 ≥ 1, ïîëó÷èì

T (rk, G) < k13

∫ qrk

1

∫ t

1

log+M (�, F )
d�dt

�t
+

+k17 log+M (qk, F ) + k17 log2 (rk + 1) .
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Çäåñü âòîðîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ïåðâîå. Òàê êàê∫ qrk

qk

log
qrk
t

dt

t
=

1

2
log2 (�q) = k18,

òî ÿñíî, ÷òî

log+M (qk, F ) ≤ 1

k18

∫ qrk

qk

log+M (�, F ) log
qrk
t

dt

t
=

=
1

k18

∫ qrk

qk

∫ t

qk

log+M (�, F )
d�dt

�t
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå

T (rk, G) < k18

∫ qrk

1

∫ t

1

log+M (�, F )
d�dt

�t
+ k17 log2 (rk + 1) , k ≥ 1. (2.95)

Ïóñòü òåïåðü r ≥ 1. Òàê êàê rk = qrk−1 äëÿ k = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅, òî ñóùåñòâóåò òàêîå k ≥ 1, ÷òî

r ≤ rk < qr. Ïîñêîëüêó T (r,G) ≤ T (rk, G), òî èç îöåíêè (2.95) îêàí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

T (r,G) < k19

∫ q2r

1

∫ t

1

log+M (�, F )
d�dt

�t
+ k20 log2 (r + 1) , äëÿ r ≥ r1.

Òåïåðü ó÷èòûâàÿ, ÷òî q2 ≤ p è r1 ≥ 1, ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå (2.80). Òàêèì îáðàçîì

Òåîðåìà 2.6 äîêàçàíà. □

×òî êàñàåòñÿ òî÷íîñòè îöåíêè (2.80), òî çàìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî ðîñò ôóíêöèè G,

ñ ó÷åòîì (2.79), íå ìîæåò áûòü íèæå ðîñòà ôóíêöèè F íà Δ�. Ïîýòîìó îöåíêà (2.80)

àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íà ïî r, âî âñÿêîì ñëó÷àå, äëÿ ôóíêöèé F , èìåþùèõ ðåãóëÿðíûé

ðîñò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Åñëè æå ôóíêöèÿ F îãðàíè÷åíà, òî â ðàáîòå [24] ïðèâåäåí

ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé òî÷íîñòü îöåíêè (2.80) áåç ó÷åòà âåëè÷èíû êîíñòàíòû k.

Ñëåäñòâèå 2.2 Èç Òåîðåìû 2.6 è (2.79)-(2.80) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F ∈ A (Δ�) ïî-

ðÿäêà 0 < �F < +∞ ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü íà Δ� ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè

G ñ ïîëþñàìè íà ìíèìîé îñû äëÿ � < � < � è íà ëåâîé ÷àñòè âåùåñòâåííîé îñû äëÿ

� ≤ � < � ñ îöåíêîé ðîñòà G

T (r,G) = O (r�F ) , ïðè r → +∞.
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Â ïåðâîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàëè âîïðîñ î íàèëó÷øåì ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè

ôóíêöèè f ∈ A′′ (Δ�) öåëûìè ôóíêöèÿìè íà Δ�. Òàì ôóíêöèþ f ìîæíî áûëî àïïðîê-

ñèìèðîâàòü öåëûìè ôóíêöèÿìè ïîðÿäêà �/(2� − �), ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ

óñëîâèÿõ íà ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f , è ïî òåîðåìå Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà ýòîò

ïîðÿäîê íåëüçÿ áûëî óìåíøèòü. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à àïïðîê-

ñèìàöèè ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîðÿäîê àïïðîêñèìèðóþùèõ

ôóíêöèé ìîæíî óìåíøèòü. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ îáùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.7 Ïóñòü f ∈ A′′ (Δ�), � ∈ (0, 2�), ' ∈ A (Δ�), p > 1 è " > 0. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ g òàêàÿ, ÷òî

∣f (z)'(z)− g (z)∣ < " äëÿ z ∈ Δ� è ∣z∣ ≥ p (2.96)

è

T
(
r, "−1g

)
< k

∫ pr

1

∫ t

1

{
log+ M (�, f)M (�, ')

"
+
� (3�, f, ')M (�, ')

"

}
d�dt

�t
+

+k log3 (r + 1) (2.97)

äëÿ r ≥ p, ãäå k = k (�, p) > 0. Ïðè ýòîì, âîçìîæíûå ïîëþñû àïïðîêñèìèðóþùèõ

ôóíêöèé ëåæàò íà ìíèìîé îñû äëÿ � < � è íà ℝ− äëÿ � ≥ �.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç Ëåììû 2.7 è èç Òåîðå-

ìû 2.5. Ôèêñèðóåì � > � òàêóþ, ÷òî tan (�/2− �/2) < p− 1. Èç (2.56) èìååì, ÷òî

ln+ MF (r)

"
< k ln+ Mf (pr)

"
+ k

� (3pr, f)

"
+ k ln (pr) , (2.98)

ãäå k = k (�, p) > 3.

Òàêèì îáðàçîì èç (2.55) è (2.79) ïðèõîäèì ê îöåíêå (2.96), à èç (2.56)-(2.57), (2.80)

è (2.98) ïîëó÷èì îöåíêó (2.97). □

Çàìå÷àíèå 2.1 Åñëè â Òåîðåìå 2.7 ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f ∈ A′′
(
Δ� ∪Dp

)
, òî îöåíêà

(2.96) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ z ∈ Δ�.
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Èç Òåîðåìû 2.7 ïðè ' ≡ 1, ìû ïîëó÷èì ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè

f ∈ A′′ (Δ�) íà Δ� ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè.

Òåîðåìà 2.8 Ïóñòü f ∈ A′′ (Δ�), � ∈ (0, 2�), p > 1 è " > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ g òàêàÿ, ÷òî

∣f (z)− g (z)∣ < " äëÿ z ∈ Δ� è ∣z∣ ≥ p

è

T
(
r, "−1g

)
< k

∫ pr

1

∫ t

1

{
log+ M (�, f)

"
+
� (3�, f)

"

}
d�dt

�t
+ k log3 (r + 1)

äëÿ r ≥ p, ãäå k = k (�, p) > 0 è � (r, f) îïðåäåëåí â (1.5) ñ ' ≡ 1. Ïðè ýòîì, âîçìîæíûå

ïîëþñû àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé ëåæàò íà ìíèìîé îñû äëÿ � < � è íà ℝ− äëÿ

� ≥ �.

Ñëåäñòâèå 2.3 Ïóñòü f ∈ A′′ (Δ�), � ∈ (0, 2�); è ôóíêöèè zf ′∂ (z) è zf ′′∂ (z) îãðàíè÷åíû

íà �. Òîãäà ôóíêöèÿ f äîïóñêàåò ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå íà Δ� ìåðîìîðôíûìè

ôóíêöèÿìè ïîðÿäêà �f > 0.

Ñ ïîìîùüþ Òîåðåìû 2.7 ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå îáùèå è óäîáíûå äëÿ ïðèëîæåíèé

ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì èëè êàñàòåëüíîì ïðèáëèæåíèè íà óãëå Δ� ìåðîìîðô-

íûìè ôóíêöèÿìè ñ îöåíêîé èõ ðîñòà. Çäåñü ðîñò àïïðîêñèìèðóþøèõ ôóíêöèé áóäåò

çàâèñåòü è îò ðîñòà ñêîðîñòè êàñàíèÿ ê äàííîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Äîêàçàòåëü-

ñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû îñíîâàíî íà Òåîðåìå 2.7.

Òåîðåìà 2.9 Ïóñòü f ∈ A′′ (Δ�), � ∈ (0, 2�), � (r) - óòî÷íåííûé ïîðÿäîê â ñìûñëå

Âàëèðîíà, p > 1 è " > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ g òàêàÿ, ÷òî

∣f (z)− g (z)∣ < " ∣z∣−�(∣z∣) äëÿ z ∈ Δ� è ∣z∣ ≥ p, (2.99)

è

T
(
r, "−1g

)
< k

∫ pr

1

∫ t

1

{
ln+ Mf (�)

"
+ � (�)

� (3�, f)

"

}
d�dt

�t
+

+k{1 + � (r)} log3 (r + 1) , (2.100)
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äëÿ r > p, ãäå k = k (�, �, p) > 0 ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò �, p è îò âûáîðà

ôóíêöèè �.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 5.1 ðàáîòû [29] (ñòð. 99) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ãîëî-

ìîðôíîé ôóíêöèè f� ∈ H (Δ�+� ∪D2), òàêîé ÷òî äëÿ � ∈ (0, 2� − �)

2 ≤ ∣f� (z)∣ ∣z∣−�(∣z∣) ≤ k1, (2.101)

ãäå k1 > 0 ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò � è �.

Ïðèìåíèì ê ôóíêöèè f� è ê îáëàñòè Δ�+� ∪ D2 Òåîðåìó 2.7, ïîëîãàÿ " = 1, p =

2. Àïïðîêñèìèðóþùàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ g� áóäåò óäîâëåòâîðÿòü â ñèëó (2.79) è

(2.101) íåðàâåíñòâàì

1 ≤ ∣g� (z)∣ ∣z∣−�(∣z∣) ≤ 2k1 (2.102)

à ñîãëàñíî (2.102) è (2.80) ðîñò ôóíêöèè g� îãðàíè÷èâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì:

T (r, g�) <

∫ 2r

1

∫ t

1

� (�) log �
d�dt

�t
+ k2 log2 (r + 1) ≤

≤ k� (2r)

∫ 2r

1

∫ t

1

� (�) log �
d�dt

�t
+ k2 log2 (r + 1) ≤

≤ k3� (r) log3 (r + 1) , r ≥ 1. (2.103)

Íà ïîñëåäíîì øàãó ìû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî r�(r) ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî ðàñòóùåé

ôóíêöèé, åñëè �(r) → 0 ïðè r → ∞. Êîíñòàíòà k3 çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèè �, îò �

è �.

Ïðèìåíèì òåïåðü ê ôóíêöèè fg� è óãëó Δ� Òåîðåìó 2.7 . Åñëè g1-àïïðîêñèìèðóþùàÿ

ôóíêöèÿ, òî òðåáóåìóþ â Òåîðåìå 2.9 ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ g ìû ïîëó÷èì, ïîëàãàÿ

g = g1/g�. Òîãäà ñîãëàñíî ïî (2.96) ìû èìååì

∣f (z)− g (z)∣ < "

∣g� (z)∣
äëÿ z ∈ Δ�, ∣z∣ ≥ p,

îòêóäà, ñ ó÷åòîì (2.102), ïîëó÷èì îöåíêó (2.99). Êðîìå òîãî

T
(
r, "−1g

)
≤ T

(
r, "−1g1

)
+ T (r, g�) + k4,
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ãäå k4 > 0 êîíñòàíòà çàâèñÿùàÿ ëèøü îò âûáîðà ôóíêöèè �. Îöåíêà (2.100) ñëåäóåò èç

îöåíîê (2.97) è (2.103), åñëè â (2.97) ïîëîæèòü ' = g�. Òåîðåìà 2.9 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

□

Çàìå÷àíèå 2.2 Ðàñìàòðèâàÿ óòî÷íåíûé ïîðÿäîê �(r), ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî r�(r) ↑

∞ ïðè r →∞. Ýòî óñëîâèå, êîòîðîå ìîæåò íàðóøàòüñÿ, êîãäà �(r)→ 0, ïðîäèêòî-

âàíî æåëàíèåì èìåòü â (2.99) êàñàòåëüíîå ïðèáëèæåíèå.

Íåïîñðåäñòâåííî èç Òåîðåìû 2.9 ñëåäóåò, ÷òî åñëè � (r) ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ (� (r) ∕=

0), òî ôóíöèþ f íà Δ� ìîæíî ïðèáëèçèòü ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè g ñ àñèìïòîòèêîé

r1/�. Ïðè ýòîì, åñëè �f > 0, òî ñ T (r, g) = O(r�f ) ïðè r →∞.
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Çàêëþ÷åíèå

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà óãëî-

âîé îáëàñòè öåëûìè ôóíêöèÿìè îöåíêîé èõ ðîñòà. Àïïðîêñèìèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ãîëî-

ìîðôíà âíóòðè äàííîãî óãëà è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ãðàíèöå óãëà.

Ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè ðîñòà ïðèáëèæàþùèõ öåëûõ ôóíêöèé, êîòîðûå óëó÷øàþò èëè

óòî÷íÿþò ðàíåå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû (Òåîðåìû 1.1 è 1.2).

Âî âòîðîé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ðàâíîìåðíîãî è êàñàòåëüíîãî ïðèáëè-

æåíèÿ ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè ñ îïòèìàëüíîé îöåíêîé èõ ðîñòà (ïðåäïîëîãàÿ, ÷òî

ïðèáëèæàåìàÿ ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà âíóòðè ïîëîñà (óãëà) è äâàæäû íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìà íà ãðàíèöå ïîëîñû (óãëû)). Äîêàçàíû òåîðåìû î íàèëó÷øåì ðàâíîìåð-

íîì ïðèáëèæåíèè íà ïîëîñå (óãëå) ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè è ñ óòî÷íåíèåì ðàñïî-

ëîæåíèÿ ïîëþñîâ ïðèáëèæàþùèõ ôóíêöèé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (Òåîðåìû 2.3 è

2.8).

Ïîëó÷åíû òàêæå ðåçóëüòàòû î êàñàòåëüíîì ïðèáëèæåíèè íà ïîëîñå (óãëå) ìåðîìîô-

íûìè ôóíêöèÿìè ñ îïòèìàëüíîé îöåíêîé ðîñòà ïðèáëèæàþùèõ ôóíêöèé (Òåîðåìû 2.2

è 2.9).
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