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Ââåäåíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà âàæíîé è áóðíî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-

ëèçà - òåîðèè íåëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè (ïîäðîáíî îá ýòîì ñì. îáçîðíóþ ñòàòüþ Â.

Í. Òåìëÿêîâà [1]). Æàäíûå àëãîðèòìû (ãðèäè àëãîðèòìû, îò àíãë. greedy-æàäíûé)

äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ èçó÷åíû Ð. ÄåÂîðîì [2], Â. Í. Òåìëÿêîâûì [2-7], Ï. Âîé-

òàùèêîì [8-9], Ñ. Â. Êîíÿãèíîì [7], À. Êàìîíò [10-12], Ì. Ã. Ãðèãîðÿíîì [13-14] è

äðóãèìè àâòîðàìè (ñì. [6],[9],[11-12], [15-19]).

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå âîïðîñû î ïîâåäåíèè æàäíîãî àë-

ãîðèòìà â L1(0, 1) ïî ñèñòåìå Õààðà. Èçó÷àåòñÿ ñõîäèìîñòü æàäíîãî àëãîðèòìà â

ïîäïðîñòðàíñòâàõ L1(0, 1) ïîðîæäåííûå ïîäñèñòåìàìè ñèñòåìû Õààðà è ñèñòåì òèïà

Õààðà. Èçó÷àåòñÿ òàêæå ïîâåäåíèå æàäíîãî àëãîðèòìà, ïîñëå èñïðàâëåíèÿ ôóíêöèè

íà ìíîæåñòâå ìàëîé ìåðû. Ââîäèòñÿ X-æàäíûé ïî ðàçëîæåíèþ àëãîðèòì è ñòðî-

èòñÿ ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé L1-æàäíûé (L1-ãðèäè) è L1-æàäíûé ïî ðàçëîæåíèþ

àëãîðèòìû ïî ñèñòåìå Õààðà íå ñõîäÿòñÿ ê f .

Ïóñòü Ψ = {ψk}∞k=1 íîðìèðîâàííûé áàçèñ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà

äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà f ∈ X èìååì ðàçëîæåíèå

f =
∞∑
k=1

ck(f,Ψ)ψk.

Íàçîâåì ïåðåñòàíîâêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë %, %(j) = kj, j = 1, 2, ... ïîíèæàþùèì

è áóäåì ïèñàòü % ∈ D(f) åñëè

| ck1(f,Ψ) |≥| ck2(f,Ψ) |≥ · · · ·

Â ñëó÷àå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ, â D(f) áóäåò ñîäåðæàòüñÿ òîëüêî îäèí ýëåìåíò.

Îïðåäåëèì m-òûé æàäíûé àïïðîêñèìàíò ýëåìåíòà f îòíîñèòåëüíî áàçèñà Ψ è ïå-

ðåñòàíîâêå % ∈ D(f) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Gm(f) = Gm(f,Ψ, %) =
m∑
j=1

ckj(f,Ψ)ψkj .
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Ýòîò ìåòîä íåëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè èçâåñòåí êàê æàäíûé àëãîðèòì (ñì. íà-

ïðèìåð [7]). Åñëè áàçèñ Ψ áåçóñëîâíûé â X, òî

lim
m→+∞

‖f −Gm(f,Ψ, %)‖X = 0, (1.1)

äëÿ âñåõ % ∈ D(f). Íî â îáùåì ñëó÷àå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Gm(f)}∞m=1 ìîæåò íå

ñõîäèòñÿ ê f .

Îïðåäåëåíèå 1.1 Áàçèñ Ψ = {ψk}∞k=1 íàçûâàåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â X åñëè

äëÿ âñåõ f ∈ X ñóùåñòâóåò % ∈ D(f) äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ (1.1).

Â ðàáîòå [8] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà A (Ï. Âîéòàùèê). Äëÿ òîãî, ÷òîáû áàçèñ Ψ ÿâëÿëñÿ êâàçè-ãðèäè

áàçèñîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ,

÷òî äëÿ âñåõ f ∈ X, % ∈ D(f) è m ∈ N èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖Gm(f,Ψ, %)‖X ≤ C · ‖f‖X ,

Äëÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîâ èìååò ñìûñë ãîâîðèòü îá ýôôåêòèâíîñòè æàäíîãî àë-

ãîðèòìà. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì m-÷ëåííîå íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå äëÿ f ∈ X ñëå-

äóþùèì îáðàçîì

σm(f,Ψ) = inf
bk,Λ
‖f −

∑
k∈Λ

bkψk‖X ,

ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì êîýôôèöèåíòàì bk è ìíîæåñòâàì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ #Λ =

m. Íàèëó÷øåå, ÷òî ìîæíî îæèäàòü îò Gm(f,Ψ, %), ýòî

‖f −Gm(f,Ψ, %)‖X = σm(f,Ψ).

Îïðåäåëåíèå 1.2 Áàçèñ Ψ íàçûâàåòñÿ ãðèäè áàçèñîì â X åñëè äëÿ âñåõ f ∈ X

ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà % ∈ D(f) äëÿ êîòîðîé

‖f −Gm(f,Ψ, %)‖X ≤ Cσm(f,Ψ), (1.2)

ãäå C íå çàâèñèò îò f, % è m.
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Åñëè Ψ ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè (ãðèäè) áàçèñîì, òî (1.1) (ñîîò. (1.2)) âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ âñåõ % ∈ D(f).

Îïðåäåëåíèå 1.3 Áàçèñ Ψ íàçûâàåòñÿ äåìîêðàòè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò

÷èñëî C òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èíäåêñîâ P è Q ñ #P =

#Q ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖
∑
k∈P

ψk‖X ≤ C‖
∑
k∈Q

ψk‖X .

Â ðàáîòå [7] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà(Ñ. Êîíÿãèí, Â. Òåìëÿêîâ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû áàçèñ ÿâëÿëñÿ ãðèäè

áàçèñîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí áûë áåçóñëîâíûì è äåìîêðàòè÷åñêèì.

Èòàê, åñëè áàçèñ Ψ íå ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì, òî ‖f − Gm(f,Ψ, %)‖X ïî ïîðÿäêó

óñòóïàåò íàèëó÷øåìó ïðèáëèæåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Áàçèñ Ψ íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ãðèäè áàçèñîì â X åñëè äëÿ âñåõ

f ∈ X ñóùåñòâóåò % ∈ D(f) äëÿ êîòîðîé

‖f −Gm(f,Ψ, %)‖X ≤ C inf
Λ,#Λ=m

‖f −
∑
k∈Λ

ck(f,Ψ)ψk‖X , m = 1, 2, . . .

ãäå C íå çàâèñèò îò f , % è m.

Â ðàáîòå [6] äîêàçàíà

Òåîðåìà B(Ñ. Äèëóîðò, Í. Êàëòîí, Ä. Êóòöàðîâà, Â. Òåìëÿêîâ). Äëÿ

òîãî, ÷òîáû áàçèñ ÿâëÿëñÿ ïî÷òè ãðèäè áàçèñîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

îí áûë êâàçè-ãðèäè è äåìîêðàòè÷åñêèì áàçèñîì.

ßñíî, ÷òî â L2(0, 1) âñÿêèé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ áóäåò ãðèäè áàçèñîì, à

íåðàâåíñòâî (1.2) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè C = 1.

Â. Òåìëÿêîâûì äîêàçàíî (ñì. [4]), ÷òî ñèñòåìà Õààðà ÿâëÿåòñÿ ãðèäè áàçèñîì â

Lp(0, 1), ïðè 1 < p < +∞. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ñèñòåì òèïà Õààðà ïîëó÷èëà

À. Êàìîíò (ñì. [10]). Íî â L1(0, 1) ñèòóàöèÿ äðóãàÿ. Ñ. Äèëóîðò, Ä. Êóòöàðîâà è Ï.

Âîéòàùèê äîêàçàëè (ñì. [9]), ÷òî ñèñòåìà Õààðà íå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â

L1(0, 1).
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Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàò ïåðâîãî ïàðàãðàôà ñäåëàåì íåêîòîðûå îáîçíà÷å-

íèÿ. Ïóñòü H = {hn}∞n=1 åñòü ñèñòåìà òèïà Õààðà (ñì. îïðåäåëåíèå â �1 ), a χ =

{χn}∞n=1 ñèñòåìà Õààðà ( íîðìèðîâàííûå â L
1(0, 1)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç I ìíîæåñòâî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé M = {m1,m2, . . .} âîçðàñòàþùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîëî-

æèì

M = Z+ \M = {n0, n1, n2, . . .}, (n0 < n1 < n2 < . . .)

V [0] = {1, 2} è V [k] = {2k + 1, 2k + 2, . . . , 2k+1} äëÿ k ≥ 1, (1.3)

Θ[H,M] =
⋃
k∈M
s∈V [k]

hs, L[H,M] = span{Θ[H,M]},

ãäå îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ áåðåòñÿ ïî L1(0, 1) íîðìå. Äëÿ ñèñòåìû Õààðà óñëîâèìñÿ

ïèñàòü Θ[M] è L[M]. Â ðàáîòå [9] äîêàçàío, ÷òî ñóùåñòâóåòM∈ I òàêàÿ, ÷òî ñèñòå-

ìà Θ[M] ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â L[M]. Íî ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

M âîçðàñòàþò íå ìåäëåííåå, ÷åì ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à èìåííî mi+1

mi
> 2. Â

ïåðâîì ïàðàãðàôå íàñòîÿùåé ðàáîòû äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò âñå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòèM äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà Θ[M] ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â

L[M].

Òåîðåìà 1.1 Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû

1) Θ[M] ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â L[M],

2) Θ[M] äåìîêðàòè÷åñêèé,

3) Θ[M] ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ãðèäè áàçèñîì â L[M],

4)M óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

#M = +∞ è H(M) = sup
i∈Z+

(ni+1 − ni) < +∞.

Ñëåäñòâèå 1.1 Ïîäñèñòåìà Θ[M], M = {2, 4, 6, . . .} ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áà-

çèñîì â L[M].

Èçâåñòíî (ñì. [19]), ÷òî ñóùåñòâóåò êâàçè-ãðèäè áàçèñ â L1(0, 1). Â ïåðâîì ïàðà-

ãðàôå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íè îäíà ñèñòåìà òèïà Õààðà íå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì,
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à èìåííî

Òåîðåìà 1.2 Íè îäíà ñèñòåìà òèïà Õààðà íå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â

L1(0, 1).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ñèñòåìû Ôðàíêëèíà äîêàçàëè Ã. Ãåâîðêÿí è À. Êà-

ìîíò (ñì. [12]).

Òåîðåìà 1.3 Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà òèïà Õààðà HT äëÿ êîòîðîé ïîäñèñòåìà

Θ[H,M], M = {2, 4, 6, ...} íå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â L[H,M].

Èòàê, æàäíûé àëãîðèòì â L1(0, 1) ïî ñèñòåìå Õààðà ñõîäèòñÿ íå äëÿ âñåõ ôóíêöèé

èç L1(0, 1). Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèå æàäíîãî

àëãîðèòìà â L1(0, 1) ïî ñèñòåìå Õààðà, ïîñëå èñïðàâëåíèÿ ôóíêöèè íà ôèêñèðîâàí-

íîì ìíîæåñòâå ìàëîé ìåðû.

Èäåÿ îá èñïðàâëåíèè ôóíêöèè, ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ åå ñâîéñòâ, ïðèíàäëåæèò Í.

Í. Ëóçèíó. Èì â 1912 ã. áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé çíàìåíèòûé ðåçóëüòàò (ñì. [20]).

Òåîðåìà ( C- câîéñòâî Í. Í. Ëóçèíà). Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé, ïî÷òè âñþäó

êîíå÷íîé íà [0,1] ôóíêöèè f è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî

E ñ ìåðîé | E |> 1− ε è íåïðåðûâíàÿ íà [0,1] ôóíêöèÿ g, ñîâïàäàþùàÿ ñ f íà E.

Â 1939ã. Ä.Å.Ìåíüøîâ [21] äîêàçàë ñëåäóþùóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðåìó

Òåîðåìà (Óñèëåííîå C- câîéñòâî Ä.Å.Ìåíüøîâa). Ïóñòü f èçìåðèìàÿ

ôóíêöèÿ, êîíå÷íàÿ ïî÷òè âñþäó íà [0, 2π]. Êàêîâî áû íe áûëî ε > 0, ìîæíî îïðå-

äåëèòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ g, ñîâïaäàþùóþ ñ f íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E,

|E| > 2π− ε è òàêóþ, ÷òî åå ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà [0, 2π].

Äàëåå â ýòîì íàïðàâëåíèè èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû À. À. Òàëàëÿíîì

[22], Ô. Ã. Àðóòþíÿíîì [23], Î. Ä. Öåðåòåëè [24], Ó. Ïðàéñîì [25], Ê. È. Îñêîëêîâûì

[26], Á. Ñ. Êàøèíîì [27-28], Ê. Ñ. Êàçàðÿíîì [29-30], Ð. È. Îñèïîâûì [31], Ì. Ã.

Ãðèãîðÿíîì [30,32-36] è äðóãèìè àâòîðàìè (ñì. [30], [37]-[41]).

Â ðàáîòå [22] óñòàíîâëåíà
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Òåîðåìà (À. À. Òàëàëÿí).×ëåíû ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû {ϕn}

ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàê, ÷òîáû âíîâü ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà {ϕσ(k)} îáëàäàëà ñëå-

äóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2[0, 1] è ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè

ôóíêöèþ g ∈ L2[0, 1] òàêóþ, ÷òî |{x ∈ [0, 1] : g(x) 6= f(x)}| < ε è åå ðÿä Ôóðüå ïî

ñèñòåìå {ϕσ(k)} ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó.

Â 1978ã. áûëà îïóáëèêîâàíà [39] ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà (Ø.Â.Õåëàäçå). Ëþáóþ ôóíêöèþ f ∈ L1 èçìåíåíèåì íà ìíîæåñòâå

e, çàâèñÿùåì îò ôóíêöèè f , ìîæíî ïðåâðàòèòü â ôóíêöèþ g; |g| = |f |, ðÿä Ôóðüå

êîòîðîé ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ñõîäèòñÿ ê íåé ïî÷òè âñþäó è â ìåòðèêå

L1.

Çàìå÷àíèå. Âî âñåõ ýòèõ òåîðåìàõ "èñêëþ÷èòåëüíîå"ìíîæåñòâî e, íà êîòîðîì

ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ôóíêöèè, çàâèñèò îò ôóíêöèè. Áîëåå òîãî, â äîêàçàííîé òåî-

ðåìå Ä.Å.Ìåíüøîâà, èì æå â 1959ã. áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòî "èñêëþ÷èòåëüíîå"ìíî-

æåñòâî e ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò èñïðàâëÿåìîé ôóíêöèè (ñì. [38]), íî òåì íå ìåíåå

âåðíà (ñì. [37])

Òåîðåìà (Ä. Å. Ìåíüøîâ). Ïóñòü f ëþáàÿ ñóììèðóåìàÿ íà [0, 2π] ôóíêöèÿ

è Q ⊂ [0, 2π]- ëþáîå íèãäå íå ïëîòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ìîæíî íàéòè ñóììèðóå-

ìóþ ôóíêöèþ g, ÷òî g = f íà Q è åå ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå

ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó.

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä, êîòîðûé ïðèìåíèë Ä.Å.Ìåíüøîâ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé

òåîðåìû, íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èñïðàâëåííóþ ôóíêöèþ ñ ðÿäîì Ôóðüå ñõîäÿùèìñÿ

â ìåòðèêå L1. Â 1988ã. Ì. Ãðèãîðÿí äîêàçàë, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáëà-

äàåò óñèëåííûì L1- ñâîéñòâîì ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. Îíî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé |E| > 1 − ε

òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1[0, 1] ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ g ∈ L1[0, 1], ñîâ-

ïàäàþùóþ ñ f íà E, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ñõîäèòñÿ ê

íåé ïî L1[0, 1] íîðìå (ñì. [35]).

Áîëåå òîãî, èì óñòàíîâëåíî, ÷òî êàæäàÿ ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà îá-
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ëàäàåò óñèëåííûì L1 ñâîéñòâîì. Îí äîêàçàë òàêæå

Òåîðåìà (Ì. Ãðèãîðÿí). Ïóñòü {ϕn} -ïîëíàÿ â L2[0, 1] îðòîíîðìèðîâàííàÿ

ñèñòåìà îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò èçìåðèìîå

ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé |E| > 1− ε, è âåñîâàÿ ôóíêöèÿ µ, 0 < µ(x) ≤ 1, µ = 1

íà E òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà p ∈ [1, 2) è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Lpµ[0, 1] =

{f :
∫ 1

0
|f(x)|pµ(x)dx < ∞} ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ g ∈ L1[0, 1], ñîâïàäàþùóþ ñ

f íà E, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ïî ñèñòåìå {ϕn} ñõîäèòñÿ ê íåé ïî Lpµ[0, 1] íîðìå. Ýòî

ñâîéñòâî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû {ϕn} íàçîâåì óñèëåííûì Lpµ- ñâîéñòâîì.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â 1981 ã. Ê.Ñ.Êàçàðÿíîì [29] ïîñòðîåíà ïîëíàÿ ðàâíî-

ìåðíî îãðàíè÷åííàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ íå îáëàäàåò óñèëåííûì

C - ñâîéñòâîì Ìåíüøîâà.

Â äàëüíåéøåì, ÷åðåç ‖f‖∆ îáîçíà÷èì L1(0, 1) íîðìó ôóíêöèè f íà ∆ è íàïèøåì

‖f‖ ïðè ∆ = (0, 1). Ðåçóëüòàò èç [9] î òîì, ÷òî ñèñòåìà Õààðà χ = {χn}∞n=1 íå ÿâëÿåòñÿ

êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â L1(0, 1) ìîæåò áûòü óñèëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. òåîðåìó

A)

Òåîðåìà 2.1 Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé 0 <| E |≤ 1 ñóùåñòâóþò

ôóíêöèÿ f ∈ L1(0, 1) è ïåðåñòàíîâêà % ∈ D(f, χ) òàêèå, ÷òî

lim
m→∞

‖Gm(f, χ, %)‖E = +∞.

Åñòåñòâåíåí âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè èçìåðèìîå ìíîæåñòâî e ñêîëü óãîäíî ìàëîé

ìåðû òàêîå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì C, ïîñëå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) íà e, îïåðàòîðû Gm(f̃ , χ, %) äëÿ âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè

f̃ ∈ L1(0, 1) óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿì

‖Gm(f̃ , χ, %)‖ ≤ C‖f‖, äëÿ âñåõ m ≥ 1, % ∈ D(f̃ , χ).

Âo âòîðîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòàâëåííûé âîïðîñ èìååò ïîëîæèòåëü-

íûé îòâåò. Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
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Òåîðåìà 2.2 Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂

[0, 1] ñ ìåðîé | E |> 1−ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè

ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E, è ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ
∑∞

n=1 cn(f̃ , χ)χn

ôóíêöèè f̃ ïî ñèñòåìå Õààðà ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ íàòóðàëü-

íûõ m âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

1) c%(m)(f̃ , χ) > c%(m+1)(f̃ , χ),

2) ‖Gm(f̃ , χ)‖ ≤ 3‖f̃‖ ≤ 12‖f‖,

3) lim
m→∞

‖Gm(f̃ , χ)− f̃‖ = 0.

Â ñâÿçè ñ ïåðâûì óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 2.2 îòìåòèì, ÷òî èñïðàâëåííóþ ôóíê-

öèþ f̃ íåâîçìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû

cm(f̃ , χ) ≥ cm+1(f̃ , χ), m = 1, 2, 3, . . . .

Áîëåå òîãî, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2.3 Êàêîâî áû íå áûëî èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé 0 <|

E |< 1 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f0 ∈ L1(0, 1) òàêàÿ, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ

f ∈ L1(0, 1) ñîâïàäàåò ñ f0 íà E, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {| cn(f, χ) |}∞n=1 íå ìîæåò

áûòü ìîíîòîííî óáûâàþùåé.

Âìåñòå ñ òåì èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2.4 Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂

[0, 1] ñ ìåðîé | E |> 1−ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè

ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E, òàêîå, ÷òî âñå íåíóëåâûå ÷ëåíû â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn(f̃ , χ)} ðàñïîëîæåíû â óáûâàþùåì ïîðÿäêå.

Ýòà òåîðåìà ñëåäóåò èç áîëåå îáùåé òåîðåìû, äëÿ ôîðìóëèðîâêè êîòîðîé ñäåëàåì

íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.
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Â íàøèõ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öå-

ëûõ ÷èñåë M = {Ms}∞s=1 ôèêñèðîâàía è óäîâëåòâîðÿeò óñëîâèÿì

0 ≤M1 < M2 ≤M3 < M4 ≤ . . . < M2s−2 ≤

M2s−1 < M2s . . . lim
s→∞

(M2s −M2s−1) = +∞. (1.4)

Îïðåäåëèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nk}∞k=1 ñëå-

äóþùèì îáðàçîì

S = S(M) = {nk}∞k=1 = {n ∈ V [p] : M2s−1 ≤ p < M2s, s = 1, 2, . . .}. (1.5)

ãäå ìíîæåñòâà V [p] îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (1.3). Ïîëîæèì χS = {χnk}∞k=1. Ïóñòü

% = {%(k)}∞k=1 íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë ìíîæåñòâà S, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî

| c%(k+1)(f, χ) |≤ | c%(k)(f, χ) | äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k.

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê îáîçíà÷èì ÷åðåç D(f, χS).

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ X è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà % = {%(k)} ∈ D(f, χS)

îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ {Gm(f, χS , %)}∞m=1 ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

Gm(f, χS) = Gm(f, χS , %) =
m∑
k=1

c%(k)(f, χ)χ%(k).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè S = N áóäåì èìåòü Gm(f, χ)- æàäíûé îïåðàòîð ïî ñèñòåìå

Õààðà.

Òåîðåìà 2.5 Ïóñòü {ϕk} = χS (ñì. (1.4)-(1.5)) ïîäñèñòåìà ñèñòåìû Õààðà.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóþò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé

| E |> 1− ε è ðÿä âèäà
∞∑
i=1

aiϕi, ñ ai ↘ 0,

òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1),

ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E è ðÿä âèäà

∞∑
i=1

δiaiϕi; ãäå δi = 0 èëè 1,
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êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê f̃ â L1(0, 1).

Ñëåäñòâèå 2.1 Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂

[0, 1] ñ ìåðîé | E |> 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(E) ñóùåñòâóåò

ðÿä âèäà
∞∑
i=1

aiχki ãäå ai ↘ 0 è k1 < k2 < . . . ,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê f ïî íîðìå L1(E).

Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â òåîðåìàõ 2.1-2.5 "èñêëþ÷èòåëüíîå"

ìíîæåñòâî [0, 1] \ E, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ôóíêöèè f , óíèâåðñàëüíî

(íå çàâèñèò îò ôóíêöèè).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðÿäû ïî ñèñòåìå Õààðà ñ ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè

áûëè èçó÷åíû åùå â 1963ã. è ïîëó÷åí ðÿä èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ Ï. Ë. Óëüÿíî-

âûì(ñì. [42]). Â ÷àñòíîñòè, èì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà(Ï. Ë. Óëüÿíîâ). Ïóñòü p > 1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñåë {an}∞n=1 òàêîâà, ÷òî

‖anχn‖2 ≥ ‖an+1χn+1‖2 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n,

è

lim
n→∞

‖anχn‖2 = 0.

Òîãäà, åñëè ðÿä
∞∑
n=1

anχn

ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ Lp(0, 1), òî ôóíêöèÿ
∣∣f ∣∣ èíòåãðè-

ðóåìà â ëþáîé ñòåïåíè q ∈ [1,∞).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äëÿ ïîäñèñòåìû χS äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 2.6 Ïóñòü χS = {χnk}∞k=1 ïîäñèñòåìà (ñì. (1.4),(1.5) ) ñèñòåìû Õààðà.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé

| E |> 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ
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f̃ ∈ L1(0, 1) ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E äëÿ êîòîðîé

‖Gm(f̃ , χS)‖ ≤ 3‖f̃‖ ≤ 12‖f‖, äëÿ m = 1, 2, . . .

è

lim
m→∞

‖Gm(f̃ , χS)− f̃‖ = 0.

Â ñâÿçè ñ ýòîé òåîðåìîé îòìåòèì, ÷òî êàêîâà áû íå áûëà ïîäñèñòåìà χS (ñì. (1.4)-

(1.5)) ñèñòåìû Õààðà, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ span(χS), (span(χS) - çàìûêàíèå

ëèíåéíîé îáîëî÷êè ïîäñèñòåìû χS â L
1(0, 1) ), æàäíûé àëãîðèòì êîòîðîé â L1(0, 1)

ïî ñèñòåìå Õààðà íå ñõîäèòñÿ ê f . Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1.

Òåîðåìó, àíàëîãè÷íóþ ê 2.2 äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû äîêàçàë Ì. Ã. Ãðè-

ãîðÿí â ðàáîòå [13]. À èìåííî

Òåîðåìà C(Ì. Ã. Ãðèãîðÿí). Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò èçìåðè-

ìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé | E |> 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E, è ÷ëå-

íû ðàçëîæåíèÿ
∑∞

n=1 an(f̃)ϕn ôóíêöèè f̃ ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå {ϕn}∞n=1

ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøå-

íèÿ

1) | aσ(m)(f̃) | > | aσ(m+1)(f̃) |,

è

2) lim
m→∞

‖
m∑
k=1

aσ(k)(f̃)ϕσ(k) − f̃‖ = 0.

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 2.2 âñå êîýôôèöèåíòû {cn(f̃ , χ)}∞n=1 ïîëîæèòåëüíû, à

â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû C íå âèäíî, ìîæíî ëè èñïðàâëåííóþ ôóíêöèþ âûáðàòü

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åå êîýôôèöèåíòû ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå áûëè ïî-

ëîæèòåëüíû.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ X-æàäíûé (X-ãðèäè) àëãîðèòì. Íàïîì-

íèì åå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ϕ = {ϕk}∞k=1 ïîëíàÿ, ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà â áàíàõîâîì
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ïðîñòðàíñòâå X è {ψn}∞n=1 åå ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî

ýëåìåíòà x ∈ X ñóùåñòâóþò ÷èñëà α̂, k̂ è p̂ äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

inf
α,k
‖x− αϕk‖X = ‖x− α̂ϕk̂‖X

è

inf
p
‖x− < x, ψp > ϕp‖X = ‖x− < x, ψp̂ > ϕp̂‖X .

Ïîëîæèì G1(x, ϕ) = α̂ϕk̂ è G̃1(x, ϕ) =< x, ψp̂ > ϕp̂. Ôàêòè÷åñêè G1(x, ϕ) åñòü

îäíî÷ëåííûé íàèëó÷øèé àïïðîêñèìàíò ýëåìåíòà x ïî ñèñòåìå ϕ. Îòìåòèì, ÷òî α̂, k̂

è p̂ ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ íåîäíîçíà÷íî.

Äëÿ ëþáîãî x ∈ X îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Gk(x, ϕ)}∞k=1 è {G̃k(x, ϕ)}∞k=1

èíäóêöèåé ïî k. Äëÿ íàòóðàëüíîãî k îïðåäåëèì

Gk+1(x, ϕ) = Gk(x, ϕ) +G1(x−Gk(x, ϕ), ϕ)

è

G̃k+1(x, ϕ) = G̃k(x, ϕ) + G̃1(x− G̃k(x, ϕ), ϕ).

Îáîçíà÷èì

Rk(x, ϕ) = x−Gk(x, ϕ)

è

R̃k(x, ϕ) = x− G̃k(x, ϕ).

Ïîëüçóÿñü ýòèìè îáîçíà÷åíèÿìè ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Rk+1(x, ϕ) = x−Gk+1(x, ϕ) = x−Gk(x, ϕ)−

−G1(x−Gk(x, ϕ), ϕ) = R1(x−Gk(x, ϕ), ϕ)

ò.å.

Rk+1(x, ϕ) = R1(Rk(x, ϕ), ϕ).

Àíàëîãè÷íî,

R̃k+1(x, ϕ) = R̃1(R̃k(x, ϕ), ϕ).
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Íî R1(x, ϕ) ïîëó÷àåòñÿ èç ýëåìåíòà x , âû÷èòàíèåì îäíî÷ëåííîãî íàèëó÷øåãî àï-

ïðîêñèìàíòà. Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Rk(x, ϕ)}∞k=1 ñòðîèòñÿ òàê, ÷òî êàæäûé åå

÷ëåí ÿâëÿåòñÿ îñòàòêîì íàèëó÷øåãî îäíî÷ëåííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäûäóùåãî ÷ëå-

íà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Gk(x, ϕ)}∞k=1 íàçûâàåòñÿ X-æàäíûì àëãîðèòìîì ýëåìåíòà

x ïî ñèñòåìå ϕ (ñì. [1]). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {G̃k(x, ϕ)}∞k=1 íàçîâåì X-æàäíûì ïî

ðàçëîæåíèþ àëãîðèòìîì x ïî ñèñòåìå ϕ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Gk(x, ϕ)}∞k=1 è {G̃k(x, ϕ)}∞k=1 ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ íåîäíî-

çíà÷íî (èç-çà âîçìîæíîñòè íåîäíîçíà÷íîñòè âûáîðà α̂, k̂ è p̂) è ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî

x ∈ X ìîãóò îêàçàòüñÿ ìíîãî X-æàäíûõ è X-æàäíûõ ïî ðàçëîæåíèþ àëãîðèòìîâ

ïî ñèñòåìå ϕ.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî êîãäà X = L2 à ϕ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé, òî

L2-æàäíûé è L2-æàäíûé ïî ðàçëîæåíèþ àëãîðèòìû ñîâïàäàþò è Gm(x, ϕ) åñòü m-

÷ëåííûé íàèëó÷øèé àïïðîêñèìàíò ôóíêöèè x ïî ñèñòåìå ϕ.

Â. Í. Òåìëÿêîâûì áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ: ñõîäÿòñÿ ëè âñå Lp - æàäíûå àëãîðèòìû

âñåõ ôóíêöèé x ∈ Lp(0, 1) ïðè p > 1 ê x ïî ñèñòåìå Õààðà (ñì. [1] ñòð 7,20).

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò L1-æàäíûé àëãîðèòì ïî ñè-

ñòåìå Õààðà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1).

Òåîðåìà 3.1 Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóùåñòâóþò ÷èñëà α̂ è k̂ äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

inf
α,k
‖f − αχk‖1 = ‖f − α̂χk̂‖1.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íå âñÿêèå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû îáëàäàþò ýòèì ñâîé-

ñòâîì (ñì. [1], [43]).

Âîïðîñ, àíàëîãè÷íûé ïîñòàâëåííîìó Â. Í. Òåìëÿêîâûì (ñì. âûøå) äëÿ p = 1

èìååò îòðèöàòåëüíûé îòâåò ïî ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíèÿì. Äëÿ ôóíêöèè f = χ1 +

χ2 ñïðàâåäëèâî infα,k ‖f − αχk‖L1(0,1) = ‖f‖L1(0,1), ñëåäîâàòåëüíî ìîæåì âûáðàòü

G1(f, χ) = 0. Äàëåå âûáèðàÿ Gm(f, χ) = 0 äëÿ m = 2, 3, . . . ïîëó÷èì L1-æàäíûé

àëãîðèòì ôóíêöèè f , êîòîðûé íå ñõîäèòñÿ ê f ïî L1 íîðìå. Íî ìû ìîæåì âûáðàòü
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G1(f, χ) = χ1 è òîãäà ïîëó÷èòñÿ, ÷òî G2(f, χ) = χ1 + χ2 = f . Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷à-

åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Gm(f, χ) = f, m = 2, 3, . . ., ñõîäÿùèéñÿ ê f .

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) âûáðàòü L1-æàäíûé

àëãîðèòì ïî ñèñòåìå Õààðà ñõîäÿùèéñÿ ê f ïî íîðìå L1(0, 1).

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò âîïðîñ èìååò îòðèöàòåëüíûé îòâåò.

Òåîðåìà 3.2 Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L1(0, 1), äëÿ êîòîðîé íè îäèí L1 -æàä-

íûé àëãîðèòì ïî ñèñòåìå Õààðà íå ñõîäèòñÿ ê f .

Òåîðåìà 3.3 Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L1(0, 1), äëÿ êîòîðîé íè îäèí L1 -æàä-

íûé ïî ðàçëîæåíèþ àëãîðèòì ïî ñèñòåìå Õààðà íå ñõîäèòñÿ ê f .
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� 1 Æàäíûé àëãîðèòì è ïîäñèñòåìû ñèñòåìû Õààðà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷èì æàäíûé àëãîðèòì ïî ïîäñèñòåìàì ñèñòåìû Õààðà è

ñèñòåì òèïà Õààðà. Äëÿ íàïîìèíàíèÿ èõ îïðåäåëåíèé (íîðìèðîâàííûå â L1(0, 1)) ïî-

ëîæèì t0 = 0, t1 = 1 è ∆
(1)
0 = [0, 1). Äàëåå âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âíóòðåííþþ òî÷êó

t2 ∈ ∆
(1)
0 è îáîçíà÷èì ∆

(1)
1 = [0, t2) è ∆

(2)
1 = [t2, 1). È âîîáùå âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ

âíóòðåííþþ òî÷êó t2i+j ∈ ∆
(j)
i = [a, b) äëÿ ëþáûõ i = 1, 2, . . . è j = 1, 2, . . . , 2i è ïî-

ëîæèì ∆
(2j−1)
i+1 = [a, t2i+j) è ∆

(2j)
i+1 = [t2i+j, b). Åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå, âîçëàãàåìîå

íà {∆(j)
i } ýòî

lim
i→+∞

max
1≤j≤2i

m(∆
(j)
i ) = 0,

ãäå m(A) ëåáåãîãî ìåðà ìíîæåñòâà A, ò. å. ìíîæåñòâî òî÷åê {ti}∞i=0 äîëæíà áûòü

ïëîòíîé â [0, 1]. Ïîëîæèì h1 = h
(0)
0 ≡ 1 è äëÿ n = 2i + j; j = 1, 2, ...2i, i = 0, 1, 2, ...

hn(x) = h
(j)
i (x) =



1

2m(∆
(2j−1)
i+1 )

, äëÿ x ∈ ∆
(2j−1)
i+1 ;

− 1

2m(∆
(2j)
i+1 )

, äëÿ x ∈ ∆
(2j)
i+1 ;

0 , äëÿ îñòàëüíûõ x.

ßñíî, ÷òî ∫ 1

0

h
(j)
i (x)dx = 0 è ‖h(j)

i ‖1 = 1.

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé HT = {hn}∞n=1 íàçîâåì ñèñòåìîé òèïà Õààðà, ñîîòâåòñòâó-

þùèé äåëåíèþ T = {tn}∞n=0. Êîãäà T = Tχ = {0, 1, 1
2
, 1

4
, 3

4
, 1

8
, 3

8
, 5

8
, 7

8
. . .} ïîëó÷àåòñÿ

ñèñòåìà Õààðà χ = {χn}∞n=1 íîðìèðîâàííàÿ â L
1(0, 1).

Ïóñòü Ψ = {ψk}∞k=1 íîðìèðîâàííûé áàçèñ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà

äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà f ∈ X èìååì ðàçëîæåíèå
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f =
∞∑
k=1

ck(f,Ψ)ψk.

Íàçîâåì ïåðåñòàíîâêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë %, %(j) = kj, j = 1, 2, ... ïîíèæàþùèì

è áóäåì ïèñàòü % ∈ D(f) åñëè

| ck1(f,Ψ) |≥| ck2(f,Ψ) |≥ · · · ·

Â ñëó÷àå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ, â D(f) áóäåò ñîäåðæàòüñÿ òîëüêî îäèí ýëåìåíò.

Îïðåäåëèì m-òûé æàäíûé àïïðîêñèìàíò ýëåìåíòà f îòíîñèòåëüíî áàçèñà Ψ è ïå-

ðåñòàíîâêå % ∈ D(f) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Gm(f) = Gm(f,Ψ, %) =
m∑
j=1

ckj(f,Ψ)ψkj .

Ýòîò ìåòîä íåëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè èçâåñòåí êàê æàäíûé àëãîðèòì (ñì. íà-

ïðèìåð [7]). Åñëè áàçèñ Ψ áåçóñëîâíûé â X, òî

lim
m→+∞

‖f −Gm(f,Ψ, %)‖X = 0, (1.1)

äëÿ âñåõ % ∈ D(f). Íî â îáùåì ñëó÷àå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Gm(f)}∞m=1 ìîæåò íå

ñõîäèòñÿ ê f .

Îïðåäåëåíèå 1.1 Áàçèñ Ψ = {ψk}∞k=1 íàçûâàåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â X åñëè

äëÿ âñåõ f ∈ X ñóùåñòâóåò % ∈ D(f) äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ (1.1).

Â ðàáîòå [8] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà A (Ï. Âîéòàùèê). Äëÿ òîãî, ÷òîáû áàçèñ Ψ ÿâëÿëñÿ êâàçè-ãðèäè

áàçèñîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëo ÷èñëî C > 0 òàêîå, ÷òî

äëÿ âñåõ f ∈ X, % ∈ D(f) è m ∈ N èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖Gm(f,Ψ, %)‖X ≤ C‖f‖X .

Äëÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîâ èìååò ñìûñë ãîâîðèòü îá ýôôåêòèâíîñòè æàäíîãî àë-

ãîðòèìà. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì m-÷ëåííîå íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå äëÿ f ∈ X ñëå-
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äóþùèì îáðàçîì

σm(f,Ψ) = inf
bk,Λ
‖f −

∑
k∈Λ

bkψk‖X ,

ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì êîýôôèöèåíòàì bk è ìíîæåñòâàì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ #Λ =

m. Íàèëó÷øåå, ÷òî ìîæíî îæèäàòü îò Gm(f,Ψ, %) ýòî

‖f −Gm(f,Ψ, %)‖X = σm(f,Ψ).

Îïðåäåëåíèå 1.2 Áàçèñ Ψ íàçûâàåòñÿ ãðèäè áàçèñîì â X åñëè äëÿ âñåõ f ∈ X

ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà % ∈ D(f) äëÿ êîòîðîé

‖f −Gm(f,Ψ, %)‖X ≤ Cσm(f,Ψ), (1.2)

ãäå C í çàâèñèò îò f , % è m.

Â ðàáîòå [7] äîêàçàíà, ÷òî åñëè Ψ ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè (ãðèäè) áàçèñîì, òî (1.1)

(ñîîò. (1.2)) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ % ∈ D(f).

Îïðåäåëåíèå 1.3 Áàçèñ Ψ íàçûâàåòñÿ äåìîêðàòè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò ïî-

ñòîÿííîå C òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ èíäåêñîâ P è Q ñ #P = #Q

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖
∑
k∈P

ψk‖X ≤ C‖
∑
k∈Q

ψk‖X .

Â ðàáîòå [7] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà (Ñ. Êîíÿãèí, Â. Òåìëÿêîâ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû áàçèñ ÿâëÿëñÿ ãðèäè

áàçèñîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí áûë áåçóñëîâíûì è äåìîêðàòè÷åñêèì.

Èòàê, åñëè áàçèñ Ψ íå ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì, òî ‖f − Gm(f,Ψ, %)‖X ïî ïîðÿäêó

óñòóïàåò íàèëó÷øåìó ïðèáëèæåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Áàçèñ Ψ íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ãðèäè áàçèñîì â X åñëè ñóùå-

ñòâóåò ïîñòîÿííîå C òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ f ∈ X ñóùåñòâóåò % ∈ D(f) äëÿ êîòî-

ðîé

‖f −Gm(f,Ψ, %)‖X ≤ C inf
Λ,#Λ=m

‖f −
∑
k∈Λ

ck(f,Ψ)ψk‖X , m = 1, 2, . . .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
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Òåîðåìà B(Ñ. Äèëóîðò, Í. Êàëòîí, Ä. Êóòöàðîâà, Â. Òåìëÿêîâ). Äëÿ

òîãî, ÷òîáû áàçèñ ÿâëÿëñÿ ïî÷òè ãðèäè áàçèñîì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

îí áûë êâàçè-ãðèäè è äåìîêðàòè÷åñêèì áàçèñîì.

ßñíî, ÷òî â L2(0, 1) âñÿêèé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ áóäåò ãðèäè áàçèñîì, à íåðàâåí-

ñòâî (1.2) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè C = 1.

Â. Òåìëÿêîâûì äîêàçàíî (ñì. [4]), ÷òî ñèñòåìà Õààðà ÿâëÿåòñÿ ãðèäè áàçèñîì â

Lp(0, 1) ïðè 1 < p < +∞. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ñèñòåì òèïà Õààðà ïîëó÷èëà

À. Êàìîíò (ñì. [10]). Íî â L1(0, 1) ñèòóàöèÿ äðóãàÿ. Ñ. Äèëóîðò, Ä. Êóòöàðîâà è Ï.

Âîéòàùèê äîêàçàëè (ñì. [9]) ÷òî ñèñòåìà Õààðà íå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â

L1(0, 1). Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàò ïåðâîãî ïàðàãðàôà äèññåðòàöèè ñäåëàåì íåêî-

òîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü I åñòü ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéM = {m1,m2, . . .}

âîçðàñòàþùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîëîæèì

M = Z+ \M = {n0, n1, n2, . . .}, (n0 < n1 < n2 < . . .)

V [0] = {1, 2} è V [k] = {2k + 1, 2k + 2, . . . , 2k+1} äëÿ k ≥ 1,

Θ[H,M] =
⋃
k∈M
s∈V [k]

hs, L[H,M] = span{Θ[H,M]},

ãäå îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ áåðåòñÿ ïî L1(0, 1) íîðìå. Äëÿ ñèñòåìû Õààðà óñëîâèìñÿ

ïèñàòü Θ[M] è L[M]. Â ðàáîòå [9] äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåòM∈ I òàêàÿ, ÷òî ñèñòå-

ìà Θ[M] ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â L[M]. Íî ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

M âîçðàñòàþò íå ìåäëåííåå ÷åì ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à èìåííî mi+1

mi
> 2. Â

ïåðâîì ïàðàãðàôå íàñòîÿùåé ðàáîòû äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò âñå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòèM äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà Θ[M] ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â

L[M].

Òåîðåìà 1.1 Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû

1) Θ[M] ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â L[M],

2) Θ[M] äåìîêðàòè÷åñêèé,

3) Θ[M] ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ãðèäè áàçèñîì â L[M],
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4)M óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

#M = +∞ è H(M) = sup
i∈Z+

(ni+1 − ni) < +∞. (1.6)

Çàìå÷àíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå B äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü 1),

2) è 4).

Ñëåäñòâèå 1.1 Ïîäñèñòåìà Θ[M], M = {2, 4, 6, . . .} ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áà-

çèñîì â L[M].

Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êâàçè-ãðèäè áàçèñ â L1(0, 1) (ñì. [19]). Â ïåðâîì ïàðà-

ãðàôå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íè îäíà ñèñòåìà òèïà Õààðà íå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì,

à èìåííî

Òåîðåìà 1.2 Íè îäíà ñèñòåìà òèïà Õààðà íå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â

L1(0, 1).

Òåîðåìà 1.3 Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà òèïà Õààðà HT äëÿ êîòîðîé ïîäñèñòåìà

Θ[H,M], M = {2, 4, 6, ...} íå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â L[H,M].

Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ëåìì

×åðåç ‖f‖∆ îáîçíà÷èì L1(0, 1) íîðìó ôóíêöèè f íà ∆. Òàêæå ïîëîæèì supp(χn) =

∆n è supp(χ
(k)
n ) = ∆

(k)
n . Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà Õààðà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì áàçèñîì

â L1(0, 1), òî åñòü èç m > n ñëåäóåò, ÷òî ‖Sm(f)‖ ≥ ‖Sn(f)‖, ãäå Sm(f) åñòü m -òàÿ

÷àñòè÷íàÿ ñóììà Ôóðüå-Õààð ðÿäà ôóíêöèè f . Â ýòîé ñåêöèè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî

#M = +∞.

Ëåììà 1.1 Ïóñòü f ∈ L1(0, 1) è k ∈ N . Òîãäà äëÿ âñåõ n ∈ N

‖f‖∆k
≥| cn(f) |, åñëè ∆n ⊆ ∆k. (1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1 Ôóíêöèÿ Sn−1(f) ïîñòîÿííà íà ∆n. Îáîçíà÷èì ýòî

çíà÷åíèå ÷åðåç H. ßñíî, ÷òî

‖Sn(f)‖∆n = ‖Sn−1(f) + cn(f)χn‖∆n =
m(∆n)

2
(| H +

cn(f)

m(∆n)
| + | H − cn(f)

m(∆n)
|) =
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max(| H ·m(∆n) |, | cn(f) |) ≥| cn(f) | .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñèñòåìà Õààðà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì áàçèîì, èìååì, ÷òî

‖f‖∆k
≥ ‖f‖∆n ≥ ‖Sn(f)‖∆n ≥| cn(f) | .

Ëåììà 1.1 äîêàçàíà.

Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèM∈ I è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ïîëîæèì

P (k) = P (k)(M) = {f =

nk−1∑
i=1,i∈M

2i∑
s=1

p
(s)
i χ

(s)
i : p

(s)
i = 0 èëè | p(s)

i |≥ 1}

è

Q(k) = Q(k)(M) = {f =

nk−1∑
i=1,i∈M

2i∑
s=1

q
(s)
i χ

(s)
i : | q(s)

i |≤ 1}.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ f ∈ P (k) èëè f ∈ Q(k) èìååì, ÷òî c1(f) = c2(f) = 0.

Îáîçíà÷èì

Q = Q(M) =
∞⋃
k=1

Q(k)(M),

è ïîëîæèì

P̃ (k)(M) = {p ∈ P (k)(M) : p(x) = p(x+m(δ)); x ∈ δ = ∆
(2s−1)
ni+1 ,

i = 0, 1, . . . , k − 1; s = 1, . . . 2ni},

è

Q̃(k)(M) = {q ∈ Q(k)(M) : q(x) = q(x+m(δ)); x ∈ δ = ∆
(2s−1)
ni+1 ,

i = 0, 1, . . . , k − 1; s = 1, . . . 2ni}.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîéM∈ I è k ∈ N

‖f‖δ < 1, åñëè f ∈ Q(k)(M), (1.8)

ãäå δ ëþáîé èíòåðâàë Õààðà ∆
(s)
nk , 1 ≤ s ≤ 2nk . Äåéñòâèòåëüíî, àáñîëþòíîå çíà÷åíèå

ôóíêöèè f íà δ íå ïðåâîñõîäèò 2nk−1 + 2nk−2 + . . .+ 21 < 2nk , è m(δ) = 2−nk .
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Ïîëîæèì sp(f) = {k ∈ N : ck(f) 6= 0}. Äëÿ ëþáîéM∈ I è k ∈ N îáîçíà÷èì

Λ(k,M) = sup
p∈P (k),q∈Q
sp(p)∩sp(q)=∅

‖p‖
‖p+ q‖

è

Λ̃(k,M) = sup
p∈P̃ (k),q∈Q̃(k)

sp(p)∩sp(q)=∅

‖p‖
‖p+ q‖

.

Ëåììà 1.2 Ïóñòü f, g ∈ L1(0, 1), ‖f + g‖ 6= 0 è ïîñòîÿííîå B îïðåäåëÿåòñÿ èç

óñëîâèè

‖f‖ = B‖f + g‖. (1.9)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà ∆ = (a, b) ⊆ (0, 1) ñïðàâåäëèâî õîòüÿ áû îäíî èç

ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ

‖f (∆)
1 ‖ ≥ B‖f (∆)

1 + g
(∆)
1 ‖, (1.10)

‖f (∆)
2 ‖ ≥ B‖f (∆)

2 + g
(∆)
2 ‖, (1.11)

ãäå ôóíêöèè f
(∆)
1 , f

(∆)
2 , g

(∆)
1 è g

(∆)
2 îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî

f
(∆)
1 (x) =



f(x), x /∈ [a+b
2
, b)

f(x− b−a
2

), x ∈ [a+b
2
, b)

,

g
(∆)
1 (x) =



g(x), x /∈ [a+b
2
, b)

g(x− b−a
2

), x ∈ [a+b
2
, b)

,

f
(∆)
2 (x) =



f(x), x /∈ [a, a+b
2

)

f(x+ b−a
2

), x ∈ [a, a+b
2

)

,
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g
(∆)
2 (x) =



g(x), x /∈ [a, a+b
2

)

g(x+ b−a
2

), x ∈ [a, a+b
2

)

.

Áîëåå òîãî, ðàâåíñòâà â (1.10) è (1.11) âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.2 Ïîëîæèì δ1 = [a, a+b
2

) è δ2 = [a+b
2
, b). ßñíî, ÷òî

ñïðàâåäëèâî õîòüÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ

‖f‖ − ‖f‖δ2 + ‖f‖δ1 ≥ B(‖f + g‖ − ‖f + g‖δ2 + ‖f + g‖δ1), (1.12)

‖f‖+ ‖f‖δ2 − ‖f‖δ1 ≥ B(‖f + g‖+ ‖f + g‖δ2 − ‖f + g‖δ1). (1.13)

Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî èç (1.12) ñëåäóåò (1.10), à

èç (1.13) ñëåäóåò (1.11). Ëåììà 1.2 äîêàçàíà.

Äëÿ f, g ∈ L1(0, 1), ‖f + g‖ 6= 0 ïîëîæèì

S(f, g,∆) =



(f
(∆)
1 , g

(∆)
1 ) , åñëè (1.9) è (1.10) ñïðàâåäëèâû è ‖f (∆)

1 + g
(∆)
1 ‖ 6= 0,

(f
(∆)
2 , g

(∆)
2 ) , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ëåììà 1.3 Ïóñòü äàíû M ∈ I, k ∈ N , f ∈ P (k)(M) (f 6= 0), g ∈ Q(k)(M)

è sp(f) ∩ sp(g) = ∅. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî 0 ≤ i < k, 1 ≤ s ≤ 2ni è ôóíêöèé (f ′, g′) =

S(f, g,∆
(s)
ni ) èìååì, ÷òî

1) f ′ ∈ P (k)(M) è g′ ∈ Q(k)(M),

2) sp(f ′) ∩ sp(g′) = ∅,

3) ‖f‖
‖f+g‖ ≤

‖f ′‖
‖f ′+g′‖ ,

4) ‖f ′‖ > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.3 Ïóíêòû 1) è 2) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç îïðå-

äåëåíèé f ′ è g′, à 4) ñëåäóåò èç 3) ïîñêîëüêó ‖f‖ > 0. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

3). Èìååì, ÷òî ‖f‖ > 0 è sp(f) ∩ sp(g) = ∅, ñëåäîâàòåëüíî ‖f + g‖ > 0 è ìû ìîæåì

îïðåäåëèòü ïîñòîÿííîå B > 0 èç (1.9). Åñëè (f ′, g′) = (f
(∆

(s)
ni

)

1 , g
(∆

(s)
ni

)

1 ) òîãäà èìååì

(1.10) è ‖f ′ + g′‖ 6= 0, ñëåäîâàòåëüíî 3) ñïðàâåäëèâî. Åñëè (f ′, g′) = (f
(∆

(s)
ni

)

2 , g
(∆

(s)
ni

)

2 ),

òîãäà ëèáî (1.10) íå ñïðàâåäëèâî, ëèáî ‖f (∆
(s)
ni

)

1 + g
(∆

(s)
ni

)

1 ‖ = 0. Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè

îòäåëüíî.

1. ‖f (∆
(s)
ni

)

1 ‖ < B‖f (∆
(s)
ni

)

1 + g
(∆

(s)
ni

)

1 ‖. Ñîãëàñíî ëåììå 1.2 èìååì, ÷òî

‖f ′‖ > B‖f ′ + g′‖.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ‖f ′‖ > 0. Ïîñêîëüêó sp(f ′)∩ sp(g′) = ∅, èìååì, ÷òî ‖f ′+ g′‖ > 0

è ñëåäîâàòåëüíî

‖f‖
‖f + g‖

= B <
‖f ′‖
‖f ′ + g′‖

.

2. ‖f (∆
(s)
ni

)

1 + g
(∆

(s)
ni

)

1 ‖ = 0. ßñíî, ÷òî sp(f
(∆

(s)
ni

)

1 ) ∩ sp(g(∆
(s)
ni

)

1 ) = ∅, ñëåäîâàòåëüíî

f
(∆

(s)
ni

)

1 = g
(∆

(s)
ni

)

1 = 0, è

f(x) = g(x) = 0 äëÿ âñåõ x /∈ ∆2s
ni+1.

Èòàê ‖f ′‖ = 2‖f‖ è ‖f ′ + g′‖ = 2‖f + g‖ > 0, ñëåäîâàòåëüíî çàêëþ÷àåì, ÷òî

‖f‖
‖f + g‖

=
‖f ′‖
‖f ′ + g′‖

.

Ëåììà 1.3 äîêàçàíà.

Ëåììà 1.4 Äëÿ âñÿêîéM∈ I è k ∈ N èìååò ìåñòî

Λ(k,M) = Λ̃(k,M). (1.14)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.4 Ðàâåíñòâî (1.14) î÷åâèäíà, åñëè P (k)(M) = {f :

f = 0}. Ïóñòü p ∈ P (k)(M), (p 6= 0), q ∈ Q(M) è sp(p) ∩ sp(q) = ∅. Îáîçíà÷èì

q = S2nk (q) ∈ Q(k)(M). ßñíî, ÷òî

sp(p) ∩ sp(q) = ∅, ‖p+ q‖ ≥ ‖S2nk (p+ q)‖ = ‖p+ q‖ > 0.
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Ïîëîæèì

(p0, q0) = S(S(. . . (S(p, q,∆(1)
nk−1

),∆(2)
nk−1

),∆(3)
nk−1

), . . .),

∆(2nk−1 )
nk−1

),∆(1)
nk−2

),∆(2)
nk−2

), . . .),∆(2n0 )
n0

) . . .).

Ñîãëàñíî ëåììå 1.3 èìååì, ÷òî sp(p0) ∩ sp(q0) = ∅ è

‖p‖
‖p+ q‖

≤ ‖p‖
‖p+ q‖

≤ ‖p0‖
‖p0 + q0‖

. (1.15)

Çàìåòèì, ÷òî p0 ∈ P̃ (k)(M), q0 ∈ Q̃(k)(M) è p0 6= 0 . Ó÷èòûâàÿ (1.15) èìååì, ÷òî

Λ(k,M) ≤ Λ̃(k,M).

Íî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèé Λ(k,M) è Λ̃(k,M) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

Λ(k,M) ≥ Λ̃(k,M).

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò (1.14). Ëåììà 1.4 äîêàçàíà.

Ïîäñèñòåìû Õààðà êàê êâàçè-ãðèäè áàçèñ

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåé ëåììû

Ëåììà 1.5 Ïóñòü M ∈ I óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (1.6). Òîãäà äëÿ âñåõ

k ∈ N , p ∈ P̃ (k)(M), q ∈ Q̃(k)(M) äëÿ êîòîðûõ sp(p) ∩ sp(q) = ∅ è äëÿ âñÿêîãî

èíòåðâàëà Õààðà ∆
(s)
ni , i = 0, 1, . . . k; s = 1, 2, . . . , 2ni èìååì, ÷òî

‖p‖
∆

(s)
ni

≤ 2H(M)+1‖p+ q‖
∆

(s)
ni

+ 2 åñëè p ïîñòîÿííà íà ∆(s)
ni
, (1.16.1)

‖p‖
∆

(s)
ni

≤ 2H(M)+1‖p+ q‖
∆

(s)
ni

− 2H(M)+1 åñëè p íå ïîñòîÿííà íà ∆(s)
ni
. (1.16.2)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.5 Äîêàæåì ýòî ïî èíäóêöèè ïî i. Ïóñòü i = k. Ôóíê-

öèÿ p ïîñòîÿííà íà ∆
(s)
nk ; s = 1, . . . 2nk è ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (1.8))

‖p‖
∆

(s)
nk

≤ ‖p+ q‖
∆

(s)
nk

+ ‖q‖
∆

(s)
nk

<
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< ‖p+ q‖
∆

(s)
nk

+ 1 < 2H(M)+1‖p+ q‖
∆

(s)
nk

+ 2.

Äîïóñòèì, ÷òî (1.16.1) è (1.16.2) ñïðàâåäëèâû äëÿ íåêîòîðîé 1 ≤ i ≤ k è äîêàæåì

äëÿ i− 1. Åñëè p ïîñòîÿííà íà ∆
(s)
ni−1 , òî, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ñèñòåìû

Õààðà, èìååì, ÷òî

‖p‖
∆

(s)
ni−1

≤ ‖p+ S2ni−1 (q)‖
∆

(s)
ni−1

+ ‖S2ni−1 (q)‖
∆

(s)
ni−1

<

< ‖p+ S2ni−1 (q)‖
∆

(s)
ni−1

+ 1 ≤ ‖p+ q‖
∆

(s)
ni−1

+ 1 < 2H(M)+1‖p+ q‖
∆

(s)
ni−1

+ 2.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà p íå ïîñòîÿííà íà ∆
(s)
ni−1 . Çàìåòèì, ÷òî

∆(s)
ni−1

= ∆(2ni−ni−1 (s−1)+1)
ni

∪∆(2ni−ni−1 (s−1)+2)
ni

∪ . . . ∪∆(2ni−ni−1s)
ni

. (1.17)

Ïîñêîëüêó p ∈ P̃ (k)(M), êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè (1.17), íà êîòîðûõ

p 6= const ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì. Îáîçíà÷èì ýòî çíà÷åíèå ÷åðåç 2d. Åñëè d 6=

0 òî äëÿ íåêîòîðûõ 2d èíòåðâàëàõ ïðàâîé ÷àñòè (1.17) ñïðàâåäëèâî (1.16.2). Íà

îñòàëüíûõ 2ni−ni−1 − 2d èíòåðâàëàõ áóäåò ñïðàâåäëèâà (1.16.1). Ñóììèðóÿ âñå ýòè

íåðàâåíñòâà çàêëþ÷àåì, ÷òî

‖p‖
∆

(s)
ni−1

≤ 2H(M)+1‖p+ q‖
∆

(s)
ni−1

− 2d · 2H(M)+1 + 2(2ni−ni−1 − 2d) <

< 2H(M)+1‖p+ q‖
∆

(s)
ni−1

− 2H(M)+1,

ñëåäîâàòåëüíî (1.16.2) ñïðàâåäëèâî äëÿ i− 1.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà d = 0 (p ïîñòîÿííà íà âñåõ èíòåðâàëàõ ïðà-

âîé ÷àñòè (1.17) ). Çàìåòèì, ÷òî p íå ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëàõ ∆
(2s−1)
ni−1+1 è ∆

(2s)
ni−1+1.

Ïîñêîëüêó p ∈ P̃ (k)(M) è sp(p) ∩ sp(q) = ∅, ñîãëàñíî ëåììå 1.1 áóäåì èìåòü, ÷òî

‖p+ q‖
∆

(s)
ni−1

= ‖p+ q‖
∆

(2s−1)
ni−1+1

+ ‖p+ q‖
∆

(2s)
ni−1+1

≥ 2 (1.18)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû (ñì. (1.8)),

‖S2ni (q)‖∆
(s)
ni−1

≤ ‖S2ni−1 (q)‖
∆

(s)
ni−1

+ ‖S2ni (q)− S2ni−1 (q)‖
∆

(s)
ni−1

<

< 1 + ‖S2ni (q)− S2ni−1 (q)‖
∆

(s)
ni−1

≤ 1 + (2 + 22 + . . .+ 2ni−ni−1−1) ≤ 2H(M) − 1. (1.19)

Èç (1.18) è (1.19) çàêëþ÷àåì, ÷òî

2H(M)+1‖p+ q‖
∆

(s)
ni−1

− ‖p‖
∆

(s)
ni−1

≥ (2H(M)+1 − 1)‖p+ q‖
∆

(s)
ni−1

+ ‖p+ S2ni (q)‖∆
(s)
ni−1

−

−‖p‖
∆

(s)
ni−1

≥ 2(2H(M)+1 − 1)− (2H(M) − 1) ≥ 2H(M)+1.

Ëåììà 1.5 äîêàçàíà.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòíîøåíèé 1) è 4) òåîðåìû 1.1 1)⇒ 4). Ïóñòü H(M) =

+∞ èëè #M < +∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà B ìîæåì íàéòè m ∈ N

òàêîå, ÷òî {m + 1,m + 2, . . . ,m + 2B} ⊂ M. Äëÿ ôóíêöèè f =
∑m+2B

k=m+1 χ
(1)
k ∈ L[M]

èìååì, ÷òî

‖f‖ = 2− 21−2B < 2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè % ∈ D(f) òàêîå, ÷òî

GB(f, χ, %) =
B∑
s=1

χ
(1)
m+2s,

òî ‖GB(f, χ, %)‖ > B/4.

4)⇒ 1). Ïóñòü H(M) < +∞ è #M = +∞. Âûáåðåì ëþáóþ ôóíêöèþ f ∈

L[M], % ∈ D(f) è m ∈ N . Åñëè Gm(f) = f , òî ‖Gm(f)‖ = ‖f‖. Åñëè Gm(f) 6= f

òî ckm(f, χ) 6= 0, ïîýòîìó ìîæåì ïîëàãàòü p = Gm(f,χ,%)
ckm (f,χ)

è q = f−Gm(f,χ,%)
ckm (f,χ)

. ßñíî, ÷òî

sp(p) ∩ sp(q) = ∅, q ∈ Q(M) è p ∈ P (α)(M) ïðè íåêîòîðîì α. Îòñþäà èìååì, ÷òî

‖Gm(f)‖
‖f‖

=
‖p‖
‖p+ q‖

≤ Λ(α,M).
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Ïðèìåíÿÿ (1.16.2) ïðè i = 0 è s = 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî

Λ̃(α,M) < 2H(M)+1,

è ñîãëàñíî ëåììå 1.4

‖Gm(f)‖ ≤ 2H(M)+1‖f‖.

Ýêâèâàëåíòíîñòü 1) è 4) äîêàçàíà.

Ïîäñèñòåìà Õààðà êàê äåìîêðàòè÷åñêèé áàçèñ

Ïóñòü äàí M ∈ I (#M = +∞) è M = {n0, n1, n2, . . .}. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N

ìîæåì îäíîçíà÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèòü i ≥ 0 è 1 ≤ s ≤ 2ni+1 èç óñëîâèè n =

2n0+1 + 2n1+1 + . . .+ 2ni−1+1 + s. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Γn(M) = Γ
(s)
i (M) = {k ∈ N :

χk = χ(β)
α ; ni < α < ni+1; supp(χ(β)

α ) ⊆ supp(χ
(s)
ni+1)}.

Çàìåòèì, ÷òî
⋃∞
n=1 Γn(M) = Θ[M]. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) îïðåäåëèì

Γ-ñïåêòð ôóíêöèè f ñëåäóþùèì îáðàçîì

spΓ(M, f) = {n ∈ N : Γn(M) ∩ sp(f) 6= ∅}

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë Λ îáîçíà÷èì

IdΛ =
∑
k∈Λ

χk.

Ëåììà 1.6 Ïóñòü P êîíå÷íîå ìíîåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà

‖IdP‖ ≥
#spΓ(M, IdP )

2
. (1.20)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.6 Äîêàæåì ýòî ïî èíäóêöèè ïî #spΓ(M, IdP ). Ñî-

ãëàñíî ëåììå 1.1 ïðè #spΓ(M, IdP ) = 1 èìååì, ÷òî

‖IdP‖ ≥ 1 >
#spΓ(M, IdP )

2
.
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Äîïóñòèì, ÷òî (1.20) ñïðàâåäëèâî, åñëè #spΓ(M, IdP ) ≤ i è ïóñòü P ëþáîå ìíî-

æåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðîãî #spΓ(M, IdP ) = i+ 1. Îïðåäåëèì α è s èç

ñîîòíîøåíèÿ Γ
(s)
α = Γmax spΓ(M,P ) è ïîëîæèì

P = P \ Γ(s)
α .

ßñíî, ÷òî #spΓ(M, IdP ) = i è ñëåäîâàòåëüíî

‖IdP‖ ≥
i

2
. (1.21)

Âíå ìíîæåñòâà ∆
(s)
nα+1 ïîëèíîìû IdP è IdP ñîâïàäàþò è íà ∆

(s)
nα+1 ïîëèíîì IdP

ïîñòîÿíåí. Îáîçíà÷èì ýòî çíà÷åíèå ÷åðåç H. ÿñíî, ÷òî

| H |≤ 2nα−1 + 2nα−2 + . . .+ 22 + 2 < 2nα ,

ñëåäîâàòåëüíî

‖IdP‖∆
(s)
nα+1
≤| H | ·m(∆

(s)
nα+1) <

1

2
. (1.22)

Ñîãëàñíî ëåììå 1.1 äëÿ ïîëèíîìà P èìååì, ÷òî

‖IdP‖∆
(s)
nα+1
≥ 1. (1.23)

Èç (1.21)-(1.23) ñëåäóåò, ÷òî

‖IdP‖ = ‖IdP‖ − ‖IdP‖∆
(s)
nα+1

+ ‖IdP‖∆
(s)
nα+1

>
i+ 1

2
.

Ëåììà 1.6 äîêàçàíà.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòíîøåíèé 2) è 4) òåîðåìû 1.1 2)⇒ 4). Ïóñòü H(M) =

+∞ èëè #M < +∞. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî B ìîæíî íàéòè m ∈ N òàêîå,

÷òî {m+ 1,m+ 2, . . . ,m+ 2B} ⊂ M. Ñëåäîâàòåëüíî èìååì, ÷òî

‖
m+2B∑
k=m+1

χ
(1)
k ‖ < 2 è ‖

m+2B∑
k=m+1

χ
(2)
k ‖ = 2B,

ò. å. ñèñòåìà Θ[M] íå äåìîêðàòè÷íà.

4)⇒ 2). Ïóñòü H(M) < +∞ è #M = +∞. Çàìåòèì, ÷òî

#Γ
(s)
i (M) = 2ni+1−ni−1 − 1 < 2H(M)−1 äëÿ âñåõ s = 1, 2, . . . , 2ni+1; i = 0, 1, 2, . . . .
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Ñîãëàñíî ëåììå 1.6 äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà P íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìå-

åì, ÷òî

‖IdP‖ ≥
#spΓ(M, IdP )

2
>

#P

2H(M)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

‖IdP‖ ≤ #P.

Èòàê, äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà P íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìååì, ÷òî

#P

2H(M)
≤ ‖

∑
i∈P

χi‖ ≤ #P,

ò. å. Θ[M] äåìîêðàòè÷íà. Òåîðåìà 1.1 äîêàçàíà.

Ñèñòåìû òèïà Õààðà

Äëÿ âñÿêîãî èíòåðâàëà δ ⊆ (0, 1) ïîëîæèì

χ(δ, x) =



1
m(δ)

, åñëè x ∈ δ,

0 , äëÿ îñòàëüíûõ x.

Ïóñòü HT = {hn}∞n=1 ñèñòåìà òèïà Õààðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ T . Ñîãëàñíî îïðåäå-

ëåíèþ ñèñòåìû Õààðà èìååì, ÷òî

χ(∆
(2j−1)
i+1 ) = χ(∆

(j)
i ) +

2m(∆
(2j)
i+1 )

m(∆
(j)
i )

h
(j)
i ,

χ(∆
(2j)
i+1 ) = χ(∆

(j)
i )− 2m(∆

(2j−1)
i+1 )

m(∆
(j)
i )

h
(j)
i .

(1.24)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

| c(j)
i (χ(∆

(j̃)
i+1)) |≥ 1, åñëè m(∆

(j̃)
i+1) ≤ m(∆

(j)
i )

2
, (1.25)

| c(j)
i (χ(∆

(j̃)
i+1)) |≤ 1, åñëè m(∆

(j̃)
i+1) ≥ m(∆

(j)
i )

2
,

ãäå j̃ = 2j − 1, 2j, è c
(j)
i (f) = c2i+j(f) åñòü êîýôôèöèåíò ïðè h

(j)
i â ðàçëîæåíèè

ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå {h(j)
i }.

31



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2 Ïóñòü k0 = 0, j0 = 1. Äëÿ âñÿêîãî i = 0, 1, 2, . . .

îïðåäåëèì ki+1 è jki+1, . . . , jki+1
èç óñëîâèé

∆
(jki )

ki
⊃ ∆

(jki+1)

ki+1 ⊃ . . . ⊃ ∆
(jki+1−1)

ki+1−1 ⊃ ∆
(jki+1

)

ki+1
,

m(∆
(jki+1−2)

ki+1−2 ) ≥
m(∆

(jki )

ki
)

2
è m(∆

(jki+1−1)

ki+1−1 ) <
m(∆

(jki )

ki
)

2
, (1.26)

m(∆
(js+1)
s+1 ) ≥ m(∆

(js)
s )

2
äëÿ s = ki, . . . , ki+1 − 2, (1.27)

m(∆
(jki+1

)

ki+1
) ≤

m(∆
(jki+1−1)

ki+1−1 )

2
. (1.28)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Fs = χ(∆
(jks )
ks

),

ãäå s ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Èç (1.24) çàêëþ÷àåì, ÷òî

Fs =
ks−1∑
i=0

c
(ji)
i h

(ji)
i + h1.

Ñîãëàñíî (1.25),(1.27) è (1.28) èìååì, ÷òî

| c(jki−1)

ki−1 (Fs) |≥ 1 äëÿ i = 1, 2, . . . , s, (1.29)

è

| c(jm)
m (Fs) |≤ 1 äëÿ m 6= k1 − 1, k2 − 1, . . . , ks − 1.

Èòàê, äëÿ íåêîòîðîãî % ∈ D(Fs) èìååì, ÷òî

Gs(Fs,HT , %) =
s∑
i=1

c
jki−1

ki−1 (Fs) · h
(jki−1)

ki−1 ,

è ó÷èòûâàÿ (1.26) è (1.29) çàêëþ÷àåì, ÷òî

‖Gs(Fs)‖ ≥
s

4
.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

‖Fs‖ = ‖χ(∆
(jks )
ks

)‖ = 1

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè s, ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà HT

íå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â L1(0, 1). Òåîðåìà 1.2 äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3 Ïóñòü HT = {hn}∞n=1 ñèñòåìà òèïà Õààðà îïðå-

äåëÿåìàÿ èç ñîîòíîøåíèé

m(∆
(2j−1)
2i+1 ) = m(∆

(2j)
2i+1) äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , 22i; i = 0, 1, 2, . . . (1.30)

m(∆
(2j−1)
2i ) = 2im(∆

(2j)
2i ) äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , 22i−1; i = 1, 2, . . . .

Ïóñòü C ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Èç ñîîòíîøåíèé (1.24) è (1.30) ñëåäóåò,

÷òî

χ(∆
(1)
2C+1) =

C∑
i=1

h
(1)
2i +

C∑
i=1

2h
(1)
2i−1

2i + 1
+ h2 + h1,

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè f =
∑C

i=1 h
(1)
2i èìååì, ÷òî

‖f‖ ≤ 2 +
C∑
i=1

2

2i + 1
+ ‖χ(∆

(1)
2C+1)‖ < 4 + ‖χ(∆

(1)
2C+1)‖ = 5.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî % ∈ D(f)

GC/2(f) = ‖
C/2∑
i=1

h
(1)
4i ‖.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ‖GC/2(f)‖ ≥ C/8. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ

çàìåòèòü, ÷òî f ∈ L[T ,M], ãäåM = {2, 4, 6, . . .}. Òåîðåìà 1.3 äîêàçàíà.
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� 2 Íåëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî ñèñòåìå Õààðà è

èñïðàâëåíèÿ ôóíêöèé

Èäåÿ îá èñïðàâëåíèè ôóíêöèè ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ åå ñâîéñòâ ïðèíàäëåæèò Í.

Í. Ëóçèíó. Èì â 1912 ã. áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé çíàìåíèòûé ðåçóëüòàò (ñì. [20]).

Òåîðåìà A( C- câîéñòâî Í. Í. Ëóçèíà). Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé, ïî÷òè âñþäó

êîíå÷íîé íà [0,1] ôóíêöèè f è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî

E ñ ìåðîé | E |> 1− ε è íåïðåðûâíàÿ íà [0,1] ôóíêöèÿ g, ñîâïàäàþùàÿ ñ f íà E.

Â 1939ã. Ä.Å.Ìåíüøîâ [21] äîêàçàë ñëåäóþùóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðåìó

Òåîðåìà B (Óñèëåííîå C- câîéñòâî Ä.Å.Ìåíüøîâa). Ïóñòü f èçìåðèìàÿ

ôóíêöèÿ, êîíå÷íàÿ ïî÷òè âñþäó íà [0, 2π]. Êàêîâî áû íe áûëî ε > 0, ìîæíî îïðå-

äåëèòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ g, ñîâïaäàþùóþ ñ f íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E,

|E| > 2π− ε è òàêóþ, ÷òî åå ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà [0, 2π].

Äàëåå â ýòîì íàïðàâëåíèè èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû À. À. Òàëàëÿíîì

[22], Ô. Ã. Àðóòþíÿíîì [23], Î. Ä. Öåðåòåëè [24], Ó. Ïðàéñîì [25], Ê. È. Îñêîëêîâûì

[26], Á. Ñ. Êàøèíîì [27-28], Ê. Ñ. Êàçàðÿíîì [29-30], Ð. È. Îñèïîâûì [31], Ì. Ã.

Ãðèãîðÿíîì [30,32-36] è äðóãèìè àâòîðàìè (ñì. [30], [37]-[41]).

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷èì íåêîòîðûå âîïðîñû î ïîâåäåíèè æàäíîãî àëãîðèòìà

ïî ñèñòåìå Õààðà, ïîñëå èñïðàâëåíèÿ ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì îïðåäåëåíèå

æàäíîãî àëãîðèòìà.

Ïóñòü Ψ = {ψk}∞k=1 íîðìèðîâàííûé áàçèñ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Äëÿ êàæ-

äîãî f ∈ X áóäåì èìåòü ðàçëîæåíèå

f =
∞∑
k=1

ck(f,Ψ)ψk.

Ïóñòü S ⊂ N íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîëîæèì

ΨS = {ψk}k∈S . Ïóñòü % = {%(k)}∞k=1 íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë ìíîæåñòâà S, äëÿ
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êîòîðîé èìååò ìåñòî

| c%(k+1)(f,Ψ) |X≤ | c%(k)(f,Ψ) |X äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k.

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê îáîçíà÷èì ÷åðåç D(f,ΨS). Êîãäà èìåþò ìå-

ñòî ñòðîãèå íåðàâåíñòâà, òî D(f,ΨS) ñîäåðæèò òîëüêî îäèí ýëåìåíò {%(k)}.

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ X è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà % = {%(k)} ∈ D(f,ΨS) îïðå-

äåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ {Gm(f,ΨS , %)}∞m=1, ñëåäóþùèì

îáðàçîì

Gm(f) = Gm(f,ΨS) = Gm(f,ΨS , %) =
m∑
k=1

c%(k)(f,Ψ)Ψ%(k).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè S = N áóäåì èìåòüGm(f,Ψ). Ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ ýëåìåíòà f ∈

X ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {Gm(f,Ψ)}∞m=1 íàçûâàåòñÿ æàäíûì àëãîðèòìîì ïî ñèñòåìå

Ψ (ïîäðîáíî îá ýòîì ñì. îáçîðíóþ ñòàòüþ Â. Í. Òåìëÿêîâà [1]). Ãîâîðÿò, ÷òî æàäíûé

àëãîðèòì ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå Ψ ñõîäèòñÿ â X, åñëè ïðè íåêîòîðîì % ∈ D(f,Ψ)

èìååò ìåñòî

lim
m→∞

‖Gm(f,Ψ, %)− f‖X = 0.

Æàäíûå àëãîðèòìû äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ èçó÷åíû Ð. ÄåÂîðîì [2], Â. Í.

Òåìëÿêîâûì [2-7], Ï. Âîéòàùèêîì [8-9], Ñ.Â. Êîíÿãèíîì [7], Ì. Ã. Ãðè-ãîðÿíîì [13-

14] è äðóãèìè àâòîðàìè (ñì. [6],[9-12], [15-19]). Â ðàáîòå [8] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà (Ï. Âîéòàùèê). Ïóñòü Ψ = {ψk}∞k=1 áàçèñ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

X. Äëÿ òîãî, ÷òîáû æàäíûé àëãîðèòì äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ èç X ñõîäèëñÿ â X,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî

äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà f ∈ X è äëÿ ëþáûõ % ∈ D(f,Ψ) è m ∈ N âûïîëíÿëîñü

íåðàâåíñòâî

‖Gm(f,Ψ, %)‖X ≤ C · ‖f‖X .

Îáîçíà÷èì

V [0] = {1, 2} è V [p] = {2p + 1, 2p + 2, . . . , 2p+1} ïðè p = 1, 2, . . . .
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Íèæå ïîä âûðàæåíèåì ‖f‖∆ áóäåì ïîäðàçóìåâàòü L1(0, 1) íîðìó ôóíêöèè f íà

ìíîæåñòâå ∆ è íàïèøåì ‖f‖, åñëè ∆ = (0, 1). À ïîä âûðàæåíèåì ‖f‖2 áóäåì ïîäðà-

çóìåâàòü L2(0, 1) íîðìó ôóíêöèè f .

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà Õààðà χ = {χn}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â L1(0, 1) (ñì.

íàïðèìåð [44]). Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ cn(f, χ) áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ïî ôîðìó-

ëàì

cn(f, χ) =
1(

‖χn‖2

)2

∫ 1

0

f(t)χn(t)dt

(çäåñü ñèñòåìà Õààðà íîðìèðîâàíà â L1(0, 1)). Â íàøèõ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë M = {Ms}∞s=1 ôèêñèðîâàía è

óäîâëåòâîðÿeò óñëîâèÿì

0 ≤M1 < M2 ≤M3 < M4 ≤ . . . < M2s−2 ≤M2s−1 < M2s . . .

è

lim
s→∞

(M2s −M2s−1) = +∞.

Îïðåäåëèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nk}∞k=1 ñëå-

äóþùèì îáðàçîì

S = S(M) = {nk}∞k=1 = {n ∈ V [p] : M2s−1 ≤ p < M2s, s = 1, 2, . . .}.

ãäå ìíîæåñòâà V [p] îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (1.3). Ïîëîæèì χS = {χnk}∞k=1.

Â ðàáîòå [9] äîêàçàíà, ÷òî æàäíûé àëãîðèòì â L1(0, 1) ïî ñèñòåìå Õààðà ñõîäèò-

ñÿ íå äëÿ âñåõ ôóíêöèé èç L1(0, 1), ò. å. (ïî òåîðåìå À) êàêîâî áû íå áûëî ïîëî-

æèòåëüíîå ÷èñëî C, ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ f ∈ L1(0, 1), ïåðåñòàíîâêà % ∈ D(f, χ) è

íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêèå, ÷òî

‖Gm(f, χ, %)‖ > C‖f‖.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü óñèëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì

Òåîðåìà 2.1 Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé 0 <| E |≤ 1 ñóùåñòâóþò

ôóíêöèÿ f ∈ L1(0, 1) è ïåðåñòàíîâêà % ∈ D(f, χ) òàêèå, ÷òî

lim
m→∞

‖Gm(f, χ, %)‖E = +∞.
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Åñòåñòâåíåí âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè èçìåðèìîå ìíîæåñòâî e ñêîëü óãîäíî ìàëîé

ìåðû òàêîå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì C, ïîñëå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) íà e, îïåðàòîðû Gm(f̃ , χ, %) äëÿ âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè

f̃ ∈ L1(0, 1) óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿì

‖Gm(f̃ , χ, %)‖ ≤ C‖f‖, äëÿ âñåõ m ≥ 1, % ∈ D(f̃ , χ).

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòàâëåííûé âîïðîñ èìååò ïîëîæè-

òåëüíûé îòâåò. Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2.2 Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂

[0, 1] ñ ìåðîé | E |> 1−ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè

ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E, è ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ
∑∞

n=1 cn(f̃ , χ)χn

ôóíêöèè f̃ ïî ñèñòåìå Õààðà ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ íàòóðàëü-

íûõ m âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

1) c%(m)(f̃ , χ) > c%(m+1)(f̃ , χ),

2) ‖Gm(f̃ , χ)‖ ≤ 3‖f̃‖ ≤ 12‖f‖,

3) lim
m→∞

‖Gm(f̃ , χ)− f̃‖ = 0.

Â ñâÿçè ñ ïåðâûì óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 2.2 îòìåòèì, ÷òî èñïðàâëåííóþ ôóíê-

öèþ f̃ íåâîçìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû

cm(f̃ , χ) ≥ cm+1(f̃ , χ), m = 1, 2, 3, . . . .

Áîëåå òîãî, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2.3 Êàêîâî áû íå áûëî èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé 0 <|

E |< 1 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f0 ∈ L1(0, 1) òàêàÿ, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ

f ∈ L1(0, 1) ñîâïàäàåò ñ f0 íà E, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {| cn(f, χ) |}∞n=1 íå ìîæåò

áûòü ìîíîòîííî óáûâàþùåé.
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Âìåñòå ñ òåì èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2.4 Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂

[0, 1] ñ ìåðîé | E |> 1−ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè

ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E, òàêîå, ÷òî âñå íåíóëåâûå ÷ëåíû â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn(f̃ , χ)} ðàñïîëîæåíû â óáûâàþùåì ïîðÿäêå.

Ýòà òåîðåìà ñëåäóåò èç áîëåå îáùåé òåîðåìû

Òåîðåìà 2.5 Ïóñòü {ϕk} = χS (ñì. (1.4),(1.5)) ïîäñèñòåìà ñèñòåìû Õààðà.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóþò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé

| E |> 1− ε è ðÿä âèäà
∞∑
i=1

aiϕi, ñ ai ↘ 0,

òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1),

ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E è ðÿä âèäà

∞∑
i=1

δiaiϕi; ãäå δi = 0 èëè 1,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê f̃ â L1(0, 1).

Ñëåäñòâèå 2.1 Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂

[0, 1] ñ ìåðîé | E |> 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(E) ñóùåñòâóåò

ðÿä âèäà
∞∑
i=1

aiχki ãäå ai ↘ 0 è k1 < k2 < . . . ,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê f ïî íîðìå L1(E).

Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â òåîðåìàõ À è Á "èñêëþ÷èòåëü-

íîå"ìíîæåñòâî e = [0, 1] \E, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ôóíêöèè f , çàâè-

ñèò îò ôóíêöèè, à â òåîðåìàõ 2.1-2.6 ìíîæåñòâî E óíèâåðñàëüíî (íå çàâèñèò îò

ôóíêöèè).

Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ ïîäñèñòåìû χS äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 2.6 Ïóñòü χS = {χnk}∞k=1 ïîäñèñòåìà (ñì. (1.4),(1.5) ) ñèñòåìû Õààðà.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé

| E |> 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ
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f̃ ∈ L1(0, 1) ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E äëÿ êîòîðîé

‖Gm(f̃ , χS)‖ ≤ 3‖f̃‖ ≤ 12‖f‖, äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m,

è

lim
m→∞

‖Gm(f̃ , χS)− f̃‖ = 0.

Â ñâÿçè ñ ýòîé òåîðåìîé îòìåòèì, ÷òî êàêîâà áû íå áûëà ïîäñèñòåìà χS (ñì.

(1.4),(1.5)) ñèñòåìû Õààðà, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ span(χS), (span(χS) - çàìûêàíèå

ëèíåéíîé îáîëî÷êè ïîäñèñòåìû χS â L
1(0, 1) ), æàäíûé àëãîðèòì êîòîðîé íå ñõîäèòñÿ

â L1(0, 1) ïî ñèñòåìå Õààðà. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1.

Òåîðåìó, àíàëîãè÷íóþ ê 2.2 äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû äîêàçàë Ì. Ã. Ãðè-

ãîðÿí â ðàáîòå [13]. À èìåííî

Òåîðåìà C(Ì. Ã. Ãðèãîðÿí). Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò èçìåðè-

ìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé | E |> 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E, è ÷ëå-

íû ðàçëîæåíèÿ
∑∞

n=1 an(f̃)ϕn ôóíêöèè f̃ ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå {ϕn}∞n=1

ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøå-

íèÿ

1) | aσ(m)(f̃) | > | aσ(m+1)(f̃) |,

è

2) lim
m→∞

‖
m∑
k=1

aσ(k)(f̃)ϕσ(k) − f̃‖ = 0.

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 2.2 âñå êîýôôèöèåíòû {cn(f̃ , χ)}∞n=1 ïîëîæèòåëüíû, à

â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû C íå âèäíî, ìîæíî ëè èñïðàâëåííóþ ôóíêöèþ âûáðàòü

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åå êîýôôèöèåíòû ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå áûëè ïî-

ëîæèòåëüíû.
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Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ëåìì

Ëåììà 2.1 Ïóñòü äàíû ÷èñëà N0 ∈ N , γ 6= 0, δ > 0, ν, q ≥ 1 è äâîè÷íûé

èíòåðâàë ∆ = ( i−1
2ν
, i

2ν
), i ∈ [1; 2ν ]. Òîãäà ñóùåñòâóþò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî

E ⊂ ∆ è ïîëèíîì Q ïî ïîäñèñòåìå χS = {χnk} = {ϕk} Õààðà âèäà

Q =
N∑

k=N0

akϕk = a
n∑
i=1

ϕki ãäå ak ≥ 0, a > 0 è

N0 ≤ k1 < k2 < . . . < kn ≤ N,

òàêèå, ÷òî

1) | E |≥ (1− 2−q) | ∆ |,

2) Q =



γ : íà E

0 : âíå ∆

,

3)
∫ 1

0
| Q(x) | dx = 2 | γ | · | ∆ | (1− 2−q),

4)
∑N

k=N0

(
ak‖ϕk‖2

)2

< 2qγ2 | ∆ | è 0 < aki = a < δ, ïðè 1 ≤ i ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1 Ïóñòü

I1(x) =



1 : ïðè x ∈ [0, 1− 1
2q

),

1− 2q : ïðè x ∈ [1− 1
2q
, 1),

è

I2(x) =



1 : ïðè x ∈ [ 1
2q
, 1),

1− 2q : ïðè x ∈ [0, 1
2q

. (2.1)

Ôóíêöèè I1 è I2 ïðîäîëæèì ñ ïåðèîäîì 1 ñ [0, 1) íà âñþ îñü. Î÷åâèäíî, ÷òî∫ 1

0

I1(x)dx =

∫ 1

0

I2(x)dx = 0. (2.2)
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Âîçüìåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî j íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåí-

ñòâà

M2j−1 >

∣∣∣∣log2
| γ |
δ

∣∣∣∣+ log2N0 + ν, è M2j −M2j−1 > q + ν + 2 (ñì. (1.4)).

(2.3)

Ïîëîæèì

m = M2j − q − 2, (2.4)

Q1(x) = γ · I1(2mx) · χ∆(x)

Q2(x) = γ · I2(2mx) · χ∆(x),
(2.5)

(çäåñü χ∆ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ∆) è

E1 = {x ∈ ∆ : Q1(x) = γ}
E2 = {x ∈ ∆ : Q2(x) = γ}.

(2.6)

Â ñèëó (2.1),(2.5) è (2.6) çàêëþ÷àåì, ÷òî

| E1 |=| E2 |= (1− 1

2q
) | ∆ |,

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî E è ôóíêöèþ Q ñëåäóþùèì îáðàçîì

E =



E1 : åñëè γ > 0,

E2 : åñëè γ < 0.

è Q =



Q1 : åñëè γ > 0,

Q2 : åñëè γ < 0.

(2.7)

Â ñèëó (2.1)-(2.5) èìååì, ÷òî

a(i)
s (Q,χ) =

1(
‖χ(i)

s ‖2

)2

∫ 1

0

Q(t)χ(i)
s (t)dt = 0, ïðè s /∈ [M2j−1,M2j) è 1 ≤ i ≤ 2s,

ò. å. Q åñòü ïîëèíîì ïî ñèñòåìå χS . ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî E è ïîëèíîì

Q =

M2j−1∑
s=M2j−1

2s∑
i=1

a(i)
s χ

(i)
s =

N∑
n=N0

anϕn

óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì 1) è 2) ëåììû. Ïðè s ∈ [M2j−1,M2j) èìååì, ÷òî

a(i)
s (Q1) =



0 : åñëè
∫

∆
(i)
s
Q1(t)χ

(i)
s (t)dt = 0

2−mγ : â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
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a(i)
s (Q2) =



0 : åñëè
∫

∆
(i)
s
Q2(t)χ

(i)
s (t)dt = 0

−2−mγ : â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (2.7) ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî âñå íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû

aki ïîëèíîìà Q ðàâíû ìåæäó ñîáîé è èç (2.3) è (2.4) ïîëó÷èì, ÷òî

0 < aki(Q) = a = 2−m | γ |< 2−M2j−1 | γ |< δ.

Çàìåòèì, ÷òî (ñì. (2.1),(2.4) è (2.7) )∫ 1

0

| Q(x) | dx =

∫
∆

| Q(x) | dx =

=| γ | ·(1− 1

2q
) | ∆ | + | γ | (2q − 1)

| ∆ |
2q

= 2 | γ | · | ∆ | (1− 1

2q
),

ñëåäîâàòåëüíî, èìååì óòâåðæäåíèå 3) ëåììû. Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòà-

åòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

N∑
k=N0

(
ak‖ϕk‖2

)2

=

∫ 1

0

Q2(x)dx = γ2(1− 1

2q
) | ∆ | +(2q − 1)2γ2 1

2q
| ∆ |< 2qγ2 | ∆ | .

Ëåììà 2.1 äîêàçàíà.

Ëåììà 2.2 Ïóñòü äàíû ïîäñèñòåìà χS = {χnk} = {ϕk}, ÷èñëà γ 6= 0, ε ∈

(0, 1), δ > 0, N0 ∈ N è äâîè÷íûé èíòåðâàë ∆ = ( i−1
2n
, i

2n
) i ∈ [1; 2n], n = 0, 1, 2, . . ..

Òîãäà ñóùåñòâóþò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ ∆, ôóíêöèÿ g ∈ L1(0, 1), ïîëèíîì

Q âèäà

Q =
N∑

k=N0

akϕk ãäå ak > 0 äëÿ âñåõ N0 ≤ k ≤ N,

è ïåðåñòàíîâêà {σ(k)}Nk=N0
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N0, . . . , N óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâè-

ÿì

1) | E |> (1− ε) | ∆ |,
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2) g =



γ : íà E

0 : âíå ∆

,

3) | γ | · | ∆ |≤
∫ 1

0
| g(x) | dx < (2− ε) | γ | · | ∆ |,

4)
∫ 1

0
| g(x)−Q(x) | dx < δ,

5) δ > aσ(N0) > aσ(N0+1) > . . . > aσ(N) > 0;
∑N

k=N0

(
ak‖ϕk‖2

)2+ε

< δ2+ε,

6) maxN0≤m≤N
∫ 1

0
|
∑m

k=N0
aσ(k)ϕσ(k)(x) | dx ≤ 2 | γ |

(
|∆|
ε

) 1
2

.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2 Ðàçäåëèì èíòåðâàë ∆ íà 2ν0 ðàâíûõ èíòåðâàëîâ

∆1,∆2, . . . ,∆2ν0 , ãäå çíà÷åíèå ν0 óñòàíîâëåíî íèæå. Ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì

ëåììû 2.1, ïîëàãàÿ

q =
[
log2

1

ε

]
+ 1, (2.8)

ìîæåì îïðåäåëèòü ìíîæåñòâà Eν ⊂ ∆ν ñ ìåðîé

| Eν |≥ (1− 2−q) | ∆ν |> (1− ε) | ∆ν |, (2.9)

è ïîëèíîìû Qν (ν = 1, . . . , 2ν0) ïî ïîäñèñòåìå {ϕk} âèäà

Qν =
Nν−1∑
k=Nν−1

akϕk, ñ 0 ≤ ak <
δ

2
, (2.10)

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Qν =



γ : íà Eν

0 : âíå ∆ν

, (2.11)

Nν−1∑
k=Nν−1

(
ak‖ϕk‖2

)2

< 2qγ2 | ∆ν | <
2γ2 | ∆ν |

ε
. (2.12)
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Ïîëîæèì

E =
2ν0⋃
ν=1

Eν , (2.13)

è

g =
2ν0∑
ν=1

Qν =
N∑

k=N0

akϕk, ãäå N = N2ν0 − 1. (2.14)

Èç (2.11),(2.13) è (2.14) âûòåêàåò, ÷òî

g =



γ : íà E

0 : âíå ∆

è | E |> (1− ε) | ∆ |,

à ñîãëàñíî (2.12) èìååì, ÷òî

N∑
k=N0

(
ak‖ϕk‖2

)2

<
2γ2 | ∆ |

ε
. (2.15)

Ó÷èòûâàÿ (2.12) è (2.15) áóäåì èìåòü

N∑
k=N0

(
ak‖ϕk‖2

)2+ε

≤
(

max
N0≤k≤N

ak‖ϕk‖2

)ε
·

N∑
k=N0

(
ak‖ϕk‖2

)2

<

(
2γ2 | ∆ |

2ν0ε

)ε
· 2γ2 | ∆ |

ε
.

Âûáèðàÿ ν0 äîñòàòî÷íî áîëüøèì, áóäåì èìåòü

N∑
k=N0

(
ak‖ϕk‖2

)2+ε

<

(
δ

2

)2+ε

. (2.16)

×ëåíû ïîëèíîìà g =
∑N

k=N0
akϕk ïåðåñòàâèì òàê, ÷òîáû

aσ(N0) ≥ aσ(N0+1) ≥ . . . ≥ aσ(N) ≥ 0,

(çäåñü {σ(k)}Nk=N0
íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë [N0, N ]) . Ïîëîæèì

aσ(k) = aσ(k) +
α

2k
, ãäå α = min{| γ | · | ∆ |

1/2

2
·
( N∑
k=N0

‖ϕk‖2
2

)−1/2

;
δ

2
;
ε

2
}. (2.17)

Ñîãëàñíî (2.10) è (2.17) èìååì, ÷òî δ > aσ(k) > aσ(k+1) > 0. Îïðåäåëèì ïîëèíîì

Q ñëåäóþùèì îáðàçîì

Q =
N∑

k=N0

akϕk.
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Î÷åâèäíî, ÷òî

Q =
N∑

k=N0

akϕk +
N∑

k=N0

α

2k
ϕσ(k). (2.18)

Îòñþäà è èç (2.14) è (2.17) çàêëþ÷àåì, ÷òî∫ 1

0

| Q(x)− g(x) | dx ≤
N∑

k=N0

α

2k
< α < δ.

Ñîãëàñíî (2.8),(2.14) è óòâåðæäåíèþ 3 ëåììû 2.1 èìååì, ÷òî

| γ | · | ∆ |≤
∫ 1

0

| g(x) | dx = 2(1− 2−q) | γ | · | ∆ |< (2− ε) | γ | · | ∆ | .

Èç (2.16) è (2.17) âûòåêàåò, ÷òî(
N∑

k=N0

(
ak‖ϕk‖2

)2+ε

) 1
2+ε

≤

(
N∑

k=N0

(
ak‖ϕk‖2

)2+ε

) 1
2+ε

+ α

(
N∑

k=N0

( 1

2k
)2+ε

) 1
2+ε

< δ

Òåïåðü ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óòâåðæäåíèÿ 6) ëåììû. Ó÷èòûâàÿ (2.15) è (2.17),

ïîëó÷èì

max
N0≤m≤N

∫ 1

0

|
m∑

k=N0

aσ(k)ϕσ(k)(x) | dx ≤
( N∑
k=N0

(
aσ(k)‖ϕσ(k)‖2

)2
)1/2

≤

≤

(
N∑

k=N0

(
aσ(k)‖ϕσ(k)‖2

)2

) 1
2

+ α

(
N∑

k=N0

2−2k
(
‖ϕσ(k)‖2

)2

) 1
2

≤ 2 | γ |

(
| ∆ |
ε

)1/2

.

Ëåììà 2.2 äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3 Ïóñòü äàíû ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ

f =

ν0∑
ν=1

γνχ∆ν ,

ãäå {∆ν}ν0ν=1 íåïåðåñåêàþùèåéñÿ äâîè÷íûå èíòåðâàëû è γν 6= 0, öåëîå 0 < ε < 1

è íàòóðàëüíîå N0 > 2. Òîãäà ñóùåñòâóþò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] è

ïîëèíîì ïî ïîäñèñòåìå Õààðà χS = {χnk} = {ϕk} âèäà

Q =
M∑
j=1

Ajϕnj , ãäå N0 < n1 è {nj}Mj=1 âîçðàñòàþùèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì
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1) | E |≥ 1− ε,

2) Q(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ E,

3) ε > Aj ≥ Aj+1 > 0, ïðè j = 1, . . . ,M − 1,

4)
∫ 1

0
| Q(x) | dx ≤ 2

∫ 1

0
| f(x) | dx,

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.3 Ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ëåììû 2.1 ìîæíî

îïðåäåëèòü ìíîæåñòâà Eν ⊂ ∆ν è ïîëèíîìû

Qν =
mν−1∑
j=mν−1

Ajϕnj , ãäå {nj}mν−1
j=mν−1

âîçðàñòàþùèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà (m0 = 1),

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

| Eν |> (1− ε) | ∆ν |, ν = 1, 2, . . . , ν0,

Qν =



γν : íà Eν

0 : âíå ∆ν

, ν = 1, 2, . . . , ν0,

N0 < nm0 è nmν−1 < nmν äëÿ âñåõ ν ∈ [1, ν0 − 1],

ε > A1 ≥ A2 ≥ . . . ≥ Amν−1 > Amν ≥ . . . ≥ Amν0−1 ≥ Amν0 > 0,

è

| γν | · | ∆ν |≤
∫ 1

0

| Qν(x) | dx < 2 | γν | · | ∆ν | .

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî E è ïîëèíîì Q ñëåäóþùèì îáðàçîì

E = [0, 1] \
(
∪ν0ν=1(∆ν \ Eν)

)

Q =

ν0∑
ν=1

Qν =
M∑
j=1

Ajϕnj ,
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ãäå M = mν0 − 1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïðåäåëeííûå òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî

E è ïîëèíîì Q óäîâëåòâîðÿþò óòâåðæäåíèÿì ëåììû. Ëåììà 2.3 äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4 Ïóñòü χS = {χnk} = {ϕk}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ε ∈ (0, 1), f ∈ L1(0, 1),

‖f‖ > 0 è N0 > 1 ìîæíî íàéòè èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1], ôóíêöèþ g,

ïîëèíîì Q âèäà

Q =
M∑

k=N0+1

akϕk

è ïåðåñòàíîâêó {σ(k)}Mk=N0+1 -íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N0 + 1, ...,M , óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèÿì:

1) | E |> 1− ε

2) g(x) = f(x), äëÿ âñåõ x ∈ E,

3) 1
2
·
∫ 1

0
|f(x)|dx <

∫ 1

0
|g(x)|dx < 3 ·

∫ 1

0
|f(x)|dx,

4)
∫ 1

0
|Q(x)− g(x)|dx < ε,

5)
∑M

k=N0+1(ak‖ϕk‖2)2+ε < ε,

6) aσ(k) > aσ(k+1) > 0, ∀k ∈ (N0,M),

7) maxN0+1≤m≤M
∫ 1

0

∣∣∑m
k=N0+1 aσ(k)ϕσ(k)(x)

∣∣ dx < 2 ·
∫ 1

0
|f(x)|dx.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.4 Âîçüìåì ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ

ϕ =

ν0∑
ν=1

γν · χ∆ν , (2.19)

(∆ν , ν = 1, 2, ..., ν0-äâîè÷íûå èíòåðâàëû ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè ϕ) òàêóþ, ÷òî

0 < γν |∆ν |2 <
ε3

162
·
(∫ 1

0

|f(x)|dx
)2

, 1 ≤ ν ≤ ν0, (2.20)

∫ 1

0

|f(x)− ϕ(x)|dx < min{ ε
4

;
ε

4

∫ 1

0

|f(x)|dx}, (2.21)

Ïðèìåíèì ëåììó 2.2, ïîëàãàÿ â åå ôîðìóëèðîâêå ∆ = ∆1, γ = γ1, N0 = N0 + 1,

δ = min{ ε
4ν0
, ε

4ν0
‖f‖}. Òîãäà îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèÿ g1, èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E1 ⊂
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∆1, ïîëèíîì âèäà

Q1 =

N1∑
k=N0+1

a
(1)
k ϕk

è ïåðåñòàíîâêà {σ1(k)}N1
k=N0+1 -íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N0 + 1, ..., N1 óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèÿì

g1(x) =


γ1, x ∈ E1;

0, x /∈ ∆1,

, |E1| > (1− ε) · |∆1|,

|γ1| · |∆1| ≤
∫ 1

0

|g1(x)|dx < (2− ε) · |γ1| · |∆1|,∫ 1

0

|Q1(x)− g1(x)|dx < α0 = min{ ε

4ν0

,
ε

4ν0

‖f‖},(
N1∑

k=N0+1

(a
(1)
k ‖ϕk‖2)2+ε

)
< (α0)2+ε ,

α0 > a
(1)
σ1(N0+1) > . . . > a

(1)
σ1(N1) > 0,

max
N0+1≤m≤N1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

k=N0+1

aσ1(k)ϕσ1(k)(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤ 2 ·
√
|∆1|
ε
· |γ1|.

Ïîëîæèì

α1 = min

{
α0; min

N0+1≤k≤N1

(
a

(1)
k

)}
.

Ñíîâà ïðèìåíèì ëåììó 2.2, ïîëàãàÿ â åå ôîðìóëèðîâêå ∆ = ∆2, γ = γ2, N0 =

N1 + 1, δ = α1. Òîãäà îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèÿ g2, èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E2 ⊂ ∆2,

ïîëèíîì âèäà

Q2 =

N2∑
k=N1+1

a
(2)
k ϕk

è ïåðåñòàíîâêà {σ2(k)}N2
k=N1+1 -íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N1 + 1, ..., N2, óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèÿì:

g2(x) =


γ2, x ∈ E2;

0, x /∈ ∆2,

, |E2| > (1− ε) · |∆1|,

|γ2| · |∆2| ≤
∫ 1

0

|g2(x)|dx < (2− ε) · |γ2| · |∆2|,

∫ 1

0

|Q2(x)− g2(x)|dx < α1,
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(
N2∑

k=N1+1

(a
(2)
k ‖ϕk‖2)2+ε

)
< (α1)2+ε ,

α1 > a
(2)
σ2(N1+1) > . . . > a

(2)
σ2(N2) > 0,

max
N1+1≤m≤N2

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

k=N1+1

aσ2(k)ϕσ2(k)(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤ 2 ·
√
|γ2|
ε
· |∆2|.

Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ìû ìîæåì, ïî èíäóêöèè, îïðåäåëèòü ÷èñëà α1 >

α2 > ... > αν0−1, ôóíêöèè g1, ..., gν0 , ìíîæåñòâà E1, ..., Eν0 , ïîëèíîìû Q1, . . . , Qν0 âèäà

Qν =
Nν∑

k=Nν−1+1

a
(ν)
k ϕk, (2.22)

è ïåðåñòàíîâêà {σν(k)}Nνk=Nν−1+1 -íàòóðàëüíûõ ÷èñåë Nν−1 + 1, ..., Nν , óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå óñëîâèÿì

α0 = min

{
ε

4ν0

,
ε

4ν0

‖f‖
}
, αν = min

[
α0; min

Nν−1≤k≤Nν

(
a

(ν)
k

)]
, 1 ≤ ν ≤ ν0. (2.23)

gν(x) =


γν , x ∈ Eν ;

0, x /∈ ∆ν ,

, |Eν | > (1− ε) · |∆ν |, 1 ≤ ν ≤ ν0. (2.24)

|γν | · |∆ν | ≤
∫ 1

0

|gν(x)|dx < (2− ε) · |γν | · |∆ν |, (2.25)

∫ 1

0

|Qν(x)− gν(x)|dx < αν−1, (2.26)

 Nν∑
k=Nν−1+1

(a
(ν)
k ‖ϕk‖2)2+ε

 1
2+ε

< αν−1, (2.27)

αν−1 > a
(ν)
σν(k) > a

(ν)
σν(k+1) > 0, ∀k ∈ (Nν−1, Nν), (2.28)

max
Nν−1+1≤m≤Nν

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
m∑

k=Nν−1+1

a
(ν)
σν(k)ϕσν(k)(x)

∣∣∣∣∣∣ dx ≤ 2 ·
√
|γν |
ε
· |∆ν |, 1 ≤ ν ≤ ν0. (2.29)
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Ïîëîæèì

g =

(
ν0∑
ν=1

gν

)
+ f − ϕ. (2.30)

E =

ν0⋃
ν=1

Eν , (2.31)

Q =

ν0∑
ν=1

Qν =

ν0∑
ν=1

 Nν∑
k=Nν−1+1

a
(ν)
k ϕk

 =
M∑

k=N0+1

akϕk, (2.32)

ãäå

M = Nν0 ; ak = a
(ν)
k , k ∈ (Nν−1, Nν ], 1 ≤ ν ≤ ν0, (2.33)

σ(k) = σν(k), k ∈ (Nν−1, Nν ], 1 ≤ ν ≤ ν0, (2.34)

Èç (2.19)- (2.28) âûòåêàåò, ÷òî

g(x) = f(x) ïðè x ∈ E;
1

2

∫ 1

0

|f(x)|dx <
∫ 1

0

|g(x)|dx < 3 ·
∫ 1

0

|f(x)|dx,

|E| =
ν0∑
ν=1

|Eν | > (1− ε) ·
ν0∑
ν=1

|∆ν | ≥ 1− ε,

∫ 1

0

|Q(x)− g(x)|dx ≤
ν0∑
ν=1

∫ 1

0

|Qν(x)− gν(x)|dx+

∫ 1

0

|f(x)− ϕ(x)|dx < ε,

(
M∑

k=N0+1

(ak‖ϕk‖2)2+ε

) 1
2+ε

< ε,

ò.å. óòâåðæäåíèÿ 1)- 5) Ëåììû 2.4 âûïîëíåíû.

Ñîãëàñíî (2.23) è (2.28) äëÿ êàæäîãî ν ∈ [1, ν0] è äëÿ âñåõ k ∈ (Nν−1, Nν ] èìååì

a
(ν)
k < αν−1 ≤ min

Nν−2<i≤Nν−1

(
a

(ν−1)
i

)
, k ∈ (Nν−1, Nν ].

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òàêæå (2.33) è (2.34) áóäåì èìåòü

aσ(k) > aσ(k+1) > 0, ∀k ∈ (N0,M).

Òåïåðü ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óòâåðæäåíèÿ 7) ëåììû 2.4. Ïóñòü m ∈ (N0,M),

òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ν ∈ [1, ν0] èìååì Nν−1 < m ≤ Nν , ñëåäîâàòåëüíî èç (2.22),

(2.32)- (2.34) ïîëó÷èì

m∑
k=N0+1

aσ(k)ϕσ(k) =
ν−1∑
n=1

Qn +
m∑

k=Nν−1+1

a
(ν)
σν(k)ϕσν(k).
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Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèé (2.20),(2.21), (2.23), (2.26) è (2.29) áóäåì èìåòü∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

k=N0+1

aσ(k)ϕσ(k)(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤
ν−1∑
n=1

∫ 1

0

|Qn(x)− gn(x)|dx+

ν0∑
n=1

∫ 1

0

|gn(x)|dx+

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
m∑

k=Nν−1+1

a
(ν)
σν(k)ϕσν(k)(x)

∣∣∣∣∣∣ dx <

ν0

ε ·
∫ 1

0
|f(x)|dx
4ν0

+ (2− ε)
∫ 1

0

|ϕ(x)|dx+ 2 ·
√
γν
ε
· |∆ν | ≤ 2 ·

∫ 1

0

|f(x)|dx.

Ëåììà 2.4 äîêàçàíà.

Ëåììà 2.5 Ïóñòü äàíû äâîè÷íûé èíòåðâàë ∆, ìíîæåñòâî E ⊂ ∆ ñ | E |> 0 è

÷èñëî C > 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëèíîì ïî ñèñòåìå Õààðà

f =

N2∑
k=N1

akχk,

ïåðåñòàíîâêà % ∈ D(f, χ) è íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäó-

þùèì òðåáîâàíèÿì

1) ‖f‖ < 2 è f = 0 âíå ∆,

2) ak ∈ {−1, 0,+1} äëÿ âñåõ N1 ≤ k ≤ N2,

3) ‖Gm(f, χ, %)‖E > C.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.5 ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì

èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü íà èíòåðâàëå (a, b) äàíî èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ïîëî-

æèòåëüíîé ìåðû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò èíòåðâàë (a1, b1) ⊂ (a, b), äëÿ

êîòîðîé ∣∣E ∩ (a1, b1)
∣∣ > (1− δ)(b1 − a1).

Ñîãëàñíî ýòîìó ìîæåì óòâåðæäàòü ñëåäóþùåå.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü äàíî èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé | E |>

0. Òîãäà, äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî èíòåðâàëà ∆ ñ | ∆ ∩ E |> 0 ñóùåñòâóåò äðóãîé
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äâîè÷íûé èíòåðâàë ∆̃ ⊂ ∆, äëÿ êîòîðîé

| ∆̃ |≤ | ∆ |
16

è | ∆̃ ∩ E |> 7 | ∆̃ |
8

.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.5 Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ, ìîæåì âûáðàòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ {∆(ink )
nk }∞k=1 òàê, ÷òîáû

∆ ⊃ ∆
(in1 )
n1 ⊃ ∆

(in2 )
n2 ⊃ . . . ⊃ ∆

(ink )
nk ⊃ ∆

(ink+1
)

nk+1 ⊃ . . .

| ∆(ink+1
)

nk+1 |≤ | ∆
(ink )
nk |
16

è | ∆(ink )
nk ∩ E |> 7 | ∆(ink )

nk |
8

ïðè k = 1, 2, . . . . (2.35)

Èìåÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ink}∞k=1 ìû ìîæåì îäíîçíà÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ik}∞k=n1
òàê, ÷òîáû

∆
(ik)
k ⊃ ∆

(ik+1)
k+1 äëÿ âñåõ k ≥ n1.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé íàòóðàëüíûé s è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Fs = −
ns−1∑
k=n1

(−1)ik+1χ
(ik)
k . (2.36)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

Fs(x) =



2ns − 2n1 : åñëè x ∈ ∆
(is)
ns ,

−2n1 : åñëè x ∈ ∆
(i1)
n1 \∆

(is)
ns ,

0 : äëÿ îñòàëüíûõ x.

(2.37)

Èç (2.36) ÿñíî, ÷òî ïðè íåêîòîðîì %̃ ∈ D(Fs, χ)

Gs−1(Fs, χ, %̃) = −
s−1∑
k=1

(−1)ink+1χ
(ink )
nk .

Ïî èíäóêöèè ïî l äîêàæåì, ÷òî

‖
l∑

k=1

(−1)ink+1χ
(ink )
nk ‖E >

l

4
. (2.38)
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Ïðè l = 1, ñîãëàñíî (2.35) èìååì, ÷òî

‖χ(in1 )
n1 ‖E = 2n1 · | ∆(in1 )

n1 ∩ E |> 2n1 · 7

8
| ∆(in1 )

n1 |= 7

8
>

1

4
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.38) ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî l ≥ 1 è äîêà-

æåì, ÷òî

‖
l+1∑
k=1

(−1)ink+1χ
(ink )
nk ‖E >

l + 1

4
.

Ñîãëàñíî (2.35) èìååì, ÷òî nl+1 ≥ nl + 4. Ó÷èòûâàÿ ýòî ëåãêî âèäåòü, ÷òî∣∣∣∣ l∑
k=1

(−1)ink+1χ
(ink )
nk (x)

∣∣∣∣ ≤ 2n1 + 2n2 + . . .+ 2nl < 2nl+1 ≤ 2nl+1

8
, åñëè x ∈ ∆

(inl )
nl ,

è ïîýòîìó

‖
l∑

k=1

(−1)ink+1χ
(ink )
nk ‖

∆
(inl+1

)

nl+1

≤ 1

8
. (2.39)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

‖
l+1∑
k=1

(−1)ink+1χ
(ink )
nk ‖

∆
(inl+1

)

nl+1
∩E
≥ 2nl+1 ·

∣∣∣∣∆(inl+1+1)

nl+1+1 ∩E
∣∣∣∣ ≥ 2nl+1 · 3

4

∣∣∆(inl+1+1)

nl+1+1

∣∣ =
3

8
. (2.40)

Èç (2.38)-(2.40) çàêëþ÷àåì, ÷òî

‖
l+1∑
k=1

(−1)ink+1χ
(ink )
nk ‖E = ‖

l∑
k=1

(−1)ink+1χ
(ink )
nk ‖

E\∆
(inl+1

)

nl+1

+

‖
l+1∑
k=1

(−1)ink+1χ
(ink )
nk ‖

∆
(inl+1

)

nl+1
∩E
≥ ‖

l∑
k=1

(−1)ink+1χ
(ink )
nk ‖E−

‖
l∑

k=1

(−1)ink+1χ
(ink )
nk ‖

∆
(inl+1

)

nl+1

+ ‖
l+1∑
k=1

(−1)ink+1χ
(ink )
nk ‖

∆
(inl+1

)

nl+1
∩E

>
l + 1

4
.

Èòàê

‖Gs−1(Fs)‖E = ‖
s−1∑
k=1

(−1)ink+1χ
(ink )
nk ‖E >

s− 1

4
.

Ñîãëàñíî (2.37) èìååì, ÷òî ‖Fs‖ < 2 äëÿ ëþáîãî s. Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà

îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî åñëè âûáðàòü s = [8C] + 2, òî ïîëèíîì Fs è ïåðåñòàíîâêà %̃

óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì ëåììû ïðè m = s− 1. Ëåììà 2.5 äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2.2 è 2.6 òàêîâà: ôóíêöèÿ f̃ , ïîëó÷åííàÿ ïîñëå èç-

ìåíåíèÿ çíà÷åíèé ëþáîé ôóíêöèè f âíå ìíîæåñòâà E, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ìåòðèêå

L1(0, 1) ðÿäîì, ÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîëèíîìè ïî ñèñòå-

ìå Õààðà , âíóòðåííûå êîëåáàíèÿ êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïî íîðìå L1(0, 1), à

êîýôôèöèåíòû îò ïîëèíîìà ê ïîëèíîìó óáûâàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2.2 è 2.6 Ïóñòü 0 < ε < 1 è {ϕk} = χS (ñì. (1.5)).

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå S = N áóäåì èìåòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2 ({ϕk} = {χk}

ïîëíàÿ ñèñòåìà Õààðà). Åñëè îáîçíà÷èì ÷åðåç

{fk}∞k=1 (2.41)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ ïî ñèñòåìå Õààðà {χ} ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè è ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèì ëåììó 2.4, òî ìîæåì íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ôóíêöèé {gn}, ìíîæåñòâ {En} è ïîëèíîìîâ

Qn =
mn−1∑
k=mn−1

a
(n)
k ϕσn(k), m0 = 1; a

(n)
k > 0 (2.42)

ãäå {σn(k)}mn−1
k=mn−1

äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî n, íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë mn−1,mn−1 + 1, ...,mn − 1, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

gn(x) = fn(x), x ∈ En, (2.43)

|En| > 1− ε · 4−8(n+2), (2.44)

1

2

∫ 1

0

|fn(x)|dx <
∫ 1

0

|gn(x)|dx < 3 ·
∫ 1

0

|fn(x)|dx, (2.45)

∫ 1

0

|Qn(x)− gn(x)|dx < 4−8(n+2), (2.46)
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max
mn−1≤N<mn

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N∑

k=mn−1

a
(n)
k ϕσn(k)(x)

∣∣∣∣∣∣ dx ≤ 2 ·
∫ 1

0

|fn(x)|dx, (2.47)

a
(n)
k > a

(n)
k+1 > a(n+1)

mn , ∀n ≥ 1, ∀k ∈ [mn−1,mn − 1]. (2.48)

N∑
k=mn−1

(
a

(n)
k · ‖ϕσ(k)

n
‖2

)2+4−8(n+2)

< 4−8(n+2). (2.49)

Ïîëîæèì

E =
∞⋂
n=1

En, (2.50)

Î÷åâèäíî, ÷òî (ñì. (2.44))

|E| > 1− ε.

Ïóñòü f ∈ L1(0, 1). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{fkn}∞n=1 èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.41) òàêóþ, ÷òî

lim
N→∞

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

fkn(x)− f(x)

∣∣∣∣∣ dx = 0. (2.51)

∫ 1

0

|fkn(x)| dx ≤ ε · 4−8(n+2), n ≥ 2 ãäå ε = min{ ε
2
,

∫
E

|f(x)|dx} (2.52)

Ïîëîæèì

g1 = gk1 ; Q1 = Qk1 =

mk1−1∑
i=mk1−1

a
(k1)
i ϕσk1 (i). (2.53)

Î÷åâèäíî, ÷òî ∫ 1

0

|f(x)− fk1(x)| dx < ε

2
. (2.54)

Ó÷èòûâàÿ (2.45), (2.47) è (2.53), áóäåì èìåòü

max
mk1−1≤m<mk1

∫ 1

0

∣∣∣∣ m∑
i=mk1−1

a
(k1)
i ϕσk1 (i)(x)

∣∣∣∣dx ≤ 2

∫ 1

0

∣∣fk1(x)
∣∣dx < 4

∫ 1

0

∣∣g1(x)
∣∣dx. (2.55)

Ïîëîæèì

ak = a
(n)
k , σ(k) = σn(k); k ∈ [mn−1,mn), n ≥ k1 − 1, (2.56)

p(1) = 1 è b1 = min{ ε
2
, amk1−1}. (2.57)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå îïðåäåëåíû ÷èñëà k1 < ν2 < . . . < νq−1, 1 = p(1) < p(2) <

... < p(q − 1), {bp(k)}q−1
k=1, ôóíêöèè gn(x), fνn(x), 1 ≤ n ≤ q − 1 è ïîëèíîìû

Qn =
Mn∑
k=Mn

akϕσ(k), Mn = mνn−1, Mn = mνn − 1, M1 > N1

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

gn(x) = fkn(x), x ∈ Eνn , 1 ≤ n ≤ q − 1,∫ 1

0

|gn(x)|dx < 4−3nε, 1 ≤ n ≤ q − 1∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=2

[(
Qk(x) + bp(k) · ϕσ(p(k))(x)

)
− gk(x)

]∣∣∣∣∣ dx < 4−8(n+1)ε, 1 ≤ n ≤ q − 1, (2.58)

max
Mn≤N<Mn

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
N∑

k=Mn

akϕσ(k)(x)

∣∣∣∣∣ dx < 4−3nε, 1 ≤ n ≤ q − 1.

p(n) = min{k ∈ N : k /∈

(
n−1⋃
j=1

[Mj,M j]

)
∪ {p(s)}n−1

s=1}},

aMn
> bp(n) > aMn+1

Âîçüìåì ôóíêöèþ fνq(x) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.41) òàêóþ, ÷òî∫ 1

0

∣∣∣∣∣fνq(x)−

(
fkq(x)−

q−1∑
n=2

[(
Qn(x) + bp(n) · ϕσ(p(n))(x)

)
− gn(x)

])∣∣∣∣∣ dx < 4−8(q+2)ε.

(2.59)

aMq < bp(q−1), Mq = mνq−1 (2.60)

Ñîãëàñíî (2.52) è (2.58) èìååì, ÷òî

∫ 1

0

∣∣∣∣∣fkq(x)−
q−1∑
n=2

[(
Qn(x) + bp(n) · ϕσ(p(n))(x)

)
− gn(x)

]∣∣∣∣∣ dx < 4−8q−1ε.

Ó÷èòûâàÿ òàêæå (2.59) ïîëó÷èì∫ 1

0

∣∣fνq(x)
∣∣ dx < 4−8qε. (2.61)

Ïîëîæèì

Qq = Qνq =

Mq∑
k=Mq

akϕσ(k), M q = mνq − 1, Mq = mνq−1, (2.62)
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gq = fkq + [gνq(x)− fνq ],

p(q) = min{k ∈ N : k /∈

(
q−1⋃
n=1

[Mn,Mn]

)
∪ {p(s)}q−1

s=1}}, (2.63)

bp(q) = min

(
4−8(q+3)ε;

aMq

2

)
. (2.64)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.43), (2.45)- (2.47), (2.56), (2.58)-(2.64), ïîëó÷èì

gq = fkq , x ∈ Eνq , (2.65)

∫ 1

0

|gq(x)|dx ≤

≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∣fνq(x)−

(
fkq(x)−

q−1∑
j=2

[(
Qj(x) + bp(j) · ϕσ(p(j))(x)

)
− gj(x)

])∣∣∣∣∣ dx+

+

∫ 1

0

|gνq(x)|dx+

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
q−1∑
j=1

[(
Qj(x) + bp(j) · ϕσ(p(j))(x)

)
− gj(x)

]∣∣∣∣∣ dx < 4−3qε. (2.66)

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
q−1∑
j=1

[(
Qj(x) + bp(j) · ϕσ(p(j)(x)

)
− gj(x)

]∣∣∣∣∣ dx ≤

≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∣fνq(x)−

(
fkq(x)−

q∑
j=2

[(
Qj(x) + bp(j) · ϕσ(p(j))(x)

)
− gj(x)

])∣∣∣∣∣ dx+

+

∫ 1

0

|bp(q) · ϕσ(p(q))(x)|dx+

∫ 1

0

|Qνq(x)− gνq(x)|dx < 4−8(q+1)ε, (2.67)

max
Mq≤N<Mq

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
N∑

k=Mq

akϕσ(k)(x)

∣∣∣∣∣∣ dx ≤ 3 ·
∫ 1

0

|fνq(x)|dx < 4−3qε. (2.68)

aMq > ... > ak > ... > aMq
> bp(q). (2.69)
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ßñíî, ÷òî ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {gq}, ÷èñëà

{p(q)}∞q=2, {bp(q)}∞q=2 è ïîëèíîìîâ {Qq} ,óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (2.63)-(2.69) äëÿ

âñåõ q ≥ 2.

Ó÷èòûâàÿ âûáîð {σ(k)}∞k=1, {[Mq,M q]}∞q=1 è {p(q)}∞q=1 (ñì. (2.42), (2.56), (2.62))

ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

σ(1)...σ(mν1 − 1); σ(M2)...σ(M2); p(2)...σ(Mn)...σ(k)...σ(Mn); p(n).... (2.70)

åñòü íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, ..., n, ....

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.70) çàïèøåì â âèäå

σf (1), σf (2), ..., σf (k), ...

è îïðåäåëèì ôóíêöèþ f̃ è ðÿä
∞∑
k=1

ckϕσf (k) ñëåäóþùèì îáðàçîì

f̃ =
∞∑
k=1

gk, (2.71)

∞∑
k=1

ckϕσf (k) =
∞∑
n=1

 Mn∑
k=Mn

akϕσ(k) + bp(k) · ϕσ(p(n))

 , (2.72)

ãäå {ck}∞k=1- åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1...amν1−1, aM1 ...aM1
; bp(1)...aMn ...aMn

; bp(n)....

Îòñþäà è èç óñëîâèé (2.48), (2.49), (2.54)- (2.56), (2.60), (2.65), (2.66) è (2.69)

âûòåêàåò

ck > ck+1, ∀k ≥ 1.

∞∑
k=1

(
ck‖ϕσ(k)‖2

)r
< +∞, ∀r > 2.

f̃ ∈ L1(0, 1), f̃(x) = f(x), ïðè x ∈ E è
1

2
‖f‖ < ‖f̃‖ < 4‖f‖.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.64), (2.66)- (2.68), (2.71) ïîëó÷èì, ÷òî ðÿä (2.72) ñõî-

äèòñÿ ê f̃ â ìåòðèêå L1(0, 1) è ñëåäîâàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f̃ ïî

ïåðåñòàâëåííîé ñèñòåìå {ϕσf (k)}.

Â ñèëó (2.55),(2.64),(2.66),(2.68) è (2.71) äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m ∈ N áóäåì

èìåòü

‖Gm(f̃)‖ =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

ckϕσ(k)(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤
∞∑
n=1

(
max

Mn≤m≤Mn

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑

k=Mn

akϕσ(k)(x)

∣∣∣∣∣ dx
)

+
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+
∞∑
k=1

∣∣bp(k)

∣∣ ≤ 2

∫ 1

0

|g1(x)| dx+ ε
∞∑
n=2

4−n ≤ 3

∫ 1

0

∣∣∣f̃(x)
∣∣∣ dx ≤ 12

∫ 1

0

|f(x)| dx.

Òåîðåìû 2.2 è 2.6 äîêàçàíû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5 Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð {(γ,∆)}, ãäå γ ïðî-

áåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, à ∆ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ

èíòåðâàëîâ. Ïðîíóìåðîâàâ âñå ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè

g =
ν∑
k=1

γkχ∆k
ãäå (γk,∆k) ∈ {γ,∆},

ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü èõ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.41). Ïîëîæèì n0 = N0 = 1

è èñïîëüçóÿ ëåììó 2.3 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ {Ek} è ïîëèíîìîâ

Qk =

Nk−1∑
i=Nk−1

Aniϕni ñ âîçðàñòàþùèì {ni},

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

| Ek |> 1− ε

2k
,

Qk = fk íà Ek, (2.73)

∫ 1

0

| Qk(x) | dx ≤ 2

∫ 1

0

| fk(x) | dx, (2.74)

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ank} ìîíîòîííî óáûâàåò è äëÿ k = Ni−1 âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî Ank <
1
i
.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k îïðåäåëèì i ≥ 0 èç óñëîâèÿ k ∈ [ni, ni+1) è ïîëîæèì

Ak = Ani . Äàëåå ïîëîæèì

E =
∞⋂
k=1

Ek

ßñíî, ÷òî | E |> 1− ε è {Ak} ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
k=1

Akϕk.

Ïóñòü f ∈ L1(0, 1). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fsk}∞k=1

èç (2.41) òàêóþ, ÷òî
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lim
N→∞

∫ 1

0

∣∣ N∑
k=1

fsk(x)− f(x)
∣∣dx = 0. (2.75)

∫ 1

0

∣∣fsk(x)
∣∣dx < 2−2k ïðè k ≥ 2. (2.76)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f̃ è ÷èñëà δk ñëåäóþùèì îáðàçîì

f̃ =
∞∑
k=1

Qsk , (2.77)

δk =



1 : åñëè k = ni ãäå i ∈
⋃∞
p=1[Nsp−1, Nsp − 1]

0 : â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(2.78)

Èç (2.73)-(2.77) ñëåäóåò, ÷òî

f̃ ∈ L1(0, 1) è f̃ = f íà E,

lim
m→∞

∫ 1

0

∣∣ m∑
k=1

Qsk(x)− f̃(x)
∣∣dx = 0.

Â ñèëó (2.77) è (2.78) èìååì, ÷òî

δiAi =
1(
‖ϕi‖

)2

∫ 1

0

f̃(t)ϕi(t)dt.

Òåîðåìà 2.5 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3 Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èç [23].

Òåîðåìà (Ô. Ã. Àðóòþíÿí) Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä ïî ñèñòåìå Õààðà

+∞∑
n=1

bnχn

ñõîäèëñÿ ï. â. íà ìíîæåñòâå E ⊂ (0, 1), | E |> 0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

äëÿ ï. â. x ∈ E áûëà êîíå÷íà ñóììà ðÿäà

+∞∑
n=1

(
bnχn(x)

)2
. (2.79)
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Âûáåðåì ôóíêöèþ f ∈ L1(0, 1) òàêóþ, ÷òî
∫
E
| f(t) |2 dt = +∞ è ïóñòü g ëþáàÿ

ôóíêöèÿ èç L1(0, 1) äëÿ êîòîðîé {| cn |}+∞
n=1 = {| cn(g) |}+∞

n=1 óáûâàåò. Îáîçíà÷èì

dn = cn‖χn‖2.

Î÷åâèäíî, ÷òî

‖χ1‖2 = 1 è ‖χn‖2 =

(∫ 1

0

χ2
n(t)dt

)1/2

= 2
k
2 , ïðè n = 2k + j, 1 ≤ j ≤ 2k,

è ïîýòîìó

d
(i)
k = c

(i)
k ‖χ

(i)
k ‖2 = 2

k
2 c

(i)
k . (2.80)

Òàê êàê g ∈ L1(0, 1), òî ñîãëàñíî òåîðåìå Ô. Ã. Àðóòþíÿíà, äëÿ ï.â. x ∈ (0, 1)

êîíå÷íà ñóììà (2.79). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé íå äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîé

òî÷êè t ∈ (0, 1) èìååì
+∞∑
n=1

c2
nχn(t)2 < +∞.

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè ôóíêöèé {χ(i)
k }2k

i=1 (k > 0) ëèøü îäíà íå ðàâíÿåòñÿ íóëþ â

òî÷êå t. Ïóñòü ýòî áóäåò χ
(ik)
k . Ïîëîæèì òàêæå i0 = 1. Òîãäà

+∞∑
n=1

(
cnχn(t)

)2
= c2

1 +
+∞∑
k=0

(
c

(ik)
k χ

(ik)
k (t)

)2
= d2

1 +
+∞∑
k=0

2k
(
d

(ik)
k

)2
< +∞. (2.81)

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {| cn(f) |}+∞
n=1 óáûâàþùàÿ, òî ó÷èòûâàÿ (2.80) èìååì

(
d(in)
n

)2
= 2n

(
c(in)
n

)2 ≥ 2n
(
c

(k)
n+1

)2
=

(
d

(k)
n+1

)2

2
äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , 2n+1.

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ìîæåì óòâåðæäàòü

2n
(
d(in)
n

)2 ≥ 1

4

((
d

(1)
n+1

)2
+
(
d

(2)
n+1

)2
+ . . .+

(
d

(2n+1)
n+1

)2
)

=
1

4

2n+1∑
k=1

(
d

(k)
n+1

)2
.

Ó÷èòûâàÿ (2.81), ïîëó÷àåì

+∞∑
n=1

(
‖cn(g)χn‖2

)2

=

+∞∑
n=1

d2
n = d2

1 + d2
2 +

+∞∑
n=0

2n+1∑
k=1

(
d

(k)
n+1

)2 ≤ d2
1 + d2

2 + 4
+∞∑
n=0

2n
(
d(in)
n

)2
< +∞.
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Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî g ∈ L2(0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ g íå ìîæåò ñîâïà-

äàòü ñ f íà ìíîæåñòâå E. Òåîðåìà 2.3 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ {∆k}∞k=1 òàê, ÷òîáû

| E ∩∆k |> 0, äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . . (2.82)

Äëÿ ëþáîé g ∈ L1(0, 1) óñëîâèìñÿ ïèñàòü

sp(g) = {n ∈ N : cn(g) 6= 0}.

Ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ëåììû 2.5, ìîæåì îïðåäåëèòü ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ïîëèíîìîâ {fk}∞k=1 è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {mk}∞k=1 òàêèå, ÷òî

‖fk‖ < 2 è fk = 0 âíå ∆k, (2.83)

cn(fk) ∈ {−1, 0, 1} äëÿ âñåõ n ∈ sp(fk), (2.84)

‖Gmk(fk, χ, %k)‖E > 4k ïðè íåêîòîðîì %k ∈ D(fk, χ). (2.85)

Ñîãëàñíî (2.82) è (2.83) èìååì, ÷òî sp(fi) ∩ sp(fj) = ∅, åñëè i 6= j. Ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ

f =
∞∑
k=1

fk
2k
.

Ó÷èòûâàÿ (2.82) è (2.83) èìååì, ÷òî

‖f‖ =
∞∑
k=1

‖fk‖
2k

< 2.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k ÷åðåç αk îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæå-

ñòâà sp(fk). ßñíî, ÷òî αk < +∞. Îáîçíà÷èì sk = α1 +α2 + . . .+αk−1 +mk. Ó÷èòûâàÿ

(2.84) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì % ∈ D(f, χ)

Gsk(f, χ, %) =
k−1∑
p=1

fp
2p

+
Gmk(fk)

2k
äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . .

è ïîýòîìó, ñîãëàñíî (2.85)

‖Gsk(f, χ, %)‖E =
k−1∑
p=1

‖fp‖E
2p

+
‖Gmk(fk)‖E

2k
> 2k.
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Èòàê èìååì

lim
k→∞
‖Gk(f, χ, %)‖E ≥ lim

k→∞
‖Gsk(f, χ, %)‖E = +∞.

Òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà.
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� 3 Î ðàñõîäèìîñòè L1- æàäíîãî àëãîðèòìà

ïî ñèñòåìå Õààðà

Ïóñòü ϕ = {ϕk}∞k=1 ïîëíàÿ, ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X

è {ψn}∞n=1 åå ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X

ñóùåñòâóþò ÷èñëà α̂, k̂ è p̂ äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

inf
α,k
‖x− αϕk‖X = ‖x− α̂ϕk̂‖X (3.1.1)

è

inf
p
‖x− < x, ψp > ϕp‖X = ‖x− < x, ψp̂ > ϕp̂‖X . (3.1.2)

Ïîëîæèì G1(x, ϕ) = α̂ϕk̂ è G̃1(x, ϕ) =< x, ψp̂ > ϕp̂. Ôàêòè÷åñêè G1(x, ϕ) åñòü

îäíî÷ëåííûé íàèëó÷øèé àïïðîêñèìàíò, à G̃1(x, ϕ) ñàìîå áëèçêîå ñëàãàåìîå â ðàçëî-

æåíèè ýëåìåíòà x ïî ñèñòåìå ϕ. Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (3.1.1) è (3.1.2) ìîãóò

óäîâëåòâîðÿòüñÿ ïðè ìíîãèõ çíà÷åíèÿõ α̂, k̂ è p̂.

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Gk(x, ϕ)}∞k=1 è

{G̃k(x, ϕ)}∞k=1 èíäóêöèåé ïî k. Äëÿ íàòóðàëüíîãî k îïðåäåëèì

Gk+1(x, ϕ) = Gk(x, ϕ) +G1(x−Gk(x, ϕ), ϕ)

è

G̃k+1(x, ϕ) = G̃k(x, ϕ) + G̃1(x− G̃k(x, ϕ), ϕ).

Îáîçíà÷èì

Rk(x, ϕ) = x−Gk(x, ϕ)

è

R̃k(x, ϕ) = x− G̃k(x, ϕ).

Ïîëüçóÿñü ýòèìè îáîçíà÷åíèÿìè ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Rk+1(x, ϕ) = x−Gk+1(x, ϕ) = x−Gk(x, ϕ)−

−G1(x−Gk(x, ϕ), ϕ) = R1(x−Gk(x, ϕ), ϕ)
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ò.å.

Rk+1(x, ϕ) = R1(Rk(x, ϕ), ϕ).

Àíàëîãè÷íî,

R̃k+1(x, ϕ) = R̃1(R̃k(x, ϕ), ϕ).

Íî R1(x, ϕ) ïîëó÷àåòñÿ èç ýëåìåíòà x , âû÷èòàíèåì îäíî÷ëåííîãî íàèëó÷øåãî àï-

ïðîêñèìàíòà. Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Rk(x, ϕ)}∞k=1 ñòðîèòñÿ òàê, ÷òî êàæäûé åå

÷ëåí ÿâëÿåòñÿ îñòàòêîì íàèëó÷øåãî îäíî÷ëåííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäûäóùåãî ÷ëå-

íà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Gk(x, ϕ)}∞k=1 íàçûâàåòñÿ X-æàäíûì àëãîðèòìîì ýëåìåíòà

x ïî ñèñòåìå ϕ (ñì. [1]). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {G̃k(x, ϕ)}∞k=1 íàçîâåì X-æàäíûé ïî

ðàçëîæåíèþ àëãîðèòì ýëåìåíòà x ïî ñèñòåìå ϕ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Gk(x, ϕ)}∞k=1 è {G̃k(x, ϕ)}∞k=1 ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ íåîäíî-

çíà÷íî (èç-çà íåîäíîçíà÷íîñòè âûáîðà α̂ è k̂ èç (3.1.1) è p̂ èç (3.1.2)) è ïîýòîìó

äëÿ êàæäîãî x ∈ X ìîãóò îêàçàòüñÿ ìíîãî X-æàäíûõ è X-æàäíûõ ïî ðàçëîæåíèþ

àëãîðèòìîâ ïî ñèñòåìå ϕ.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî êîãäà X = L2 à ϕ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé, òî

L2-æàäíûé è L2-æàäíûé ïî ðàçëîæåíèþ àëãîðèòìû ñîâïàäàþò è Gm(x, ϕ) åñòü m-

÷ëåííûé íàèëó÷øèé àïïðîêñèìàíò ôóíêöèè x ïî ñèñòåìå ϕ.

Â. Í. Òåìëÿêîâûì áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ: ñõîäÿòñÿ ëè âñå Lp - æàäíûå àëãîðèòìû

âñåõ ôóíêöèé x ∈ Lp(0, 1) ïðè p > 1 ê x ïî ñèñòåìå Õààðà (ñì. [1] ñòð 7,20).

{χ(m)
k }2k

m=1 íàçîâåì k-òîé ïà÷êîé ñèñòåìû Õààðà. Íèæíèé èíäåêñ ôóíêöèè χ
(m)
k

íàçîâåì åå ðàíãîì.

Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò L1-æàäíûé àëãîðèòì ïî ñèñòåìå

Õààðà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1).

Òåîðåìà 3.1 Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóùåñòâóþò ÷èñëà α̂ è k̂ äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

inf
α,k
‖f − αχk‖1 = ‖f − α̂χk̂‖1. (3.2)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íå âñÿêèå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû îáëàäàþò ýòèì ñâîé-
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ñòâîì (ñì. íàïðèìåð [1],[43]). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû

{ωk}∞k=1 ïîñòðîåííîé Ì. Ã. Ãðèãîðÿíoì [43], äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
α,k
‖f − αωk‖1 = 0.

Âîïðîñ àíàëîãè÷íûé ïîñòàâëåííîìó Â. Í. Òåìëÿêîâûì (ñì. âûøå) äëÿ p = 1

èìååò îòðèöàòåëüíûé îòâåò ïî ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíèÿì. Äëÿ ôóíêöèè f = χ1 +

χ2 ñïðàâåäëèâî infα,k ‖f − αχk‖L1(0,1) = ‖f‖L1(0,1), ñëåäîâàòåëüíî ìîæåì âûáðàòü

G1(f, χ) = 0. Äàëåå âûáèðàÿ Gm(f, χ) = 0 äëÿ m = 2, 3, . . . ïîëó÷èì L1-æàäíûé

àëãîðèòì ôóíêöèè f , êîòîðûé íå ñõîäèòñÿ ê f ïî L1 íîðìå. Íî ìû ìîæåì âûáðàòü

G1(f, χ) = χ1 è òîãäà ïîëó÷èòñÿ, ÷òî G2(f, χ) = χ1 + χ2 = f . Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷à-

åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Gm(f, χ) = f, m = 2, 3, . . ., ñõîäÿùèéñÿ ê f .

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) âûáðàòü L1-æàäíûé

àëãîðèòì ïî ñèñòåìå Õààðà ñõîäÿùèéñÿ ê f ïî íîðìå L1(0, 1).

Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ ÷òî ýòîò âîïðîñ èìååò îòðèöàòåëüíûé îòâåò.

Òåîðåìà 3.2 Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L1(0, 1) äëÿ êîòîðîé íè îäèí L1 - æàä-

íûé àëãîðèòì ïî ñèñòåìå Õààðà íå ñõîäèòñÿ ê f .

Òåîðåìà 3.3 Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L1(0, 1) äëÿ êîòîðîé íè îäèí L1 - æàä-

íûé ïî ðàçëîæåíèþ àëãîðèòì ïî ñèñòåìå Õààðà íå ñõîäèòñÿ ê f .

Îáîçíà÷åíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë t1 < t2 è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(t1, t2) îïðåäåëèì ìíîæå-

ñòâà

Mα = Mα(f, t1, t2) = {x ∈ (t1, t2) : f(x) ≥ α}
Nα = Nα(f, t1, t2) = {x ∈ (t1, t2) : f(x) < α}.

(3.3)

Îïðeäåëèì òàêæå

B = B(f, t1, t2) =
{
α ∈ R : m{x ∈ (t1, t2) : f(x) > α} > t2 − t1

2

}
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è

D = D(f, t1, t2) =
{
α ∈ R : m{x ∈ (t1, t2) : f(x) < α} > t2 − t1

2

}
. (3.4)

ãäå m(A)-ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà A. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 3.1. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë t1 < t2 è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(t1, t2)

èìååò ìåñòî

1) Mα ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì Nα íà èíòåðâàëå (t1, t2),

2) B 6= ∅ è D 6= ∅,

3) B ∩D = ∅,

4) B è D ñóòü ïîëóîñè,

5) α1 ∈ B, α2 ∈ D ⇒ α1 < α2.

Îáîçíà÷èì

α∗ = α∗(f, t1, t2) = supB(f, t1, t2)

α∗ = α∗(f, t1, t2) = inf D(f, t1, t2).

Èç óòâåðæäåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî α∗ è α
∗ êîíå÷íû è

α∗ ≤ α∗. (3.5)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

F (α) = F(f,t1,t2)(α) = ‖f − α‖L1(t1,t2). (3.6)

Ëåììà 3.1 Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë t1 < t2 è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(t1, t2) ôóíêöèÿ

F (α) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

1) F (α) ∈ C(−∞,∞),

2) F (α) ñòðîãî óáûâàåò íà (−∞, α∗] è ñòðîãî âîçðàñòàåò íà [α∗,+∞),

3) åñëè α∗ < α∗ (ñì. (3.5)), òî F (α) ïîñòîÿííà íà îòðåçêå [α∗, α
∗].

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1 1) Äëÿ ëþáûõ α1, α2 ∈ R èìååì

| F (α2)− F (α1) |=| ‖f(x)− α1‖L1(t1,t2) − ‖f(x)− α2‖L1(t1,t2) |≤
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≤ ‖α2 − α1‖L1(t1,t2) = (t2 − t1) | α2 − α1 |

îòêóäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü F (α).

2) Ïóñòü α2 < α1. Ïîëîæèì

M1 = Mα1 , N1 = Nα1 , M2 = Mα2 , N2 = Nα2 .

Ñîãëàñíî (3.3),

M1 ⊆M2, N2 ⊆ N1. (3.7)

ñëåäîâàòåëüíî (ñì. ïóíêò 1) óòâåðæäåíèÿ 3.1),

M2 \M1 = N1 \N2. (3.8)

Èç (3.6) è (3.7) èìååì, ÷òî

F (α1) =

∫ t2

t1

| f(x)− α1 | dx =

∫
M1

(f(x)− α1)dx+

∫
N1

(α1 − f(x))dx =

=

∫
M2

(f(x)− α1)dx−
∫
M2\M1

(f(x)− α1)dx+

∫
N2

(α1 − f(x))dx+

+

∫
N1\N2

(α1 − f(x))dx =

∫
M2

(f(x)− α2)dx+

∫
M2

(α2 − α1)dx−

−
∫
M2\M1

(f(x)− α1)dx+

∫
N2

(α2 − f(x))dx+

∫
N2

(α1 − α2)dx+

+

∫
N1\N2

(α1 − f(x))dx = F (α2) + (α2 − α1)[m(M2)−m(N2)]+

+

∫
N1\N2

(α1 − f(x))dx−
∫
M2\M1

(f(x)− α1)dx,

îòêóäà, ñ ó÷åòîì (3.8), ïîëó÷èì

F (α1) = F (α2) + (α2 − α1)[m(M2)−m(N2)] + 2

∫
N1\N2

[α1 − f(x)]dx. (3.9)
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Òåïåðü ïóñòü α2 ∈ D. Èç îïðåäåëåíèé (3.3) è (3.4) èìååì

m(N2) >
t2 − t1

2
.

Îòñþäà è èç ïóíêòà 1) óòâåðæäåíèÿ 3.1 ñëåäóåò ÷òî m(M2) < t2−t1
2
. Ñëåäîâàòåëüíî

m(M2)−m(N2) < 0. (3.10)

Íà ìíîæåñòâå N1 èìååì f(x) < α1. Ïîýòîìó∫
N1/N2

(α1 − f(x))dx ≥ 0. (3.11)

Ó÷èòûâàÿ (3.9)-(3.11), ïîëó÷èì

F (α1) > F (α2).

Èòàê íà ïîëóîñè D ôóíêöèÿ F ñòðîãî âîçðàñòàåò. Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî F ÿâëÿ-

åòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïîëó÷èì ïåðâóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ 2) ëåììû. Àíàëî-

ãî÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî F (α) ñòðîãî óáûâàåò íà (−∞, α∗].

3) Ïóñòü α ∈ (α∗, α
∗). Òîãäà α /∈ B è α /∈ D è ñîãëàñíî (3.4),

m{x ∈ (t1, t2) : f(x) > α} ≤ t2−t1
2

m{x ∈ (t1, t2) : f(x) < α} ≤ t2−t1
2
.

(3.12)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò α ∈ (α∗, α
∗), äëÿ êîòîðîé âî âòîðîì âûðàæåíèè

(3.12) âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, ò. å. m{x ∈ (t1, t2) : f(x) < α} < t2−t1
2
.

Òîãäà

m{x ∈ (t1, t2) : f(x) >
α + α∗

2
} ≥ m{x ∈ (t1, t2) : f(x) ≥ α} > t2 − t1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî α+α∗
2
∈ B, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî α+α∗

2
> α∗ = supB. Çíà÷èò

m{x ∈ (t1, t2) : f(x) < α} =
t2 − t1

2
äëÿ âñåõ α ∈ (α∗, α

∗).

Èòàê, äëÿ ëþáûõ α1, α2 ∈ (α∗, α
∗), α2 < α1 èìååì m(N2) = m(M2) = t2−t1

2
è

m(N1 \N2) = 0 (òàê êàê N2 ⊆ N1 è m(N1) = m(N2)). Îòñþäà è èç (3.9) çàêëþ÷àåì,

÷òî

F (α1) = F (α2).
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ F (α) ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå (α∗, α
∗), ñëåäîâàòåëüíî

(â ñèëó íåïðåðûâíîñòè) íà îòðåçêå [α∗, α
∗]. Ëåììà 3.1 äîêàçàíà.

Èç ëåììû 3.1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.1 Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(t1, t2), ôóíêöèÿ F(f,t1,t2) ïðèíèìàåò

ñâîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå òîëüêî íà îòðåçêå [α∗, α
∗].

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

χ(t1,t2)(x) =



1 : åñëè t1 < x ≤ t1+t2
2
,

−1 : åñëè t1+t2
2

< x < t2

è ïîëîæèì f(t1,t2) = f · χ(t1,t2). Çàìåòèì, ÷òî

‖f − αχ(t1,t2)‖L1(t1,t2) = ‖f(t1,t2) − α‖L1(t1,t2) = F(f(t1,t2),t1,t2)(α). (3.13)

Èç ëåììû 3.1 è (3.3) âûòåêàåò

Óòâåðæäåíèå 3.2 Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(t1, t2) ðàâåíñòâî

inf
α
‖f − αχ(t1,t2)‖L1(t1,t2)

= ‖f − α̂χ(t1,t2)‖L1(t1,t2)
(3.14)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

α̂ ∈ [α∗(f(t1,t2), t1, t2), α∗(f(t1,t2), t1, t2)].

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f, g ∈ L1(t1, t2) è

M = ‖f‖L1(t1,t2) − inf
α
‖f − αg‖L1(t1,t2).

ÅñëèM > 0 òî ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ g ïîíèæàåò íîðìó f íàM . À åñëèM = 0

òî ñêàæåì, ÷òî g íå ìîæåò ïîíèçèòü íîðìó f .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 Îáîçíà÷èì

inf
α,k
‖f − αχk‖L1(0,1) = ∆

Åñëè ∆ = ‖f‖L1(0,1), òî (3.2) èìååò ìåñòî ïðè α̂ = 0. Äîïóñòèì ∆ < ‖f‖L1(0,1).

Òîãäà ïðè íåêîòîðûõ α1 è k1 èìååò ìåñòî
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‖f − α1χk1‖L1(0,1) < ∆ +
‖f‖L1(0,1) −∆

2
.

Â ñèëó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå,

÷òî ∫
e

| f(x) | dx <
‖f‖L1(0,1) −∆

2
, åñëè e ⊂ [0, 1], m(e) < δ0.

Îáîçíà÷èì r0 = 1 + [−log2δ0]. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè χn ðàíãà r > r0 áóäåì èìåòü

m(supp(χn)) = 2−r < 2−r0 < δ0,

è ïîýòîìó

‖f − αχn‖L1(0,1) ≥ ‖f − αχn‖L1((0,1)\supp(χn)) = ‖f‖L1(0,1) − ‖f‖L1(supp(χn)) >

> ‖f‖L1(0,1) −
‖f‖L1(0,1) −∆

2
> ‖f − α1χk1‖L1(0,1).

Òî åñòü ôóíöêèè ñèñòåìû Õààðà ðàíãîì áîëüøå r0 ïîíèæàþò íîðìó f ìåíüøå,

÷åì ôóíêöèÿ χk1 . Ñëåäîâàòåëüíî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ôóíêöèé ìîãóò ïîíèçèòü

íîðìó f áîëüøå, ÷åì ôóíêöèÿ χk1 . Äëÿ êàæäîé èç íèõ, ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåíèå 3.2

(ñëåäñòâèå 3.1 äëÿ ôóíêöèè χ1), óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû 3.1.

Ëåììà 3.2 Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f ∈ L1(t1, t2) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ 0 /∈

B(f, t1, t2) è 0 /∈ D(f, t1, t2). Òîãäà ôóíêöèÿ Ψ ≡ 1 íå ìîæåò ïîíèçèòü íîðìó f .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2 Ó÷èòûâàÿ (3.6) è ñëåäñòâèå 3.1, ìîæåì óòâåð-

æäàòü, ÷òî

inf
α
‖f − αΨ‖L1(t1,t2) = inf

α
‖f − α‖L1(t1,t2) = inf

α
F(f,t1,t2)(α) = F (0) = ‖f‖L1(t1,t2).

Ëåììà 3.2 äîêàçàíà.

Ëåììà 3.3 Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ L1(t1, t2) íå ìåíÿåò ñâîé çíàê íà èíòåðâàëå

(t1, t2). Òîãäà ôóíêöèÿ χ(t1,t2) íå ìîæåò ïîíèçèòü íîðìó f .
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.3 Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì f ≥ 0. Òàê êàê

m{x ∈ (t1, t2) : f(t1,t2)(x) > 0} = m{x ∈ (t1,
t1 + t2

2
] : f(x) > 0}+

+m{x ∈ (
t1 + t2

2
, t2) : f(x) < 0} ≤ m(t1,

t1 + t2
2

) =
t2 − t1

2

òî 0 /∈ B(f(t1,t2), t1, t2). Àíàëîãè÷íî,

m{x ∈ (t1, t2) : f(t1,t2)(x) < 0} = m{x ∈ (t1,
t1 + t2

2
] : f(x) < 0}+

+m{x ∈ (
t1 + t2

2
, t2) : f(x) > 0} ≤ m(

t1 + t2
2

, t2) =
t2 − t1

2

è ïîýòîìó 0 /∈ D(f(t1,t2), t1, t2). Ñîãëàñíî (3.13) è ëåììå 3.2 óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëè-

âîñòè ëåììû 3.3.

Ðàñõîäèìîñòü L1-æàäíîãî àëãîðèòìà.

Ïóñòü

P (x) =


1 : åñëè 0 ≤ x < 5

8
, 3

4
≤ x < 7

8

−1 : åñëè 5
8
≤ x < 3

4
, 7

8
≤ x ≤ 1.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî r ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç Φr ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé

âèäà

ϕ(x) =



P (2k+1x− 1) : åñëè 2−1−k ≤ x < 2−k k = r, r + 1, . . .

0 : åñëè 1
2
≤ x ≤ 1,

g(x) : åñëè x ∈ [ 1
2r
, 1

2
],

(3.15)

ãäå g íåîòðèöàòåëüíàÿ, èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà [ 1
2r
, 1

2
] äëÿ êîòîðîém{x ∈ ( 1

21+p ,
1
2p

) :

g(x) = 0} ≥ 3
2p+3 äëÿ âñåõ p = 1, 2, . . . , r − 1.
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Î÷åâèäíî, ÷òî Φr ⊂ L1(0, 1) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ r.

Ëåììà 3.4 Ïóñòü ϕ ∈ Φr ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì r. Òîãäà

1) íè îäíà ôóíêöèÿ Õààðà χ
(1)
k íå ìîæåò ïîíèçèòü íîðìó ϕ,

2) íè îäíà ôóíêöèÿ Õààðà ðàíãa ìåíüøå (r + 1) íå ìîæåò ïîíèçèòü íîðìó ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.4 1) Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ χ
(1)
k−1 íå ìîæåò ïîíèçèòü

íîðìó ϕ ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k > 1. Êîãäà k < r + 1 òî,

m{x ∈ (0, 21−k) : ϕ(0,21−k)(x) > 0} = m{x ∈ (0, 2−k] : ϕ(x) > 0}+

+m{x ∈ (2−k, 21−k) : ϕ(x) < 0} =

= m{x ∈ (0, 2−k] : ϕ(x) > 0} ≤ 2−k =
m(0, 21−k)

2
.

Òî åñòü 0 /∈ B(ϕ(0,21−k), 0, 2
1−k). Àíàëîãè÷íî,

m{x ∈ (0, 21−k) : ϕ(0,21−k)(x) < 0} = m{x ∈ (0, 2−k] : ϕ(x) < 0}+

+m{x ∈ (2−k, 21−k) : ϕ(x) > 0} =
1

4 · 2r
+

+m{x ∈ (2−k, 21−k) : ϕ(x) > 0} ≤ 1

4 · 2r
+

1

4 · 2k
≤ m(0, 21−k)

2

è ïîýòîìó 0 /∈ D(ϕ(0,21−k), 0, 2
1−k). Ó÷èòûâàÿ (3.13) è ëåììó 3.2, çàêëþ÷àåì, ÷òî

ôóíêöèÿ χ
(1)
k−1, ãäå k < r + 1, íå ìîæåò ïîíèçèòü íîðìó ϕ. Òåïåðü ïóñòü k ≥ r + 1. Â

ýòîì ñëó÷àå

m{x ∈ (0, 21−k) : ϕ(0,21−k)(x) > 0} = m{x ∈ (0, 2−k] : ϕ(x) > 0}+

+m{x ∈ (2−k, 21−k) : ϕ(x) < 0} = 2−k(
3

4
+

1

4
) =

m(0, 21−k)

2
.

m{x ∈ (0, 21−k) : ϕ(0,21−k)(x) < 0} = m{x ∈ (0, 2−k) : ϕ(x) < 0}+

+m{x ∈ (2−k, 21−k) : ϕ(x) > 0} = 2−k(
1

4
+

3

4
) =

m(0, 21−k)

2
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òî åñòü 0 /∈ B(ϕ(0,21−k), 0, 2
1−k), 0 /∈ D(ϕ(0,21−k), 0, 2

1−k) è ïîýòîìó ôóíêöèÿ χ
(1)
k−1, ãäå

k ≥ r + 1 íå ìîæåò ïîíèçèòü íîðìó ϕ. Ïåðâàÿ ÷àñòü ëåììû äîêàçàíà.

2) Ôóíêöèÿ χ1 ≡ 1 íå ìîæåò ïîíèçèòü íîðìó ϕ ñîãëàñíî ëåììå 3.2. Òî, ÷òî

ôóíêöèè Õààðà χ
(1)
k íå ìîãóò ïîíèçèòü íîðìó ϕ ìû óæå äîêàçàëè. À ôóíêöèÿ χ

(p)
k ñ

p > 1 è k < r + 1 èìååò íîñèòåëü

(
p− 1

2k
,
p

2k
) ⊂ [2−r, 1],

ãäå ôóíêöèÿ ϕ íå ìåíÿåò ñâîé çíàê, à ýòî, ñîãëàñíî ëåììå 3.3, îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ

χ
(p)
k íå ìîæåò ïîíèçèòü íîðìó ϕ. Ëåììà 3.4 äîêàçàíà.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.2 äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 3.4 Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî r è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ϕ ∈ Φr ñóùå-

ñòâóþò åäèíñòâåííûå k̂, p̂ è α̂ äëÿ êîòîðûõ

min
α,k,p
‖ϕ− αχ(p)

k ‖L1(0,1) = ‖ϕ− α̂χ(p̂)

k̂
‖
L1(0,1)

= ‖ϕ‖L1(0,1) −
1

2r+2
,

ïðè ýòîì R1(ϕ, χ) ∈ Φr+1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4 Ñíà÷àëà âû÷èñëèì íàñêîëüêî ïîíèæàåò íîðìó

ϕ ôóíêöèÿ χ
(2)
r+1. Äëÿ êàæäîé α < 1

m{x ∈ (
1

2r+1
,

1

2r
) : ϕ( 1

21+r
, 1
2r

)(x) > α} =
1

2r+2
+

1

2r+3
>
m( 1

21+r ,
1
2r

)

2
,

òî åñòü âñå ÷èñëà ìåíüøå åäèíèöû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B(ϕ( 1
2r+1 ,

1
2r

),
1

2r+1 ,
1
2r

).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ÷èñëà áîëüøå åäèíèöû ïðèíàäëåæàò

ìíîæåñòâó D(ϕ( 1
2r+1 ,

1
2r

),
1

2r+1 ,
1
2r

). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.1,

supB(ϕ( 1
2r+1 ,

1
2r

),
1

2r+1
,

1

2r
) = inf D(ϕ( 1

2r+1 ,
1
2r

),
1

2r+1
,

1

2r
) = 1.

Ñ ó÷åòîì óòâåðæäåíèÿ 3.2 çàêëþ÷àåì, ÷òî

min
α
‖ϕ− αχ(2)

r+2‖L1(0,1)
= ‖ϕ− χ

supp(χ
(2)
r+2)
‖
L1(0,1)

=

= ‖ϕ‖L1(0,1) −
1

2r+2
.
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Ýòî îçíà÷àåò ÷òî ôóíêöèÿ χ
(2)
r+1 ïîíèæàåò íîðìó ϕ íà 1

2r+2 . Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî

îñòàëüíûå ôóíêöèè χ
(p)
k ñèñòåìû Õààðà ïîíèæàþò íîðìó ϕ ìåíüøå, ÷åì 1

2r+2 (èëè

âîîáùå íå ìîãóò ïîíèçèòü).

Ïóñòü k ≥ r + 3. Ìåðû íîñèòåëåé òàêèõ ôóíêöèé íå ïðåâîñõîäÿò 1
2r+3 . Òàì, ãäå

ϕ íå ìåíÿåò ñâîé çíàê, ôóíêöèÿ χ
(p)
k íå ìîæåò ïîíèçèòü íîðìó ϕ ñîãëàñíî ëåììå

3.3, à òàì, ãäå ϕ ìåíÿåò ñâîé çíàê, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî | ϕ |≤ 1, ñëåäîâàòåëüíî

ôóíêöèÿ χ
(p)
k íå ìîæåò ïîíèçèòü íîðìó ϕ áîëåå, ÷åì íà 1

2r+3 .

Ôóíêöèè ðàíãîì k < r+ 1 íå ìîãóò ïîíèçèòü íîðìó ϕ ñîãëàñíî ëåììå 3.4. Ñðåäè

ôóíêöèé ðàíãîì (r+1) èëè (r+2) òîëüêî χ
(1)
r+1, χ

(2)
r+1, χ

(1)
r+2, χ

(2)
r+2 è χ

(4)
r+4 îòëè÷íû îò íóëÿ

â îáëàñòÿõ, ãäå ϕ ìåíÿåò ñâîé çíàê (ñîãëàñíî ëåììå 3.3 ýòî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì äëÿ ïîíèæåíèÿ íîðìû). Ôóíêöèè χ
(1)
r+1 è χ

(1)
r+2 íå ìîãóò ïîíèçèòü íîðìó ϕ

ñîãëàñíî ëåììå 3.4. Íåòðóäíî óáåäèòñÿ, ÷òî χ
(4)
r+2 íå ìîæåò ïîíèçèòü íîðìó ϕ, à χ

(2)
r+2

ïîíèæàåò íà 1
2r+3.

Èòàê

R1(ϕ, χ) = ϕ− χ
supp(χ

(2)
r+1)

= ϕ− 1

2r+1
χ

(2)
r+1.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî R1(ϕ, χ) ∈ Φr+1. Òåîðåìà 3.4 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2 Â êà÷åñòâå f âîçüìåì f ∈ Φ1 (â Φ1 ñîäåðæèòñÿ

òîëüêî îäíà ôóíêöèÿ). Ñîãëàñíî òåîðåìe 3.4

R1(f, χ) = f − 1

4
χ

(2)
2 ∈ Φ2, ‖R1(f, χ)‖ = ‖f‖ − 1

23

Ïðèìåíèâ òåîðåìó 3.4 íåñêîëüêî ðàç ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî

Rn+1(f, χ) ∈ Φn+2

‖Rn+1(f, χ)‖ = ‖Rn(f, χ)‖ − 1
2n+3 = . . . = ‖f‖ − 1

4

∑n+1
k=1 2−k, n = 1, 2, . . .

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Rn(f, χ) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷ío. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

‖f‖L1(0,1) = 1
2
, çàêëþ÷àåì

lim
n→∞

‖f −Gn(f, χ)‖L1(0,1) =
1

2
− 1

4
lim
n→∞

n∑
k=1

2−k =
1

4
lim
n→∞

(1 + 2−n) =
1

4
> 0,

òî åñòü åäèíñòâåííûé L1-æàäíûé àëãîðèòì ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå Õààðà íå ñõîäèòñÿ

ê f . Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà.
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Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ÿñíî, ÷òî L1-æàäíûé àëãîðèòì ëþáîé ôóíêöèè èç

f ∈ Φr ïî ñèñòåìå Õààðà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è íå ñõîäèòñÿ ê f .

Âû÷èñëèâ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2, óáåæ-

äàåìñÿ, ÷òî

f =
χ

(0)
0 + χ

(1)
0

4
+
∞∑
k=2

1

2k+1

[
χ

(2)
k +

χ
(7)
k+2 + χ

(8)
k+2

2

]
(3.16)

â òî âðåìÿ êàê äëÿ L1-æàäíîãî àëãîðòìà ïî ñèñòåìå Õààðà äëÿ ôóíêöèè f ïîëó÷à-

åòñÿ

Gn(f, χ) =
n+1∑
k=2

χ
(2)
k

2k
(3.17)

Ñðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè χ
(2)
k â (3.17) âäâîå

áîëüøå, ÷åì â (3.16). Mîæåò áûòü â ýòîì è ñîñòîèò ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé L1-æàäíûé

àëãîðèòì ïî ñèñòåìå Õààðà ôóíêöèè f íå ñõîäèòñÿ ê f? Ìîæåò áûòü, óñëîâèåì (3.1.1)

ìû äàåì ñëèøêîì áîëüøóþ ñâîáîäó âûáîðà äëÿ îïðåäåëåíèÿ L1-æàäíîãî àëãîðèòìà?

Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû äàåò L1-æàäíûé ïî ðàçëîæåíèþ àëãîðèòì. Ýòîò àëãîðèòì

îòëè÷àåòñÿ îò L1-æàäíîãî àëãîðèòìà òåì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ϕn â (3.1.2) íå ìîæåò

áûòü ïðîèçâîëüíûì, à ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì Ôóðüå äàííîé ôóíêöèè.

Ëåììà 3.5 Äëÿ f ∈ Φ1 è m = 0, 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

< R̃m(f, χ), χ
(0)
0 >=

1

4
, < R̃m(f, χ), χ

(1)
0 >=

1

4
. (3.18)

ãäå R̃0(f, χ) = f .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.5 Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî f èìååò âèä (3.16). Äîêà-

çàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî m. Ïðè m = 0 (3.18) ñëåäóåò èç (3.16). Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî (3.18) ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî m = 0, 1, . . . è äîêàæåì, ÷òî áóäåò

ñïðàâåäëèâûì è äëÿ m+ 1. Ðàçëîæåíèå Ôóðüå ôóíêöèè R̃m(f, χ) ïî ñèñòåìå Õààðà

áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò (3.16) òîëüêî òåì, ÷òî áóäóò îòñóòñòâîâàòü m ñëàãàåìûõ, ïðè

ýòîì ïåðâûå 2 ñëàãàåìûå áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü (ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè). Ñëå-

äîâàòåëüíî ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì k = Km âñå òðè ñëàãàåìûå â êâàäðàòíûõ

76



ñêîáêàõ (3.16) áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü â ðÿäå Ôóðüå ôóíêöèè R̃m(f, χ) ïî ñèñòåìå Õà-

àðà. Èìåííî ýòè òðè ñëàãàåìûå âìåñòå ñ χ
(0)
0 è χ

(1)
0 îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

f íà supp(χ
(2)
Km

). Ñëåäîâàòåëüíî íà supp(χ
(2)
Km

) ôóíêöèè f è R̃m(f, χ) ñîâïàäàþò. Íî

ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

‖f− < f, χ
(2)
Km

> χ
(2)
Km
‖ = ‖f − 1

2Km+1
χ

(2)
Km
‖ < ‖f‖.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖R̃m(f, χ)− 1

2Km+1
χ

(2)
Km
‖ < ‖R̃m(f, χ)‖.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ‖R̃m+1(f, χ)‖ < ‖R̃m(f, χ)‖. Ëåììà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ïî-

êàæåì ÷òî ôóíêöèè χ
(0)
0 è χ

(1)
0 íå ìîãóò ïîíèçèòü íîðìó R̃m(f, χ). Ýòî ñëåäóåò èç

ëåììû 3.2 è óòâåðæäåíèÿ 3.2, òàê êàê ôóíêöèÿ R̃m(f, χ) ðàâíÿåòñÿ íóëüþ íà îòðåçêå

[1
2
, 1]. Ëåììà 3.5 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3 Â êà÷åñòâå f îïÿòü âîçüìåì ôóíêöèþ èç Φ1.

Õîòÿ L1-æàäíûé ïî ðàçëîæåíèþ àëãîðèòì äëÿ f îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî (êàê L1-

æàäíûé àëãîðèòì), äëÿ âñåõ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñïðàâåäëèâà ëåììà 3.5. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî íè îäèí L1-æàäíûé ïî ðàçëîæåíèþ àëãîðèòì ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå

Õààðà íå ñõîäèòñÿ ê f . Òåîðåìà 3.3 äîêàçàíà.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

à) Îïèñàíû ïîäñèñòåìû ñèñòåìû Õààðà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êâàçè-

ãðèäè áàçèñîì â L1(0, 1), íà çàìûêàíèè ñâîåé ëèíåéíîé îáîëî÷êè.

á) Îïèñàíû ïîäñèñòåìû ñèñòåìû Õààðà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ãðè-

äè áàçèñîì â L1(0, 1), íà çàìûêàíèè ñâîåé ëèíåéíîé îáîëî÷êè.

â) Äîêàçàíà, ÷òî íè îäíà ñèñòåìà òèïà Õààðà íå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè

áàçèñîì â L1(0, 1).

ã) Ïîñòðîåíà ñèñòåìà òèïà Õààðà {{h(j)
i }2i

j=1}∞i=0, äëÿ êîòîðîé ïîäñè-

ñòåìà {{h(j)
2i }22i

j=1}∞i=0 íå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ãðèäè áàçèñîì â L1(0, 1), íà çàìû-

êàíèè ñâîåé ëèíåéíîé îáîëî÷êè.

ä) Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1]

ñ ìåðîé | E |> 1 − ε òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî

íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈ L1(0, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E, è ÷ëåíû ðàçëîæå-

íèÿ
∑∞

n=1 cn(f̃ , χ)χn ôóíêöèè f̃ ïî ñèñòåìå Õààðà ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàê,

÷òîáû äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

1) c%(m)(f̃ , χ) > c%(m+1)(f̃ , χ),

2) ‖Gm(f̃ , χ)‖ ≤ 3‖f̃‖ ≤ 12‖f‖,

3) lim
m→∞

‖Gm(f̃ , χ)− f̃‖ = 0.

å) Êàêîâî áû íå áûëî èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] ñ ìåðîé 0 <|

E |< 1 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f0 ∈ L1(0, 1) òàêàÿ, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ ôóíê-

öèÿ f ∈ L1(0, 1) ñîâïàäàåò ñ f0 íà E, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {| cn(f, χ) |

}∞n=1 íå ìîæåò áûòü ìîíîòîííî óáûâàþùåé.
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æ) Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâóþò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1]

ñ ìåðîé | E |> 1− ε è ðÿä âèäà

∞∑
i=1

aiϕi, ñ ai ↘ 0,

òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ f̃ ∈

L1(0, 1), ñîâïàäàþùóþ ñ f íà E è ðÿä âèäà

∞∑
i=1

δiaiϕi; ãäå δi = 0 èëè 1,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê f̃ â L1(0, 1).

ç) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L1(0, 1), äëÿ êîòîðîé íè îäèí L1 -æàäíûé

àëãîðèòì ïî ñèñòåìå Õààðà íå ñõîäèòñÿ ê f .
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